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DM n°7

|Pr0bléme 1: Formule de Stirling|

Le but de ce probleme est de démontrer la formule de Stirling :
n n
n! ~vV2mn X (—)
e

Partie A : Convergence de deux suites

On considére les deux suites suivantes :
n! se\"
vn € N, u, = — (—) et v, = In(u,)

Vn \n

1) Déterminer un équivalent de v, 41 — v;,.
2) En déduire que (v,,) converge.
3) Montrer qu’il existe k > 0 tel que :

n! ~kvn (g)n

Partie II : Calcul de la constante k

Dans cette partie on souhaite prouver que k = v 2m.
On pose la suite (W) définie par :

I

2
vneNW, = j cos™(t) dt
0

1) a) A I’aide d’une intégration par parties, montrer que :
n+1
Vne€E N, Wn_+_2 = n—+2 n
b) En déduire que :
2n)! m (2"n!)? 220 (n!)?
VneENW,,=—=—=X=-etW. = =
n 2n = ommnz 2 SNt T o T 2ot D)

2) Démontrer que la suite nW,,W,, . est constante.

3) En déduire que :
1/222(n)?\>
E( (2n)! > -

|Pr0bléme facultatiﬂ

4) Conclure que k = V2.

Apreés avoir démontré I’irrationalité de V2 dans le cours, de e et de In(2) dans les précédents devoirs, je vous
propose ici de démontrer 1’irrationnalité de 7. Pour ce faire nous allons utliser un vieux résultat :

Wlk2T e
k=1
Partie B : Irrationalité de

Dans un premier temps nous allons montrer que 2 est irrationnel.

On pose :
x?(1—x)"
vn € N,Vx € R,fn(x) = T
1) a) Déterminer les valeurs de (a,, 41, ..., ) € Z2 tel que :
n
1
falx) = Ez An+k xmk

k=0
b) Démontrer que :
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. Osiisn-—1
vieN £9(0) = 0sii>2n
axXm+i)x.xn+1)

c¢) En déduire que :

vieN, fP0) ez
d) En déduire que :

vieN,fPW ez

(Indice : On pourra remarquer que fn(x) = f,(1 — x))

Dans les questions suivantes on veut montrer que 72 est un irrationnel et 1’on va raisonner par 1’absurde. On

suppose que :
a
3(a,b) € N2,b # 0, tel que m? = 5

2) On pose :

n
vn € N,Vx € R, F,(x) = b”( (—1)kn2n—2'<fn(2")(x)>
k=0
a) Montrer que F, (0) et F, (1) sont des entiers.
b) On pose :
vn € N,Vx € R, g,(x) = E,(x) sin(tx) — wF,(x) cos(mx)
De méme on pose :
1
vn €N, A4, = nj a’f, (x) sin(mx) dx
0
Montrer que :
vn € N,,Vx € R, g;,(x) = m2a"f,(x) sin(mx)
Puis montrer que :
VneN, A, €Z
3) On pose la suite :

an

Un = — (oua =m X b définie précédemment)

a) Montrer que :
a® 1
Angy € N, tel que Vn > no'g < >

b) Montrer que !
1
Vx € 0;1],0 < f,(x) < o

¢) Démontrer que :
vn = ng, A, €]0; 1]
d) En déduire que ? est irrationnel, de méme que 7.



