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Correction DS n°5 

 

Exercice 1 

 Dans cet exercice on cherche toutes les fonctions continues sur ℝ vérifiant la relation (ℛ) suivante :  

(ℛ) ∶  ∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2, 𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥) × 𝑓(𝑦) 
On pose :  

𝐸 = {𝑓 ∈ 𝒞0(ℝ) 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2, 𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥) × 𝑓(𝑦)} 
1) Déterminer une fonction 𝑓 de 𝐸. 

2) Démontrer que :  

{
𝑓 ∈ 𝐸

𝑓(0) = 0
⟹ ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) = 0 

 On suppose à présent jusqu’à la fin de l’exercice que 𝒇(𝟎) ≠ 𝟎. 

On pose :  

𝑬∗ = {𝒇 ∈ 𝑬 𝒕𝒆𝒍 𝒒𝒖𝒆 𝒇(𝟎) ≠ 𝟎} 
3)  a) Démontrer que :  

∀𝑓 ∈ 𝐸∗, 𝑓(0) = 1 

b) En déduire que :  

𝑓 ∈ 𝐸∗⟹ ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥)𝑓(−𝑥) = 1 

 c) Démontrer que : 

∀𝑓 ∈ 𝐸∗, ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) ≠ 0 

4) Démontrer que :  

∀𝑓 ∈ 𝐸∗, ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) > 0 

(𝑰𝒏𝒅𝒊𝒄𝒆 ∶ 𝑜𝑛 𝑝𝑜𝑢𝑟𝑟𝑎 𝑢𝑡𝑖𝑙𝑖𝑠𝑒𝑟 𝑙𝑒 𝑓𝑎𝑖𝑡 𝑞𝑢𝑒 𝑥 =
𝑥

2
+
𝑥

2
, 𝑜𝑢 𝑙𝑎 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑖𝑡é 𝑑𝑒 𝑓) 

5) Dans toute cette question on a 𝑓 ∈ 𝐸∗ 
 a) Démontrer que :  

∀𝑛 ∈ ℕ, ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑛𝑥) = [𝑓(𝑥)]𝑛 
 b) En déduire que :  

∀𝑛 ∈ ℤ, 𝑓(𝑛𝑥) = [𝑓(𝑥)]𝑛 
 c) En déduire que :  

∀𝑞 ∈ ℚ, 𝑓(𝑞) = [𝑓(1)]𝑞 
 d) Déterminer l’ensemble E. 

 

1) La fonction 𝑥 ↦ 𝑒𝑥 ∈ 𝐸 car elle est continue sur ℝ et :  

∀𝒙 ∈ ℝ 𝒇(𝒙 + 𝒚) = 𝒆𝒙+𝒚 = 𝒆𝒙 × 𝒆𝒚 = 𝒇(𝒙) × 𝒇(𝒚) 

Bien entendu la fonction 𝑥 ↦ 0, 𝑛𝑜𝑡é𝑒 0ℱ(ℝ,ℝ) aussi !  

2) On suppose ici 𝑓(0) = 0. On a alors :  

𝒇(𝒙) = 𝒇(𝒙 + 𝟎) = 𝒇(𝒙) × 𝒇(𝟎) = 𝟎 

3) a) On a :  

𝑓(0) = 𝑓(0 + 0) = 𝑓(0)2 

Comme 𝑓(0) ≠ 0, on a : 𝑓(à° = 𝑓(0)2 ⟹ 𝒇(𝟎) = 𝟏 

b) On a :  

∀𝒙 ∈ ℝ, 𝒇(𝟎) = 𝒇(𝒙 − 𝒙) = 𝒇(𝒙)𝒇(−𝒙) = 𝟏 

c) On a :  

∀𝒙 ∈ ℝ, 𝒇(𝒙)𝒇(−𝒙) = 𝟏 ≠ 𝟎⟹ 𝒇(𝒙) = 𝟎 

4) On a :  

𝒇(𝒙) = 𝒇 (
𝒙

𝟐
+
𝒙

𝟐
) = 𝒇 (

𝒙

𝟐
)
𝟐

> 𝟎 

On peut aussi raisonner par contraposée. Si on suppose qu’il existe 𝑥0 ∈ ℝ tel que 𝑓(𝑥0) < 0. On a alors :  

𝑓(0) = 1 𝑒𝑡 𝑓(𝑥0) < 0 

Comme 𝑓 est continue et change de signe, alors d’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe 𝑐 ∈ [0; 𝑥0] tel 

que 𝑓(𝑐) = 0. Or cela est impossible !  

5) a) Par récurrence !  

On pose :  

∀𝑛 ∈ ℕ,𝒫𝑛 = "∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑛𝑥) = [𝑓(𝑥)]
𝑛"   

Initialisation : n = 0. 
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𝑓(0 × 𝑥) = 𝑓(0) = 1 = [𝑓(𝑥)]0 (𝑐𝑎𝑟 𝑓(𝑥) ≠ 0) 
Donc 𝒫0 est vraie.  

Hérédité : Soit n un entier naturel n fixé. On suppose vraie 𝒫(n). On a alors :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑛𝑥) = [𝑓(𝑥)]𝑛 

⟹  𝑓((𝑛 + 1)𝑥) = 𝑓(𝑛𝑥 + 𝑥) = 𝑓(𝑛𝑥) × 𝑓(𝑥) = [𝑓(𝑥)]𝑛 × 𝑓(𝑥) = [𝑓(𝑥)]𝑛+1  

Donc 𝒫𝑛 est héréditaire.  

Conclusion : On conclut d’après le principe de récurrence. 

b)  

∀x ∈ ℝ, f(x + (−x)) = f(x − x) = f(0) = f(x) × f(−x) = 1 

⟹ ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(−𝑥) =
1

𝑓(𝑥)
 

On a donc :  

∀𝑛 ∈ ℤ−, 𝑓(𝑛) =
1

𝑓(−𝑛)
=

1

𝑓(1)−𝑛
= 𝑓(1)𝑛 

On en déduit donc que :  

∀𝑛 ∈ ℤ, 𝑓(𝑛) = 𝑓(1)𝑛 

c) On a : 

∀𝑥 ∈ ℚ, ∃(𝑎, 𝑏) ∈ ℤ × ℕ∗, 𝑥 =
𝑎

𝑏
 

On a alors :  

𝑓(𝑎) = 𝑓(1)𝑎 = 𝑓 (𝑏 ×
𝑎

𝑏
) = 𝑓 (

𝑎

𝑏
)
𝑏

 𝑐𝑎𝑟 𝑏 ∈ ℕ 

On a donc :  

𝒇(𝒙) = 𝒇 (
𝒂

𝒃
) = 𝒇(𝟏)

𝒂
𝒃 

d) On utilise la densité de ℚ dans ℝ. C’est-à-dire que :  

∀x ∈ ℝ, ∃(xn) ∈ ℚ
ℕ tel que :  

lim
n
xn = x 

Autrement dit tout nombre irrationnel est limite d’une suite de rationnels. Il suffit de prendre par exemple la suite des 

décimale de x.  

 Soit x ∈ ℝ. On sait qu’il existe (xn) ∈ ℚ
ℕ tel que :  

lim
n
xn = x 

 Or on sait que :  

∀n ∈ ℕ, f(xn) = f(1)
xn = exn ln(f(1)) car f(1) > 0 

Par continuité de f sur ℝ on en déduit que : 

lim
n
f(xn) = f(x) = e

x ln(f(1)) = f(1)x 

On en déduit donc que :  

∀x ∈ ℝ, f(x) = f(1)x 
Donc les seules fonctions continues qui vérifient :  

∀(x; y) ∈ ℝ2, f(x + y) = f(x) × f(y) 
Sont les fonctions linéaires puissances:  

𝑬 = {𝒇: 𝒙 ↦ 𝒂𝒙, 𝒐ù 𝒂 = 𝒇(𝟏) ≥ 𝟎} 
 

Problème 2 : Une puissance de matrice 

 

Partie A : Propriétés générales sur les matrices transposées 

 Soit 𝐴 = (𝑎𝑖,𝑗)1≤𝑖,𝑗≤𝑛 ∈ ℳ𝑛(ℝ) une matrice à 𝑛 lignes et 𝑛 colonnes. On définit la matrice transposée de 

𝐴, notée 𝐴𝑇, par : 𝐴𝑇 = (𝑎𝑗,𝑖)1≤𝑖,𝑗≤𝑛 ∈ ℳ𝑛(ℝ). 

1) On pose ici :  
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𝐴 =

(

 
 
 

1

3
0 0

2

3

1

3
0

0
2

3
1)

 
 
 

 

Déterminer 𝐴𝑇. 

2) Démontrer que : 

∀𝐴 ∈ ℳ𝑛(ℝ), 𝑇𝑟(𝐴𝐴
𝑇) = 0 ⟺ 𝐴 = 0𝑛 

(On rappelle que 𝑇𝑟(𝐴) est la somme des coefficients diagonaux de 𝐴 :  

𝑇𝑟(𝐴) = ∑𝑎𝑘,𝑘

𝑛

𝑘=1

 

3)  a) Démontrer que :  

∀(𝐴, 𝐵) ∈ (ℳ𝑛(ℝ))
2
, (𝐴 × 𝐵)𝑇 = 𝐵𝑇 × 𝐴𝑇 

 b) En déduire par récurrence que :  

∀𝐴 ∈ ℳ𝑛(ℝ), ∀𝑛 ∈ ℕ, (𝐴
𝑛)𝑇 = (𝐴𝑇)𝑛  

 

Dans toute la suite de ce problème on a :  

 Soit p ∈]0; 1[. On définit la matrice :  

A = (

p 0 0
1 − p p 0
0 1 − p 1

) 

 

Partie B : Calcul de 𝐀𝐧 par récurrence 

 

1) Calculer A2. Que vaut A0? 
2) Montrer que, pour tout entier n ∈ ℕ, il existe trois réels an, bn et cn tels que :  

An = (

pn 0 0
an pn 0
bn cn 1

) 

On ne demande pas d’expliciter an, bn et cn pour le moment ! 

3) Déterminer la valeur de cn pour tout entier naturel n. 

4)  a) Montrer que :  

∀n ∈ ℕ, an+2 = 2pan+1 − p
2an 

 b) En déduire la valeur de an pour tout entier naturel n. 

5) On pose U = (
1
1
1
). On pose :  

E = {M ∈ ℳ3(ℝ),M × U = U} 

 a) Montrer que E est stable par produit matriciel : ∀(M,N) ∈ E2, M × N ∈ E. 

 b) Caractériser les éléments de E par une propriété sur leurs lignes ou leurs colonnes.  

 c) On pose T = AT, la matrice transposée de A. Déterminer T. 

 d) Montrer que T ∈ E. 

 e) En déduire que Tn ∈ E,∀n ∈ ℕ. 

 f) En déduire que :  

∀n ∈ ℕ, bn = 1 − np
n−1 + (n − 1)pn 

6) Déterminer An, n ∈ ℕ. 

 

Partie C : Avec le binôme 

Dans cette partie on définit les matrices :  

B = (
p 0 0
0 p 0

1 − p 1 − p 1
)  et C = (

0 0 0
1 − p 0 0
p − 1 0 0

) 
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1) Que vaut B + C? 
2) On définit la matrice P :  

P = (
1 1 0
0 −1 0
−1 0 1

) 

 a) Montrer que P ∈ GL3(ℝ) et calculer P−1. 

 b) Calculer la matrice Δ = P−1BP et vérifier qu’elle est diagonale. 

 c) Déterminer la matrice Δn pour tout entier naturel n. 

 d) En déduire la valeur de Bn pour tout entier naturel n. 

3) Calculer C2. 

4) En déduire une expression de 𝐴𝑛 en fonction des puissances de 𝐵 et de 𝐶. 

 

Partie A : Propriétés générales sur les matrices transposées 

1) On a :  

𝐴 =

(

 
 
 

1

3
0 0

2

3

1

3
0

0
2

3
1)

 
 
 
⟹ 𝐴𝑇 =

(

 
 

1

3

2

3
0

0
1

3

2

3
0 0 1)

 
 

 

2) On a :  

𝐵 = 𝐴𝐴𝑇 = (𝑏𝑖,𝑗)1≤𝑖,𝑗≤𝑛 

Avec :  

∀(𝑖, 𝑗) ∈ ⟦1; 𝑛⟧2, 𝑏𝑖,𝑗 =∑𝑎𝑖,𝑘𝑎𝑗,𝑘

𝑛

𝑘=1

 

On en déduit donc que :  

𝑇𝑟(𝐵) = 𝑇𝑟(𝐴𝐴𝑇) = ∑ 𝑏𝑚,𝑚

𝑛

𝑚=1

= ∑ ∑𝑎𝑚,𝑘𝑎𝑚,𝑘

𝑛

𝑘=1

𝑛

𝑚=1

= ∑ ∑(𝑎𝑚,𝑘)
2

𝑛

𝑘=1

 

𝑛

𝑚=1

 

= (𝑎1,1)
2
+ (𝑎1,2)

2
+⋯+ (𝑎𝑛,𝑛)

2
 

C’est-à-dire la somme des carrées de tous les coefficients de 𝐴. 

On a donc :  

𝑇𝑟(𝐴𝐴𝑇) = 0 ⟺ (𝑎1,1)
2
+ (𝑎1,2)

2
+⋯+ (𝑎𝑛,𝑛)

2
= 0 

Comme tous les termes sont positifs ou nuls, on a :  

∀(𝑖, 𝑗) ∈ ⟦1; 𝑛⟧2, 𝑎𝑖,𝑗 = 0 

Ainsi on a :  

 𝑇𝑟(𝐴𝐴𝑇) = 0 ⟺ 𝐴 = 0𝑛 

3) a) On a :  

𝐶 = 𝐴 × 𝐵 = (𝑐𝑖,𝑗)1≤𝑖,𝑗≤𝑛 

Avec :  

∀(𝑖, 𝑗) ∈ ⟦1; 𝑛⟧2, 𝑐𝑖,𝑗 =∑𝑎𝑖,𝑘𝑏𝑘,𝑗

𝑛

𝑘=1

 

Ainsi on a :  

(𝐴 × 𝐵)𝑇 = (𝑐𝑗,𝑖)1≤𝑖,𝑗≤𝑛 = (∑𝑎𝑗,𝑘𝑏𝑘,𝑖

𝑛

𝑘=1

)

1≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

De même on a :  

𝐷 = 𝐵𝑇 × 𝐴𝑇 = (𝑑𝑖,𝑗)1≤𝑖,𝑗≤𝑛 

Avec :  
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∀(𝑖, 𝑗) ∈ ⟦1; 𝑛⟧2, 𝑑𝑖,𝑗 =∑𝑏𝑘,𝑖𝑎𝑗,𝑘

𝑛

𝑘=1

=∑𝑎𝑗,𝑘𝑏𝑘,𝑖

𝑛

𝑘=1

= 𝑐𝑖,𝑗 

Ainsi on a :  

∀(𝐴, 𝐵) ∈ (ℳ𝑛(ℝ))
2
, (𝐴 × 𝐵)𝑇 = 𝐵𝑇 × 𝐴𝑇 

 b) On peut faire une récurrence !  

Initialisation : 𝑛 = 0 

(𝐴0)𝑇 = (𝐼𝑛)
𝑇 = 𝐼𝑛 = (𝐴

𝑇)0 

Hérédité : Soit n un entier naturel n fixé. On suppose vraie 𝒫(n). On a alors : 

(𝐴𝑛)𝑇 = (𝐴𝑇)𝑛 

On a donc :  

(𝐴𝑛+1)𝑇 = (𝐴𝑛 × 𝐴)𝑇 = 𝐴𝑇 × (𝐴𝑛)𝑇 = 𝐴𝑇 × (𝐴𝑇)𝑛 = (𝐴𝑇)𝑛+1 

Donc la propriété est héréditaire.  

Conclusion : On conclut d’après le principe de récurrence. 

 

Partie B : Calcul de 𝐀𝐧 par récurrence 

1) On a :  

A2 = (
p 0 0

1 − p p 0
0 1 − p 1

)(
p 0 0

1 − p p 0
0 1 − p 1

) = (

p2 0 0

2p(1 − p) p2 0

p(1 − p) (p + 1)(1 − p) 1

) 

De plus on sait que A0 = I3 par convention.  

2) On raisonne par récurrence. On pose :  

∀n ∈ ℕ,𝒫(n) = An = (

pn 0 0
an pn 0
bn cn 1

) 

Initialisation : n = 0. 

C’est vraie avec a0 = b0 = c0 = 0 

Hérédité : Soit n un entier naturel n fixé. On suppose vraie 𝒫(n). On a alors :  

An = (

pn 0 0
an pn 0
bn cn 1

) 

On en déduit donc que :  

An+1 = (

pn 0 0
an pn 0
bn cn 1

)(
p 0 0

1 − p p 0
0 1 − p 1

) = (

pn+1 0 0

pan + p
n(1 − p) pn+1 0

pbn + cn(1 − p) pcn + 1 − p 1

) = (

pn+1 0 0

an+1 pn+1 0
bn+1 cn+1 1

) 

On en déduit que 𝒫(n + 1) est vraie avec : 

{

an+1 = pan + p
n(1 − p)

bn+1 = pbn + cn(1 − p)
cn+1 = pcn + 1 − p

 

Conclusion : On conclut d’après le principe de récurrence. 

3) On sait que :  

{
c0 = 0

cn+1 = pcn + 1 − p
 

On va calculer les premiers termes de cn :  

cn = 1 − p, c2 = p(1 − p) + 1 − p = (p + 1)(1 − p) = 1 − 𝑝
2, c3 = p(1 − 𝑝

2) + 1 − p = 1 − p3 

On suppose que cn = 1 − p
n. Démontrons le par récurrence. 

Initialisation : n = 0. On a :  

c0 = 0 et 1 − p
0 = 0 

Donc la proposition est vraie pour n=0. 

Hérédité : Soit n un entier naturel n fixé. On suppose vraie que cn = 1 − p
n. 

On a alors :  

cn+1 = pcn + 1 − p = p(1 − p
n) + 1 − p = 1 − pn+1 

Donc la proposition est héréditaire.  
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Conclusion : On conclut d’après le principe de récurrence :  

∀n ∈ ℕ, cn = 1 − p
n 

4)  a) On sait que :  

an+1 = pan + p
n(1 − p) ⟹ an+2 = pan+1 + p

n+1(1 − p) = pan+1 + p(an+1 − pan) = 2pan+1 − p
2an 

⟹ an+2 = −2pan+1 + p
2an 

 b) On résout l’équation caractéristique :  

r2 − 2pr + p2 = 0⟺ (r − p)2 = 0⟺ r = p 

On en déduit donc que :  

∃(A, B) ∈ ℝ2, ∀n ∈ ℕ, an = (An + B)p
n 

On sait que a0 = 0 = B et a1 = Ap = 1 − p 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ, an = n(1 − p)p
n−1 

5)  a) Soit (M, N) ∈ E2 

On a alors :  

(M × N) × U = M× (N × U) = M × U = U 

Donc E est stable par produit matriciel.  

 b) 𝑀 ∈ 𝐸 si et seulement si la somme des coefficients des lignes de M vaut 1 ! 

c) On a :  

𝑇 = (
p 1 − p 0
0 p 1 − p
0 0 1

) 

d) Il suffit de calculer :  

(
p 0 0

1 − p p 0
0 1 − p 1

)

T

= (
p 1 − p 0
0 p 1 − p
0 0 1

)(
1
1
1
) = (

p + 1 − p
p + 1 − p

1
) = (

1
1
1
)  

Ainsi T ∈ E. 

 e) On sait que E est stable par produit matriciel et T ∈ E donc par une récurrence immédiate, Tn ∈ E. 
 f) On sait que :  

((
p 0 0

1 − p p 0
0 1 − p 1

)

T

)

n

= ((
p 0 0

1 − p p 0
0 1 − p 1

)

n

)

T

= (

pn 0 0
an pn 0
bn cn 1

)

T

= (
pn an bn
0 pn cn
0 0 1

)  

De plus on sait que :  

Tn (
1
1
1
) = (

1
1
1
) 

On en déduit donc que :  

Tn (
1
1
1
) = (

pn an bn
0 pn cn
0 0 1

)(
1
1
1
) = (

1
1
1
) 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ, pn + an + bn = 1⟹ bn = 1 − p
n − an = 1 − p

n − n(1 − p)pn−1 = 1 − npn−1 − (n − 1)pn 

6) Il suffit de remplacer :  

∀n ∈ ℕ, An = (

pn 0 0

an pn 0
bn cn 1

) = (

pn 0 0

n(1 − p)pn−1 pn 0

1 − npn−1 − (n − 1)pn 1 − pn 1

) 
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Partie C : Avec le binôme 

B = (
p 0 0
0 p 0

1 − p 1 − p 1
)  et C = (

0 0 0
1 − p 0 0
p − 1 0 0

) 

1) B + C = A 

2)  a) On peut le faire de différentes façons. 

Soit e = (
a
b
c
). On résout le système P(

x
y
z
) = (

a
b
c
) :  

(
1 1 0
0 −1 0
−1 0 1

)(
x
y
z
) = (

a
b
c
) ⟺ {

x + y = a
−y = b

−x + z = c
⟺ {

x = a + b
y = −b

z = a + b + c
⟺ (

x
y
z
) = (

1 1 0
0 −1 0
1 1 1

) 

On en déduit que P ∈ GL3(ℝ)  et :  

P−1 = (
1 −1 0
0 −1 0
1 −1 1

) 

On peut vérifier que :  

P × P−1 = (
1 1 0
0 −1 0
−1 0 1

)(
1 1 0
0 −1 0
1 1 1

) = I3 

 b) On a :  

Δ = P−1BP = (
1 1 0
0 −1 0
1 1 1

)(
p 0 0
0 p 0

1 − p 1 − p 1
)(

1 1 0
0 −1 0
−1 0 1

) = (
p 0 0
0 p 0
0 0 1

) 

 c) Comme Δ ∈ 𝒟3(ℝ) on a :  

∀n ∈ ℕ, Δn = (
pn 0 0
0 pn 0
0 0 1

) 

 d) On peut le faire par récurrence ou réitération ! On a :  

B = PΔP−1⟺ Bn = (PΔP−1)n = (PΔP−1)(PΔP−1)(PΔP−1)… (PΔP−1) 

= PΔ(P − 1 P)Δ(P − 1 P)Δ… . (P−1P)ΔP−1 = PΔnP−1 

= (
1 1 0
0 −1 0
−1 0 1

) (
pn 0 0
0 pn 0
0 0 1

)(
1 −1 0
0 −1 0
1 −1 1

) = (

pn pn 0

0 −pn 0

−pn 0 1
)(
1 1 0
0 −1 0
1 1 1

) = (

pn 0 0

0 pn 0

1 − pn 1 − pn 1
)  

3) On a :  

𝐶2 = 03 

4) On vérifier que 𝐵 𝑒𝑡 𝐶 commutent :  

𝐵 × 𝐶 = (
p 0 0
0 p 0

1 − p 1 − p 1
)(

0 0 0
1 − p 0 0
p − 1 0 0

) = (

0 0 0
𝑝 − 𝑝2 0 0

𝑝2 − 𝑝 0 0
) 

𝐶 × 𝐵 = (
0 0 0

1 − p 0 0
p − 1 0 0

)(
p 0 0
0 p 0

1 − p 1 − p 1
) = (

0 0 0
𝑝 − 𝑝2 0 0

𝑝2 − 𝑝 0 0
) 
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On peut donc appliquer le binôme de Newton :  

An = (B + C)n = Bn + nBn−1C (car Ck = 03 ∀k ≥ 2) 

5) On a donc :  

An = (

pn 0 0

0 pn 0

1 − pn 1 − pn 1
) + (

npn−1 0 0

0 npn−1 0

n(1 − pn−1) n(1 − pn−1) n

)(
0 0 0

1 − p 0 0
p − 1 0 0

)

= (

pn 0 0

n(1 − p)pn−1 pn 0

1 − npn−1 − (n − 1)pn 1 − pn 1

) 

 

Problème 2 : Etude d’une fonction 

Dans tout ce problème on pose :  

f: {

]0;+∞[ → ℝ

x ↦ x sh (
1

x
)

 

On rappelle que :  

𝑠ℎ ∶  {
ℝ → ℝ

𝑥 ↦
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2

 

 

Partie A : Etude de 𝒇 

 

1) Justifier que 𝑓 est dérivable sur ]0; +∞[ et calculer 𝑓′(𝑥) pour tout x > 0. 

2)  a) Déterminer la limite de 𝑓 en 0+. 

 b) Déterminer :  

lim
𝑋→0+

𝑠ℎ(𝑋)

𝑋
 

 c) En déduire :  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 

3)  a) Montrer que :  

∀x > 0, sh(x) < xch(x) 
 b) En déduire les variations de 𝑓 sur ]0; +∞[.  
 

Partie B : Etude d’une suite 

 

 Dans toute cette partie on pose n ∈ ℕ∗.  
1) Montrer que l’équation :  

𝑓(𝑥) = 1 +
1

𝑛
 

Admet une unique solution dans ℝ∗+. On la note 𝑢𝑛. 

2) Montrer que la suite (un) est croissante. 

3) Montrer que la suite (un) tend vers +∞ quand n → +∞. 

 

Partie C : Une approximation de 𝒖𝒏 en +∞ 

 

 Dans cette question on cherche à étudier la « vitesse de convergence de la suite (𝑢𝑛). Plus précisément on 

souhaite montrer que :   

∃𝑐 ∈ ℝ 𝑡𝑒𝑙𝑙𝑒 𝑞𝑢𝑒  lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛

√𝑛
= 𝑐  

On veut également déterminer la valeur de 𝑐. 
1)  a) Démontrer par récurrence que :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑠ℎ(𝑥) = ∑
𝑥2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!

𝑛

𝑘=0

+∫
(𝑥 − 𝑡)2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!
𝑠ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0
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 b) En déduire que :  

∀𝑥 > 0, 𝑥2[𝑓(𝑥) − 1] −
1

6
=
𝑥3

6
∫(

1

𝑥
− 𝑡)

3

𝑠ℎ(𝑡)𝑑𝑡

1
𝑥

0

 

 c) En déduire que :  

∀𝑥 > 0, |𝑥2[𝑓(𝑥) − 1] −
1

6
| ≤

1

6𝑥
𝑠ℎ (

1

𝑥
) 

4) En déduire :  

lim
𝑛

𝑢𝑛

√𝑛
 

 

 

Partie A : Etude de 𝒇 

1) 𝑥 ↦
1

𝑥
, 𝑥 ↦ 𝑥, 𝑥 ↦ 𝑠ℎ(𝑥) sont trois fonctions dérivables sur ]0; +∞[ donc par composition 𝑓 est dérivable sur 

]0;+∞[. 
De plus on sait que :  

∀𝑥 > 0, 𝑓′(𝑥) = 𝑠ℎ (
1

𝑥
) −

1

𝑥
𝑐ℎ(𝑥) 

2) a) On a :  

lim
𝑥→0+

𝑥𝑠ℎ (
1

𝑥
) = lim

𝑋→+∞

𝑒𝑋 − 𝑒−𝑋

2𝑋
= lim
𝑋→+∞

𝑒𝑋

2𝑋
= +∞ (𝑝𝑎𝑟 𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑐𝑒 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑟é𝑒)  

b) On sait que :  

lim
𝑋→0+

𝑠ℎ(𝑋)

𝑋
= lim
𝑋→0

𝑠ℎ(𝑋) − 𝑠ℎ(0)

𝑋 − 0
= 𝑠ℎ′(0) = 𝑐ℎ(0) = 1 

c) On a donc:   

lim
𝑥→+∞ 

𝑥𝑠ℎ (
1

𝑥
) = lim

𝑋→0+

𝑠ℎ(𝑋)

𝑋
= 1 

3)  a) On pose g: x ↦ sh(x) − xch(x) 

On sait que f ∈ 𝒞+∞(ℝ) et :  

∀x ∈ ℝ, g′(x) = ch(x) − ch(x) − xsh(x) = xsh(x) 
On en déduit donc que :  

∀x > 0, g′(x) < 0 

Donc g est décroissante sur ]0;+∞[, donc  

∀x > 0, g(x) < g(0) 
De plus f(0) = 0. On en déduit donc que :  

∀x > 0, g(x) < 0 

On en déduit donc que : 

∀x > 0, sh(x) < xch(x) 
 b) On en déduit donc que : 

∀x > 0, sh (
1

x
) <

1

x
ch (

1

x
) ⟹ ∀x > 0, sh (

1

x
) −

1

x
ch(x) < 0  

On en déduit donc que f est décroissante sur ]0;+∞[. 

 
Partie B : Etude d’une suite 

1) D’après la question précédente on a le tableau suivant :  

Comme 𝑓 est continue, strictement décroissante, elle prend toute les valeurs intermédiaires sur ]1;+∞[ une et une 

seule fois d’après le théorème de la bijection. 
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Ainsi :  

∀n ∈ ℕ∗, ∃! un > 0, f(un) = 1 +
1

n
 

2) On sait que : 

1 +
1

n
> 1 +

1

n + 1
⟹ f(un) > f(un+1) 

Comme f est décroissante sur ]0;+∞[ on en déduit que un < un+1 

Donc (un) est croissante sur ℕ∗. 

3) On suppose que (un) converge vers ℓ, ℓ ∈ ℝ. 

On a alors par continuité de f :  

lim
n
f(un) = f(ℓ) 

De plus on sait que :  

lim
n
(1 +

1

n
) = 1  

On en déduit donc que f vérifie l’équation :  

f(ℓ) = 1 

Or on sait que :  

∀x > 0, f(x) > 1 

On obtient une contradiction.  

On en déduit donc que (un) ne converge pas vers une limite finie. Comme (un) est croissante, on en déduit donc que :  

lim
n
un = +∞.  

Partie C : Une approximation de 𝒖𝒏 en +∞ 

 

1) Soit 𝑛 ∈ ℕ. On pose :  

𝒫𝑛 = "∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑠ℎ(𝑥) = ∑
𝑥2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!

𝑛

𝑘=0

+∫
(𝑥 − 𝑡)2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!
𝑠ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

 " 

Initialisation : 𝑛 = 0 

On a :  

𝑠ℎ(𝑥) = 𝑠ℎ(𝑥) − 𝑠ℎ(0) = ∫𝑐ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

= [−(𝑥 − 𝑡)𝑐ℎ(𝑡)]0
𝑥 +∫(𝑥 − 𝑡)𝑠ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

= 𝑥 +∫(𝑥 − 𝑡)𝑠ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

 

De même on a :  

∑
𝑥2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

0

𝑘=0

+∫
(𝑥 − 𝑡)2×0+1

(2 × 0 + 1)!
𝑠ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

= 𝑥 +∫(𝑥 − 𝑡)𝑠ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

 

Donc 𝒫0 est vraie.  

Hérédité : On suppose vraie 𝒫𝑛. On a :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑠ℎ(𝑥) = ∑
𝑥2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!

𝑛

𝑘=0

+∫
(𝑥 − 𝑡)2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!
𝑠ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

 

Or on a :  

∫
(𝑥 − 𝑡)2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!
𝑠ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

= [−
(𝑥 − 𝑡)2𝑛+2

(2𝑛 + 2)!
𝑠ℎ(𝑡)]

0

𝑥

⏟              
=0

+∫
(𝑥 − 𝑡)2𝑛+2

(2𝑛 + 2)!
𝑐ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0
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= ∫
(𝑥 − 𝑡)2𝑛+2

(2𝑛 + 2)!
𝑐ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

= [−
(𝑥 − 𝑡)2𝑛+3

(2𝑛 + 3)!
𝑐ℎ(𝑡)]

0

𝑥

⏟              
𝑥2𝑛+3

(2𝑛+3)!

+∫
(𝑥 − 𝑡)2𝑛+3

(2𝑛 + 3)!
𝑠ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

 

Ainsi on a :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑠ℎ(𝑥) = ∑
𝑥2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!

𝑛+1

𝑘=0

+∫
(𝑥 − 𝑡)2𝑛+3

(2𝑛 + 3)!
𝑠ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

 

Conclusion : On conclut d’après le principe de récurrence. 

 b) Prenons 𝑛 = 1 dans la relation précédente :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑠ℎ(𝑥) = 𝑥 +
𝑥3

6
+∫

(𝑥 − 𝑡)3

3!
𝑠ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

 

Puis on prend 𝑋 =
1

𝑥
 :  

∀𝑥 > 0, 𝑠ℎ (
1

𝑥
) =

1

𝑥
+

1

6𝑥3
+
1

6
∫(

1

𝑥
− 𝑡)

3

𝑠ℎ(𝑡)𝑑𝑡

1
𝑥

0

 

Enfin on multiplie par 𝑥 :  

∀𝑥 > 0, 𝑓(𝑥) = 1 +
1

6𝑥2
+
𝑥

6
∫(

1

𝑥
− 𝑡)

3

𝑠ℎ(𝑡)𝑑𝑡

1
𝑥

0

⟹ 𝑥2(𝑓(𝑥) − 1) −
1

6
=
𝑥3

6
∫(

1

𝑥
− 𝑡)

3

𝑠ℎ(𝑡)𝑑𝑡

1
𝑥

0

 

 c) On a :  

∀𝑥 > 0, |𝑥2[𝑓(𝑥) − 1] −
1

6
| =

𝑥3

6 |
|∫ (

1

𝑥
− 𝑡)

3

𝑠ℎ(𝑡)𝑑𝑡

1
𝑥

0

|| 

Or on sait que :  

∀𝑡 ∈ [0;
1

𝑥
] , 0 ≤

1

𝑥
− 𝑡 ≤

1

𝑥
⟹ 0 ≤ (

1

𝑥
− 𝑡)

3

≤
1

𝑥3
 

De plus on a 𝑠ℎ croissante sur ℝ donc :  

∀𝑡 ∈ [0;
1

𝑥
] , 0 ≤ 𝑠ℎ(𝑡) ≤ 𝑠ℎ (

1

𝑥
) 

Ainsi on a :  

∀𝑡 ∈ [0;
1

𝑥
] , 0 ≤ (

1

𝑥
− 𝑡)

3

𝑠ℎ(𝑡) ≤
1

𝑥3
𝑠ℎ (

1

𝑥
) 

Comme l’intégrale est croissante :  

 0 ≤ ∫(
1

𝑥
− 𝑡)

3

𝑠ℎ(𝑡)𝑑𝑡

1
𝑥

0

≤ ∫
1

𝑥3
𝑠ℎ (

1

𝑥
)𝑑𝑡

1
𝑥

0⏟        

=
1
𝑥4
𝑠ℎ(

1
𝑥
)

⟹ ||∫(
1

𝑥
− 𝑡)

3

𝑠ℎ(𝑡)𝑑𝑡

1
𝑥

0

|| ≤
1

𝑥4
𝑠ℎ (

1

𝑥
) 

On a donc :  

∀𝒙 > 𝟎, |𝒙𝟐[𝒇(𝒙) − 𝟏] −
𝟏

𝟔
| ≤

𝟏

𝟔𝒙
𝒔𝒉(

𝟏

𝒙
) 

4) On sait que :  

lim
𝑥→+∞

1

𝑥4
𝑠ℎ (

1

𝑥
) = 0 

On en déduit donc que :  

lim
𝑥→+∞

 |𝑥2[𝑓(𝑥) − 1] −
1

6
| = 0 

De plus on a démontré précédemment dans la partie B que :  

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = +∞ 
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D’après la caractérisation séquentielle de la limite !  

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛
2[𝑓(𝑢𝑛) − 1] −

1

6
= 0 

Or on sait que :  

𝑓(𝑢𝑛) = 1 +
1

𝑛
 

On a donc :  

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛
2

𝑛
=
1

6
 

Comme la fonction 𝑥 ↦ √𝑥  est continue et 𝑢𝑛 > 0  on a :  

𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

(
𝒖𝒏

√𝒏
)
𝟐

=
𝟏

𝟔
⟹ (𝐥𝐢𝐦

𝒏

𝒖𝒏

√𝒏
)
𝟐

=
𝟏

𝟔
⟹ 𝐥𝐢𝐦

𝒏

𝒖𝒏

√𝒏
=
√𝟔

𝟔
 

 


