Page 1sur 12

Correction DS n°5

Exercice 1
Dans cet exercice on cherche toutes les fonctions continues sur R vérifiant la relation (R) suivante :

R): V(x,y) ER% f(x+y) =) x f()

E={f €C'(R) tel queV(x,y) ER?, f(x +y) = f(x) X f(¥)}
1) Déterminer une fonction f de E.
2) Démontrer que :

On pose :

fEE
{f(O) _ 0=>Vx€]R,f(x) =0
On suppose a présent jusqu’a la fin de I’exercice que f(0) # 0.
On pose :
E* ={f € E tel que f(0) + 0}
3) a) Démontrer que :
VfEE"f(0)=1
b) En déduire que :

fEE"=VXxeER f(x)f(—x) =1
c¢) Démontrer que :
VFEE " VXER,f(x) #0
4) Démontrer que :
VfEE"VXER,f(x)>0

X X
(Indice : on pourra utiliser le fait que x = > + > 0u la continuité de f)

5) Dans toute cette questionon a f € E*
a) Démontrer que :
vn € N,vx € R, f(nx) = [f(x)]"
b) En déduire que :
vn € Z, f (nx) = [f(0)]"

Vg e Q f(g) = [f(D]?

c¢) En déduire que :

d) Déterminer I’ensemble E.

1) La fonction x + e* € E car elle est continue sur Ret :
VxERf(x+y)=e*Y=e*xe¥=f(x) X f(y)
Bien entendu la fonction x — 0,notée Org k) aussi !
2) On suppose ici f(0) = 0. On a alors :
fX)=f(x+0)=f(x)xf(0)=0
3)a)Ona:
f(0) = f(0+0)=£(0)?
Comme f(0) # 0,ona: f(a° = f(0)> = f(0) =1

b)Ona:

VXER fO)=flx—x) =fO)f(=x) =1
c)Ona:

VXER f(X)f(—x)=1#0= f(x) =0
4)Ona:

X x x\2
fx) =f(§+§) Zf(i) >0

On peut aussi raisonner par contraposée. Si on suppose qu’il existe x, € R tel que f(xy) < 0. On a alors :

f(0)=1Tet f(x) <0
Comme f est continue et change de signe, alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [0; x,] tel
que f(c) = 0. Or cela est impossible !
5) a) Par récurrence !
On pose :

vn €N, P, ="Vx € R, f(nx) = [f(x)]™"

Initialisation : n = 0.
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fOxx)=f(0)=1=[f(0)]° (car f(x) # 0)
Donc P, est vraie.
Hérédité : Soit n un entier naturel n fixé. On suppose vraie P(n). On a alors :
vx € R, f(nx) = [f()]"
= f((n+Dx) = f(nx +x) = f(nx) X f(x) = [f)]" x f(x) = [F)]"*?
Donc P, est héréditaire.
Conclusion : On conclut d’apres le principe de récurrence.

b)
VXE]R,f(x+(—X))=f(x—X)=f(0)=f(x)><f(—x)=1
1
ﬂVXER,f(—X):m
On a donc :
YR €Z7 f(n) = = == f(I)"
AR (& A (O R

On en déduit donc que :

vneZ f(n)=fa)"

c)Ona:
VxEQ,EI(a,b)EZxN*,x:%
On a alors :
a ayb
f@=f=f(bxy)=f(3) carben
On a donc :

a
0 =£(3) = reop
d) On utilise la densité de Q dans R. C’est-a-dire que :
vx € R,3(x,) € QN tel que :
lirrln X, =X
Autrement dit tout nombre irrationnel est limite d’une suite de rationnels. II suffit de prendre par exemple la suite des
décimale de x.
Soit x € R. On sait qu’il existe (x,) € QN tel que :
limx, = x
n
Or on sait que :
vn € N, f(x,) = f(1)*n = eXnIn(f) car f(1) > 0

Par continuité de f sur R on en déduit que :

lim f(xy) = £(x) = exIn(f(V) = f(1)x
On en déduit donc que :

Vx € R, f(x) = f(1)*

Donc les seules fonctions continues qui vérifient :

V(xy) € R? f(x +y) = f(x) X f(y)
Sont les fonctions linéaires puissances:

E={f:x>a*,oua=f(1) =0}

|Pr0bléme 2 : Une puissance de matrice|

Partie A : Propriétés générales sur les matrices transposées
Soit A = (ai, j)1<i i<n € M, (R) une matrice a n lignes et n colonnes. On définit la matrice transposée de

A, notée AT, par : AT = (aj,i) € M, (R).
1) On pose ici :

1<i,jsn




Page 3 sur 12

W NW| —

Y

VA € M,(R), Tr(AAT) =0 = A =0,

(On rappelle que Tr(A) est la somme des coefficients diagonaux de A :
n

Tr(4) = Z A ke

k=1

WINW| -~ ©

Déterminer AT .
2) Démontrer que :

3) a) Démontrer que :
V(4,B) € (M,(R))*, (4 x B)T = BT x AT
b) En déduire par récurrence que :
VA € M,(R),vn € N, (4AM)T = (4T)"

Dans toute la suite de ce probléme on a :
Soit p €]0; 1[. On définit la matrice :

Partie B : Calcul de A™ par récurrence

1) Calculer A%. Que vaut A°?
2) Montrer que, pour tout entier n € N, il existe trois réels a,, by, et c,, tels que :

p" 0 O
A"=la, p" O
b, ¢, 1

On ne demande pas d’expliciter a,, b, et ¢, pour le moment !
3) Déterminer la valeur de c,, pour tout entier naturel n.
4) a) Montrer que :
vn € N,ap,, = 2pap4q — pzan
b) En déduire la valeur de a,, pour tout entier naturel n.
1
5)On pose U = <1> On pose :
1
E={MeM;(R),MxU=U}
a) Montrer que E est stable par produit matriciel : V(M,N) € E2,M x N € E.
b) Caractériser les éléments de E par une propriété sur leurs lignes ou leurs colonnes.
¢) On pose T = AT, la matrice transposée de A. Déterminer T.
d) Montrer que T € E.
e) En déduire que T" € E,Vn € N.
f) En déduire que :
vn€N,b, =1 —np® 1+ (n—1)p"
6) Déterminer A", n € N.

Partie C : Avec le bindme
Dans cette partie on définit les matrices :
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1) Que vaut B + C?
2) On définit la matrice P :

1 1 0
P={0 -1 0
-1 0 1

a) Montrer que P € GL3(R) et calculer P~ 1.
b) Calculer la matrice A = P™1BP et vérifier qu’elle est diagonale.
c¢) Déterminer la matrice A™ pour tout entier naturel n.
d) En déduire la valeur de B™ pour tout entier naturel n.
3) Calculer C2.
4) En déduire une expression de A™ en fonction des puissances de B et de C.

Partie A : Propriétés générales sur les matrices transposées

I)Ona:
1
/§ 0 0\ 1 2 0\
A=|——O = AT = | 1 2
3 3 ) \O 3 3
2
0o = 1 0 0 1
\o
2)Ona:
B=A4A" = (bi'j)lsi,jsn
Avec :
n
V(l,]) € [[1, Tl]]z,bi’j = Z ai’kaj'k
k=1

On en déduit donc que :

Tr(B) = Tr(AAT) = zn: bmm = zn: i Ak Am e = i zn:(am,k)z
m=1

m=1k=1 m=1k=1
2 2 2
== (alll) + (al’z) + e + (an'n)
C’est-a-dire la somme des carrées de tous les coefficients de A.
On a donc :
2 2 2

Tr(AAT) =0 & (a11) + (a2) + -+ (aps) =0

Comme tous les termes sont positifs ou nuls, on a :
V(l,]) € [[1;7’1]]2,(11"1' =0

Ainsiona:
Tr(AAN) =0= A= 0,
3)a)Ona:
C=AXB-= (Ci'j)lsi,jsn
Avec :
n
V(l,]) € [[1, n]]Z,Ci’]' = 2 ai,kbk,j
k=1
Ainsiona:
n
(AxB)' = (Cffi)1si,jsn - <Z ajkbk,i)
k=1

1<i,jsn
Demémeona:
_ pT T — (..
D=BTxAT = (du)lsi,jsn

Avec :




n

n
v(i,j) € [1;n]%d;; = Z byia;x = z ajkbii = ¢ij
k=1 k=1
Ainsiona:
V(4,B) € (M,(R))*, (A x B)T = BT x AT
b) On peut faire une récurrence !

Initialisation : n = 0

(A = (1) = Iy = (AT)°
Hérédité : Soit n un entier naturel n fixé. On suppose vraie P(n). On a alors :

(An)T — (AT)n
On a donc :
(An+1)T — (An X A)T = AT % (An)T = AT % (AT)n — (AT)n+1

Donc la propriété est héréditaire.
Conclusion : On conclut d’apres le principe de récurrence.

Partie B : Calcul de A" par récurrence

I)Ona:
p 0 0 p 0 0 p? 0 0
A2=<1—p p 0)(1—1) P 0>= 2p(1-p) p’ 0
0 1-p /N0 1-p 1 pl—-p) (@E+DA-p) 1
De plus on sait que A® = I par convention.
2) On raisonne par récurrence. On pose :
p" 0 O
vneN,P(n)=A"=|a, p" O
b, ¢, 1
Initialisation : n = 0.
C’est vraieavecag =bg =¢cy =0
Hérédité : Soit n un entier naturel n fixé. On suppose vraie P(n). On a alors :
p" 0 O
A"=|a, p" O
b, ¢, 1
On en déduit donc que :
p* 0 0 p 0 0 pntt 0 0 ptt
AMl=la, p" 0 (1 -p P 0) =|pan+p"(1—p) prtt 0]=1|an
bn cn 1 0 I-p 1 pbn+cn(1_p) pecn+1-p 1 bn+1

On en déduit que P(n + 1) est vraie avec :
an4q = pap +p"(1—p)
bny1 = pby +cp(1—p)
Che1 =PCn+1-p
Conclusion : On conclut d’aprés le principe de récurrence.
3) On sait que :
{ Cop = 0
Cnt1 =PCh+1-p
On va calculer les premiers termes de ¢y, :
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0 0
n+1 0
Cner 1

th=1-pc=p(l-p)+1-p=@p+1DA-p)=1-p*cz=p(1-p*)+1-p=1-p°

On suppose que ¢, = 1 — p". Démontrons le par récurrence.
Initialisation : n = 0.On a:
co=0etl—p°=0
Donc la proposition est vraie pour n=0.
Hérédité : Soit n un entier naturel n fixé. On suppose vraie que ¢, = 1 — p".

On a alors :
n+1

Cny1 =P+ 1-p=p(l-p)+1-p=1-p
Donc la proposition est héréditaire.



Conclusion : On conclut d’apres le principe de récurrence :
vneN,c,=1-p"
4) a) On sait que :
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ant1 = Pan + p"(1 — p) = any4y = panys + p*1 (1 — p) = payys + planss — pan) = 2pany; — p?ay,

= aptz = —2Pap4q + pzan
b) On résout I’équation caractéristique :
r’=2pr+p?=0=(-p)il=0sr=p
On en déduit donc que :
3(A,B) € R?,vn € N,a, = (An + B)p"
Onsaitqueag =0=Beta; =Ap=1-p
On en déduit donc que :
vn € N,a, = n(1 —p)p*?!
5) a) Soit (M, N) € E?
On a alors :
(MXN)xU=Mx(NxU)=MxU=U
Donc E est stable par produit matriciel.
b) M € E si et seulement si la somme des coefficients des lignes de M vaut 1 !

c)Ona:
p 1-p 0
T=<O p 1—p>
0 0 1
d) Il suffit de calculer :
p 0 0" s 1-p 0 \/1 p+1—p 1
SR R R (R
0 1-p 1 0 0 1 1 1 1
Ainsi T € E.

e) On sait que E est stable par produit matriciel et T € E donc par une récurrence immédiate, T" € E.

f) On sait que :

n

p 0 onT\" D 0 o\"\' /p® 0 0\ /pn
1-p p 0 ={[1-p p 0 =|a, p® 0| =(0
0 1-p 1 0 1-p 1 b, ¢, 1 0

De plus on sait que :

(1))
(-6 % )00

On en déduit donc que :

On en déduit donc que :

al’l bIl
p" Cn)

0 1

vneN,p"+a,+b,=1=b,=1-p"—a,=1—-p"—n(1—p)p"t=1—-np"?!—(n—1)p"

6) Il suffit de remplacer :

p» 0 0 p" 00
vneN,A"=[a, p" 0]= n(1—p)p"? p* 0
by ¢ 1 1-np"'—(m-Dp" 1-p" 1



Partie C : Avec le binome

p 0 0 0 0 0
Bz( 0 p 0>etC=(1—p 0 0>
1-p 1-p 1 p—1 0 O
)B+C=A
2) a) On peut le faire de différentes fagons.
a X a
Soite = <b> On résout le systéme P (y) = (b) :
C zZ c
1 1 0\ X a Xx+y=a x=a+b X 1 1 0
<O -1 0><y>:<b><:>{ -y=Db @{ y=-b <:><y>:(0 -1 0
-1 0 1/ \z C —Xx+z=c z=a+b+c zZ 1 1 1
On en déduit que P € GL3(R) et:
1 -1 0
P—1=(0 -1 0)
1 -1 1
On peut vérifier que :
1 1 0y/1 1 O
PXP_1=(0 -1 O><O -1 0>=I3
-1 0 1/\1 1 1
b)Ona:
1 1 0 p 0 O0N/1 1 0 p 0 0
A=PBP=(0 -1 0 0 p OJlo -1 0]=(0 p O
1 1 1/\1=-p 1-p 1/\-1 0 1 0 0 1

¢) Comme A € D3(R) ona:

p* 0
VneN,A“=<o p"
0 0

d) On peut le faire par récurrence ou réitération ! On a :

1
0
-1

(

3)Ona:

1

-1

0

0
0
1

)

B = PAP™! & B® = (PAP™1)® = (PAP~1)(PAP™1)(PAP™Y) ... (PAP™Y)

=PA(P-1P)A(P—-1P)A....(P~1P)AP~! = PA"P~?

4) On vérifier que B et C commutent :

p" 0\/1 -1 0 p"  p"
><0 p" 0)(0 -1 O>= 0o -—-p"
0 0 1/\1 -1 1 -p" 0
C2:03

p 0 0 0 0

BXC=< 0 p 0)(1—p 0
1-p 1—-p 1/ \p—1 0

0 0 0 p 0
CxB=<1—p 0 0)( 0 p
p—1 0 0/\1-p 1-p

0\ /11 1
0 (0 —1
1/\1 1
0 0
0)= p —p?
0 p*—p
0 0
0)= p — p*
1 p*—p

0
0
1

-,

o
o

(e}
(e}

(e}
(e}
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On peut donc appliquer le binome de Newton :

A" = (B +C)" = B" + nB"1C (car Ck = 05 vk > 2)

5) On a donc :
p" 0 0 np™~1 0 0 0 0 0
A? = 0 p" 0]+ 0 np?~1 0 (1—p 0 0)
1-p" 1-p" 1/ \n@-p™*) n@-p™*) n/\P-1 0 0
p" 0 0
= n(1—p)p"™ p* 0

1—np™l—(m-1p* 1-p" 1

|Pr0bléme 2 : Etude d’une foncti0n|

Dans tout ce probléme on pose :

10; +oo[ » R
f:{ 1
X |—>xsh(—>
X
On rappelle que :
R->R
sh: { e*—e™*
H—
x 2

Partie A : Etude de f

1) Justifier que f est dérivable sur ]0; +oo[ et calculer f'(x) pour tout x > 0.
2) a) Déterminer la limite de f en 0.
b) Déterminer :
_ sh(X)
lim
x-0t X

lim f(x)

X—+00

c) En déduire :

3) a) Montrer que :
vx > 0,sh(x) < xch(x)
b) En déduire les variations de f sur ]0; +oo[.

Partie B : Etude d’une suite

Dans toute cette partie on pose n € N*.
1) Montrer que 1’équation :

1
f)=1+ "
Admet une unique solution dans R**. On la note u,,.
2) Montrer que la suite (u,) est croissante.
3) Montrer que la suite (u,,) tend vers +o0 quand n — +co.

Partie C : Une approximation de u,, en +oo

Dans cette question on cherche a étudier la « vitesse de convergence de la suite (u,,). Plus précisément on
souhaite montrer que :

un
Jc € Rtelleque lim —=¢
¢ q n—>+001[n

On veut également déterminer la valeur de c.
1) a) Démontrer par récurrence que :
X
x2k+1 (x _ t)2n+1

Vx € R,sh(x) = z kT D + Znt 1] sh(t)dt
k=0 0
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b) En déduire que :

1
X
3
Vx > 0,x%[f(x) — 1] ———?f ——t sh(t)dt
0

c) En déduire que :

x> 0, |2 [F () — 1] — o] < = h(1>
x>0, X7l (x 6l ~6x " \x
4) En déduire :

llmh

n \n

Partie A : Etude de f

Dx e %, x = x,x = sh(x) sont trois fonctions dérivables sur ]0; +oo[ donc par compesition f est dérivable sur
]0; 4+o0].

De plus on sait que :

1 1
Vx>0, f'(x) =sh (;) — ;ch(x)

2)a)Ona:

I h(l) I eX —eX I eX

Jim, xs = m ———= lim ——= = +oo (par croissance comparée)
b) On sait que :

sh(X) i sh(X) — sh(O)

MTx T T x—o MO am=d
¢) On a donc:
: _sh(X)
lim xsh (—) = lim =
x—>+00 X x-0t X

3) a) On pose g: x ~ sh(x) — xch(x)
On sait que f € C**(R) et :
Vx € R,g’'(x) = ch(x) — ch(x) — xsh(x) = xsh(x)

On en déduit donc que :

vx>0,g'(x) <0
Donc g est décroissante sur |0; +oo[, donc

vx > 0,g(x) < g(0)

De plus f(0) = 0. On en déduit donc que :

vx > 0,g(x) <0
On en déduit donc que :

Vvx > 0,sh(x) < xch(x)
b) On en déduit donc que :

1 1 1 1, 1
vx > 0,sh<—) < —ch(—) = Vx> 0,sh<—) ——ch(x) <0
X X X X X

On en déduit donc que f est décroissante sur ]0; +oo.

r |0 +00
+00

f \

1) D’apres la question précédente on a le tableau suivant :
Comme f est continue, strictement décroissante, elle prend toute les valeurs intermédiaires sur |1; +oo[ une et une
seule fois d’apres le théoréme de la bijection.

1

Partie B : Etude d’une suite
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Ainsi :
1
vn € N*,3lu, > 0,f(u,) =1 +H
2) On sait que :
1 1
1 +H >1+ n—+1 = f(un) > f(un+1)

Comme f est décroissante sur ]0; +oo[ on en déduit que u, < uy4q
Donc (u,,) est croissante sur N*.
3) On suppose que (u,) converge vers £,£ € R.

On a alors par continuité de f :

lim f(uy) = £(£)

De plus on sait que :

On en déduit donc que f vérifie I’équation :
f(#)=1
Or on sait que :
vx > 0,f(x) > 1
On obtient une contradiction.
On en déduit donc que (uy,) ne converge pas vers une limite finie. Comme (u,) est croissante, on en déduit donc que :
limu, = +oo.
n

Partie C : Une approximation de u,, en +o

1) Soitn € N. On pose :
2k+1 x (x _ t)2n+1

P, ="Vx € R,sh(x) = Z(2k+1)'+0 2nt Dl sh(t)dt "

Initialisation : n =0
Ona:
sh(x) = sh(x) —sh(0) = -f ch(t)dt = [—(x — t)ch(t)]} f(x —t)sh(t)dt = x + f(x — t)sh(t)dt

0
Demémeona:

2n+1 (x _ )2><0+1

Z(2n+1)' ] @x0+1)!

sh(t)dt = x + f(x —t)sh(t)dt
0

Donc P, est vraie.
Hérédité : On suppose vraie 7,,. On a :

2k+1 _ f\2n+1
j Sl sh(t)dt

vx € R sh(x) = Z(2k+1)' 2n+ D!

Orona:

A _ +)2n+1 2n+2 2n+2
f(J(Canzl)! sh(tydt = [_ ((2 32), h(t)] f((z jz), ch(t)dt
0
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— fwch(t)dt = [—( 2l h(t)] f( )2n+3sh(t)dt
0

(2n+2)! (2n + 3)! (2n + 3)!
x2M+3
(2n+3)!
Ainsiona:
ntl 2k+1 ( _ )2n+3
vx € R, sh(x) = Z e f Gy Shot
Conclusion : On conclut d’apres le principe de récurrence.
b) Prenons n = 1 dans la relation précédente :
(x — )3
Vx € R,sh(x) = x + — + f sh(t)dt

Puis on prend X = % :

1
x
1 1 1 1
vx > O,sh(—) =— —+—f —— t sh(t)dt
X x 6 6
0
Enfin on multiplie par x :

1 1
X 3x

Vx> 0f() =1+ +xf St sh(t)dtz)xz(f(x)—l)——=%f ——t)  sh(odt

0 0

¢)Ona:
1 1 I
3| % 3
2l - 11— = 2| [ (- ¢) shovar
0

Or on sait que :
1 1 1 1 3\ 1
VtE[O;—],OS——tS—zOS(——t) <=
X X X X X
De plus on a sh croissante sur R donc :

1 1
vVt € [0;—],0 < sh(t) < sh (—)
X X

Ainsiona:
3

1 1 1 1
vVt € [0;—],0 < (—— t) sh(t) < —sh (—)
X X X X

Comme I’intégrale est croissante :

1 1 1
x 3 x z
1 1 1 1 1
0< (— — t) sh(t)dt < — sh (—) dt = — — t sh(t)dt < —sh (—)
X X X X X
0 0 0

On a donc :
v >0| 2[f(x) —1] 1|< ! h(l)
x X fx) —1] —=| < —sh(—
/ 6l 6x X
4) On sait que :
1 1
lim —45h <—) =0
x—>+00 X X
On en déduit donc que :
lim
X—+00
De plus on a démontré précédemment dans la partie B que :

lim u, =+
n—-+oo

22IfG) ~ 1] - | =0
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D’apres la caractérisation séquentielle de la limite !

lim w2[f () — 1] — = = 0

n-+oo 6
Or on sait que :
1

f(un) =1+ E

On a donc :
uz 1
lim —=-—
n—->+oo N

Comme la fonction x = +/x est continue et u,, > 0 ona:

tim (42)" =2 (1im %) 2 i 2 YO
ot (U Wm e W n 6



