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Correction DS n°6

|Exercice 1 : Une suite classique|
Dans tout cet exercice on pose :

R->R
x .

f: xH{mSlX¢0
1six=0

1) Déterminer le DL, (0) de f.
2) a) En déduire que f est continue et dérivable sur R. On donnera la valeur de f'(0).
b) Etudier la position de f avec sa tangente (notée (T})), au point d’abscisse x = 0. On fera un graphique
pour représenter cette position !
¢) f est-elle de classe C* sur R ?
3) Montrer que f est décroissante sur R.
4) Résoudre I’équation f(x) = x sur R.
(Indice : On pourra montrer que 0 n’est pas solution de cette équation).
5) Montrer que :

1
vx = 0,|f (x)] SE

6) On pose la suite (u,) définie par :
uy €]0; 1]
vn €N, Uy
Un+1 = cun — 1
a) Montrer que :
vn € N,u, €]0;1]
b) En déduire que :
vn €N, |u, —In(2)| < 21”
¢) En déduire que (u,,) converge et déterminer sa limite.

1)Ona:
PP S (x*) z - T . D 2+ (x?)
— —_— —_— —Y = = — | — —_— —_ R
¢ X T TN T X, a2 ) 276)T\276) TV
1+5+7+o(x?)
x x% x? x 1
=1-—_"_1+ 2 =1-=—4+ 2 2
5 6+4+0(x) 5T 13% + o(x?)
2) a) Comme f admet un DL, (0), elle admet un DL, (0).
Deplusona:

lim f(x) =1=£(0)

Donc f est continue, dérivable en 0 et f'(0) = ~2

2
b) D’aprésle DL;(0) on a:
1
(To):y =1- Ex

Deplusona:

X 1
_(1_2\= 2 2
f(x) (1 2) 12x + o(x?)
Ainsiona:
1

x 2
@ - (1-3) 71z
Ainsi au voisinage de 0, f est au-dessus de sa tangente.
c)Ona:
e —1—xe*
(eX —1)?
Par composée, f est de classe €%, donc C?, sur chaque intervalle ]0; +oo[ et | — o; O[.
Deplusona:

vx € R, f'(x) =
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52
1+x+5—-1—x—x2+0(x?) 1

f1e) = : x2 + o0(x?) - _E+ o(1)

Ainsiona:
. ! 1 !
lim f'(x) = — = £'(0)
x—0 2
Donc f est de classe C! sur R.
Remarque : On aurait pu utiliser le calcul de f’ en dehors de 0, puis chercher la limite en 0. On aurait trouver — % et

on aurait pu conclure que f'(0) existe et vaut — 5 etque f est de classe C! d’aprés le théoréme de la limite-dérivée.

3)Ona:

, e —1—xe*
Vx ERY f'(X) = ————

(e =12
Etudions le signe de x = e* — 1 — xe* sur R.
Ona:

Vx €ER,g'(x) = e* —e* —xe* = —xe*

On a ainsi le tableau de variation suivant :

T 0 +x

go)| + 0 —
0

N VAN
I
f

On en déduit donc que :
Vx€eR,f'(x)<0
Donc f est décroissante sur R.
4)On a f(0) = 1 donc 0 n’est pas solution de cette équation.
De plus sur R* :

f)=xo

X
ex_1=x(:)ex—1=1(:)x=ln(2)
5)Ona:

Vx=>0,f'(x)<0

Montrons que :

1
Vx > 0,—§Sf’(x)

Ona:
VX>0f,(x)+_=ex—l—xex_l_l:Zex—2—2xex+(ex—1)2
= 2" (e —1)2 2 2(e* —1)2
e?* —2xe* — 1 u(x)
2(e* —1)2  2(e* —1)2
Ona:

Vx > 0,u'(x) = 2e?* — 2e* — 2xe* = 2e*(e* — x — 1) = 0 (par convexité)
On en déduit donc que u est croissante sur R*. Or u(0) = 0. On a donc :

1
Vx> 0,u(x) =20= f'(x) = —3

Ainsiona:

1
vx20,|f ()l <5
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6) a) On fait une récurrence.
Initialisation : On a u, €]0; 1[. C’est immédiat.
Hérédité : Soitn € N, fixé. On suppose que :
0<u,<1=f1)<f(u, < f(0) (car f décroissante sur ]0; 1])

1
$0<:<un+1<1

= Up41 €]0; 1]
Conclusion : On conclut d’apreés le principe de récurrence !
b) f est continue et dérivable sur ]0; 1[. On peut donc appliquer le théoréme des accroissements finis :
f(X) - f(y) ’
= f(ey)

V(x,y) €]0; 1[%,x # y,3 ¢y, €]0; 1[ tel que "

Or d’apres la question 5 on en déduit que :

N| =

vx €]0; 1[ |f' (x)| <

On en déduit donc que :

_ 1 -
%ﬁw <5 = V() €01 If @) — fO)] < 5l -yl

Or on a démontré précédemment a la question 6) a) que :
vn € N,u, €]0;1]

V(x,y) €]0; 1[4, x # v,

On en déduit donc que :

¥ € N, 1f () — Fn()] < 5 hty ~ ()

On en déduit donc que :

1
vn €N, |u,1 —In(2)| < > |lu, —In(2)]|

¢)Ona:
1
vn €N, |u, —In(2)| < > |t,—1 —In(2)]
1 1
< 5 X > X |Up—y —In(2)]
1 1 1
S E XEX E X |un_3 - 1n(2)|
i enréitérant le précédé
1
= 2—n|uo —In(2)|
Orona:

1 oot
e—1>1=>0S—<1=>11m[—] =0

2 n |2

D’apres le théoréme des gendarmes, on en déduit donc que :
limlu, —In(2)| =0
n
Ainsiona:
limu, =In(2)
n

[Exercice 2 : Un résultat bien connul

Cet exercice nous propose une démonstration du résultat suivant :
n
n$ 47
im ) —=—
n k? 6
k=1
it

1
To(X) = = [(X + 0P — (X = )*™ ] olti = 2

On définit la suite de polyndmes T, par :

1) Calculer Ty(X) et T, (X).
2) Montrer que :

vn € N, T,, € R[X]
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3) Déterminer le degré de T,,.
4) a) Montrer que :

n

1,00 = )~k (Zp + 1) a2k

k=0
b) En déduire le coefficient dominant de T,
5) a) Rappeler les solutions de z™ = 1 sur C.
b) Soit 8 €]0; =[. Démontrer que :
zZ+1 i 1
-=e o z= )
Z=t tan (7)
¢) En déduire que :
2n 1
T,(X) = (2n+1)1_[ X - —
=i\ n ()
6) Montrer que :
n 1 2 n 1
Tn(X)=(2n+1)1_[ X - —km N =(2n+1)1_[ X_—kn
vt 2
k=1 tan (7, 47) =i\t ()
7) a) Montrer que :
Z": 1 _n@n-1)
z =
e (my) 7

(Indice : on pourra utiliser le coefficient de T;, en X2™~2 et le fait que :

n n
_ 1
|

b) En déduire que :
- 1 _2n(n+1)
. kr \ 3
2 (KTt
it sin’ (3 5)

8) a) Montrer que :
s
Vx € ]O;E[,sin(x) < x < tan(x)
b) En déduire un encadrement de :

spourl<k<n

(5

c¢) En déduire que :

n 400
2 =i 1 1_1T2
(@) = l,znZﬁ—Zﬁ—z
k=1 k=1

1)Ona:
1
TO(X)=Z[X+i—X+i]=1
De méme on a :
1 3 3 1 o3 2 ; 3 12 ;
Tl(X):Z_i[(X+l) —(X—l)]zz—i[X +3iX*—3X—i—(X°—-3iX*—-3X+1)]
1
= —(6iX? —2i) =3X%-1
2i (01 0
2)Ona:
_ 1
Vx € R, T,(x) = _Z_i((x — )2 — (x + )2 = T, (%)
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Donc T,, € R[X].

3)Ona:
2n—1
(X + i)2n+1 — X2n+1 + (Zn + 1)lX2n + (an+ 1) i2n+1_ka
k=0
Demémeona:
2n—-1
(X _ i)2n+1 = x2n+1 _ (Zn + 1)lX2n + (27’1]:' 1) (—i)2n+1_ka
k=0
On a donc :
2n-1

(X + i)2n+1 o (X o l-)2n+1 — 2(27’1 + 1)iX2n + (27’1]:- 1) (i2n+1_k _ (—i)2n+1_k)Xk

k=0
Donc on en déduit que :
deg(T,) = 2n
4) a)Ona:
1 L[
_* N2n+l _ ry . n\2n+l] — o 2n+ 1\ r2n+1-k _ _\2n+li-k\yk
T(0) = 22 [(X + 02" = (X = D) ]—Zi(Z( S (~DPHI)X
k=0
(< 2n+1
S n ik _ (—p)k)x2nt+i-k
Zi(z( k ) (i - =0¥) >
k=0
Deplusona:
. . inm _inm .. omm 0 si n pair
oDt =ez ez :215”1(7) :{(—1)"sin=2k+1

On en déduit donc que :

n
2n+1 .
Ta(X) = ) (-1 (G0 T 1) xen-2k
k=0

b)Ona:

n-1
_ 2n vk (2n+ 1\ pon-2k
T,(X) = 2n + 1)X +kzo( 1) (2k+1)X

Ainsi le coefficient dominant est 2n + 1

5) a)Ona:
2ikm
"=1z=e n ke[0;n—1]
b)Ona:
z+1i . . . . 0 6 0 1
= e o z(1-e') =—i(e? +e7) & —e2z X 2isin (—) = —2icos (—) Sz =
z—i 2 2 tan(g)
2
c)Ona:

X + i\ 2t X+i  2ikn
Tn(X)=O<:>(X ) =1 & S = eamii;k € [1;2n]
—1

Attention ici X—: # 1, donc on doit retirer la solution k = 0.

On obtient donc d’aprés la question précédente :

1
X=— " - ke[1;20]

kT
tan (Zn |

Vérifions que I’on a bien 2n racines !
Ona:

vk € [[1;n]],2nki-[|_ I € ]O;g[

Donc on a n racines entre 0 et n (positive) car tan est bijective sur ]O ; g[

De plus :
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Vk € [n+ 1;2n] km e]n- [
T I PR

N . r . .. . A
La encore on a n racines (négative) car tan  est bijective sur ]E ; n[.

On a donc 2n racines pour T;, polyndme de degré 2n.On a donc :

2n
1,00 =+ D] [ X T =
k=1 +1
6)Ona:
n n
5 1
e R [ (e
- tanz( ket ) - tan kn )
fe=1 2n+ 1 fe=1 2n + 1 2n +1
= . X —1 X
_1_[ _t(kn)xl_[ +t(kn)
k=1 M\ Zn¥1 k=1 M m+1
Or on sait que :
—tan(@) = tan(mw — )
On a donc :
n n n
(T g o N C—
+tan( km ) - _tan(n— km ) - _t 2n+1-k)n
k=1 2n+ 1 k=1 2n+ 1 k=1 an 2n+ 1
On a donc :
n 2n
X —1 = X —1
1_[+t(kn)_1_[ _t(kn)
k=1 A\ ¥1 ke=n aAM\Z2nF1

On en déduit donc que :

2n
T.(X) = (2n + 1)1_[ X—
k=

1 1—[
- | = 2 _
tan( fere ) -ty . tan2 kﬂ )

2n+1 2n +1
7) a)Ona:

Tn(X)=(2n+1)l:[ X2 — Z( ' ( ;Zi})xzn 2k

tan2
En pose Y = X2 on obient :
n
2n+1
Pn(Y)=(2n+1)1_[ G — Z(— (Gt )k
k= tan® (Zn 1))
On utilise ensuite le lien coefficient-racine pour le terme en Y™ 1 :
n
1 2n+1 2n+ 1!
-(2n+1 —_—— = =——
(2n+1) tanZ( km ) ( 3 ) 31(2n - 2)!
fe=1 2n+1

On en déduit donc que :

b)Ona:

S 1 sl iowlpt) &
D e )

k=1 tan? (Zn 1 k=1 sin? (Zn ¥ 1) k=1 sin? (anzlr- 1) ie=1in? (anZIT- 1)
On en déduit donc que :
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n

1 n(2n—1) 2n(n+1)
kw3 T3
=sin? (3,57)
On sait que :
T
Vo € ]O;E[Jan(ﬁ) = —tan(—6
wice [1sndtam () = anan (1)
[[Pn]]J an m+1 —an(an nt1l
8) a)Ona:

X X X
T s
vVt € ]O;E[,cos(t) <1<1+tan?(t) > VxE€ ]0;5[,1- cos(t) dt < f 1dt < f 1 + tan?(¢t) dt
0 0 0
s
= Vx € ]O;E[,sin(x) < x < tan(x)
b) On en déduit donc que :

Vk € [[1;n],

< <
sin? (207)  (22y)  an? (5)

n n n

= Z;knsz kylr ZSZ zlk”
k=1sin (Zn T 1) k=1(2n - 1) k=1tan (Zn + 1)

n

:>2n(n+1)<(2n+1)zzésn(2n—l)

3 - m? 3
k=1
n
2n% + 2n 2<zl< 2n? —n )
= —
3(4nZ+4n+ 1) £k? =307 +4n + D"
Orona:
. 2n? +2n , T i 2n?—n §
m = — = 1]im
W32 +4n+ 1) 6 m3@ni+dn+ )
|Exercice 3 : Un peu d’espace vectorie]]
On pose :

x
F={<y>€]R{3telquex+2y—z=0}

1) Montrer que F est un espace vectoriel.
2) Déterminer une base de F.

3) On pose :
1
G = vect <2)
3
Montrer que :
RE=F®DG
1)

i) F c R3 et R3 est un espace vectoriel
ii) (0;0;0) e EdoncE # @
ii) V(A 1) € R?,V (e, e,) € E2 on pose :
e; = (X1, y1,Z1)ete; = (Xz,¥2,22)
On a alors :
A(X1,¥1,21) + W(X2, Y2, Z2) = (AX1 + UXp, Ayy + Wy, Az + pz;)
On en déduit donc que :
(A + pxz) + 2(Ayy + uy2) — (Azg + pzy) = A (X + 2y1 — 24) + 0 (X + 2y, — 25)
=0 =0

=0
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Donc Ae; + pe, € F.
Donc F est un sev de R3.

Donc F est un R — ev.
2)Ona:

On en déduit donc que :

1 0

On pose B = <0) ; (1) . Donc B est génératrice.
1 2

De plus elle est libre car les deux vecteurs ne sont pas indépendants.

C’est donc une base de F.

x
3) Soitez(y).Oncherche a,betctel que:
z
(  x—2y+z
X a c x=a+c [ 4= 2
<y>=< b >+<2c>4:>{ y=b+2c (:){b=—x—y+z
z a+2b 3c z=a+2b+3c |k x+2y—2z
c=——F—
2

On en déduit donc que :

xX—2y+z x+2y
o [\ [T
<y>:| —x—y+z |+]| x+2y—z|
z \—3x—6y+52 3x+6y—32/
2
eF

De plus cette décomposition est unique par équivalence !

0
Remarque : (Sinon on peut montrer que F NG = {(O)} pour l'unicité)
0

X 1
R3 = {(y) ER3 telquex + 2y —z = O} @ vect (2)
z 3

|Pr0bléme 1: Intégration (petites mines 2002)|

On a donc :

Dans tout ce probléme, on s’intéresse aux fonctions f et F définies sur R par :

R—->R R—-R
tan(t) . 1 ,

f: tH{arcrtzn()slt;tO et F: xl_){;fgcf(t)dtmx;to
1sit=0 1six=0

Partie A : Etude de la fonction f
1) Montrer que f'est continue sur R et paire.
2) Déterminer le développement limité a ’ordre 1 en 0 de f. En déduire que fest dérivable et donner la valeur de
f'(0).
3) Justifier que f'est dérivable sur R* et calculer f'(t) pour t € R*.
4) A I’aide d’une intégration par partie, montrer que :
t
VtER*f v d 1t2 '(t)
T du=—3
(1 + u?)? 2 !
0

5) Déterminer le tableau de variation de f et tracer I’allure de la courbe représentative de f.
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Partie B : Etude de la fonction F
1) Démontrer que F est continue sur R et paire.
2) Montrer que :
VxER,f(x) <F(x)<1
(On pourra commencer par supposer que X > 0).
3) Démontrer que :

1
Vx € R, F'(x) = ;(f(x) —F(x))

4) Prouver que F est dérivable en 0 et que F'(0) = 0.
5) Tracer le tableau de variation de F.
6)
lim F(x)=0

X—+00
7) Tracer I’allure de la courbe représentative de F.

Partie C : Résolution d’une équation différentielle
On s’intéresse ici a I’équation différentielle :
x2%y' + xy = arctan(x)
1) Résoudre cette équation différentielle sur |—oo; 0[ et sur ]0; +oo[.
2) Montrer que F est ’'unique solution sur R de cette équation différentielle.

Partie A : Etude de la fonction f

. . 1 : e
1) On sait que t = arctan(t) est continue sur Rett + 7 est continue sur ]0; +oo[ et sur | — oo; 0[. On en déduit donc

que f est continue sur |0; +oo[ et sur | — oo; 0. Il reste a voir que f est continue en 0, c’est-a-dire :
ltir{)l f(t) =f(0) =1

On sait que :
arctan(t)
arctan(t) =t+o(t) = - 1+o0(1)

On en déduit donc que :

~arctan(t)

i —ipfo=1=10)
Donc f est continue en 0. Donc f est continue sur R.
2) On sait que :

arctan(t)
arctan(t) = t+ o(t?) = f(t) = — - 1+ o(t)

Donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.
3) t & arctan(t) est dérivable sur Rett % est dérivable sur ]0; +oo[ et sur | — oo; O[. Ainsi f est dérivable sur R*

par produit. On a :

t
1+t2 arctan(t) 1 arctan(t)

ve# 0.0 = t2 RO N

4) On sait que :
t t

t
Vte]R*f—uz d f _ T 4 [ (1) ! ]+1f du Lt +1 tan(t)
= X = X|——] X — = —— —
A+ T )Y a2 TN T Tr e, T2 T T T 2 e 2
0 0 0

De plus on sait que :

1 1 1
—Etzf’(t) =—= + —arctan(t)

t
21+t% 2
On en déduit donc que :

t
2

vt € R* f 1 du = 1t2f’(t)
A r w2 T T2
0
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Remarque : On aurait aussi pu procéder autrement.
On pose :

t2

t
2
u ’
VtiO,g(t)zfmduﬁg(t)zm
0

De plus on pose :
1 1
vt # 0,h(t) = —Etzf’(t) = h'(t) = —tf'(v) —Etzf”(t)
On montre ensuite que h'(t) = g’ (t).
On en déduit donc que :
dc e R,h(t) =g(t) +c
Il reste a voir que ¢ = 0. On peut le faire en calculant :

0
2
u -
g(o):fmdu20etltglgh(t):0:>c:0
0

5) On sait que :
t

u 1
>0=>Vvt>0, | ———d >0:>Vt>0,——t2ft >0:>Vt>0,f,t <0
,[(1+u2)2 " 20O ©

0

2

u 2
1+ u?

Yu > 0,

Donc f est décroissante sur ]0; +oo.
Deplusona:
arctan(—t) _ arctan(t)

Ve 0,f(-0) = —— o = f®
On en déduit donc que f est paire.
Par parité de f on en déduit donc que f est croissante sur | — oo; 0.
De plus on sait que :
_ _arctan(t) 1
lim f(t) = lim ———— ==X lim —=0
t>+00 t>+oo t 2 totoot

Par parité, on a :
tlim f(t)=0

On a alors le tableau de variations suivant :

-0 0 4o
Fa| + 0 -
/ 0/1\

0

On a alors la courbe suivante :

Partie B : Etude de la fonction F

1) Montrons que F est continue sur R. On sait que :
F est dérivable sur R* donc continue sur R*.
De plus on sait que :
limf(¢) =1
On en déduit donc que :
Ve > 0,36 >0,Vte[-86],1—-e<f(t)<1+e€
On en déduit donc que :

Vx € [=6;6],x # 0,F(x) =%jf(t) dt € Ef(l—e)dt;%j(1+e)dt]
0 0 0
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Or on sait que :

X
1
;f(1+e)dt=1+e
0

X

1

—f(l—e)dtzl—e

X

0
On en déduit donc que :
Vx € [-8;8],x #0,|F(x)—1| <€

On en déduit donc que :

lir%F(x) =1=F(0)

X

Donc F est continue sur R.
Deplusona:

1 X
vx # 0,F(x) = ;f f(t)dt
0

On pose le changement de variable u = —t
i) On change les bornes
t=20 u=20
{ ou = { ou
t=x u=—x
ii) On calcule le du
On sait que t: u = —u € C1(R) et% =—-1=dt=—du

iii) On remplace
-X

X
o =f(u) car festpaire

X —-X 0
1 1 1 1
F(x) = ;f f(tydt = —j f(—u) (—du) = —;f f(u)du = " ff(u)du = F(—x)
0 0 —X
On en déduit donc que F est paire.

2) Soitx > 0.0Ona:
1 X
F(x) = " f f(t)dt
0
On sait d’apres la partie A, question 5, que :
vte [0;x],f(x) <1
On en déduit donc que :
X
1
F(x) S;fldtSl
0
De plus on sait que f est décroissante sur [0; +oo[, on en déduit donc que :
vt € [0; x], f(t) = f(x)

On en déduit donc que :
X

1
F(x) = ;f f(x)dt = f(x)
0
On en déduit donc que :

vx > 0,f(x) <Fx) <1

On en déduit donc que :
Vx < 0,f(—x) < F(—x) <1

Par parit¢ de fet F,ona :

vx < 0,f(x) <Fx) <1
On en déduit donc que :

vx #0,f(x) <Fx) <1
On sait de plus que f(0) = F(0) = 1.
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3) On sait que :
X
1
vx # 0,F(x) = ;f f(t)dt
0

On a démontré a la partie A que f € C°(R), on en déduit donc que g: x - fOX f(t)dt est de classe C! sur Ret :

vx € R, g'(x) = f(x)
De plus x - i est dérivable sur ]0; +oo[ et sur | — o; O[. On en déduit donc que F est dérivable sur ]0; oo et sur | —
0; 0f et :

fx) 1

1 1 1
vx # 0,F'(x) = —;f f(Hdt + T ; f(x) — ;f f(hdt | = ;(f(X) — F(X))
0 0

4) On va calculer lin(l) F'(x).
X—

On démontre que cette limite admet une limite finie, on peut alors en déduire que F'(0) existe et ensuite que F' est de
classe C! sur R.
On sait que :

) 1
F'(x) = " (f(x) — F(X))
On sait aussi que :
fx) <Fx)<1
On en déduit donc que :

f(x)—1
vx # 0, ,” <Fx<0
Or on sait que :
f(x) —1 f(x) — f(0
lim() =lim() ()=f’(0)=0
X—0 X x—0 X
On en déduit donc d’apres le théoréme des gendarmes que :
lin(l) FFx)=0
X—

Donc F’ est dérivable en 0 et F'(0) = 0.
On en déduit méme que F est de classe C! sur R.
5) On sait que :
vx € R, f(x) —F(x) <0
On en déduit donc que :

1
x>0,F(x)=—(fx) —FX)) <
vx > 0,F'(x) X(f() F(x)) <0

Donc F est décroissante sur [0; +oo].
Par parité on en déduit donc que F’ est croissante sur | — oo; 0].
On a donc le tableau de variation suivante :

r |—o 0 4+
@) + 0 -
1
F 7\

6) On sait que :
lim f(x) =0

X—+ 00

De plus on sait que f est positive sur R.
On en déduit donc que :

Ve > 0,3x, € [0; +0o[, VX = x(,f(x) < €
On en déduit donc que :



X Xo X
1 1 1
VX = x0,0 < F(x) = ;j f(Hdt = ;f f(t)dt + " f edt
0 0 %o

On en déduit donc que :

VX = X0,0 < F(x) <

xoF(x X —X xoF(x

o(o)+ 0€S0(0)+€
X X X

Or on sait que :

xoF(x
lim 2 (o) =0
X—+00 X
On en déduit donc que :
XoF(x
Ix, € R*,x; > X, tel que Vx > x;, — (o) <e€

On en déduit donc que :
Vx > x4,0 < F(x) < 2¢
On en déduit donc que :
lim F(x) =0

X—+00

Partie C : Résolution d’une équation différentielle
On s’intéresse ici a 1’équation différentielle :
x?y' + xy = arctan(x)

1) a) On résout I’équation homogeéne x%y’ +y = 0.
On sait que :
Vx> 0,x%y' +xy =0 & y'(x) +§y(x) =0
On pose :
a(x) = % donc A(x) = In(x) estune primitive de a

On en déduit donc que :

A
Vx> 0,x%y'+y =0 IAE R, Vx> 0,y(x) = Ae~ "X =
X

Demémeona:

Vx<0,x’y' +y=0< JpeR,Vx<0,y(x) =§

b) On cherche une solution particuliére.
Nous allons utiliser la méthode de la variation de la constante !
On pose :

vx > 0,y,(x) = @ avec A € C1(]0; +oo[)

On a alors :
, A (x)x—Ax)
Vx> 0,y,(x) = —a

Ainsi on obtient :
x2yp (%) + xyp (x) = V' (X)x
On en déduit donc que y;, est solution particuliére si et seulement si :
arctan(x)
NExE) =——

On en déduit donc que :
X

AG) = f arctim(t) dt
0

On en déduit donc que :
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1 f arctan(t)

yp(x) = < . dt

0
Est une solution particuliére de x?y’ + xy = arctan(x) sur ]0; +o[, de méme que sur ] — oo; 0[.
¢) On rassemble :

On en déduit donc que :
X

- A 1 [arctan(t)
vx > 0,x°y' + xy = arctan(x) & IA € R,vx > 0,y(x) =;+;ffdt
0

Demémeona:

X
- 1 [ arctan(t)
vx < 0,x°y" +xy = arctan(x) © IpE R,,vx < 0,y(X) = ;+;ffdt
0

2) D’apreés la question précédente, on sait que F est solution particuliére de (E) (A = p = 0).
Il reste a montrer que c’est la seule.
Soit f une solution de x?y’ + xy = arctan(x) sur R. On a alors :

Jre R, vx > 0,f(x) = §+ F(x)
On sait, d’aprés la question 1 de la partie B, que :
limF(x) =0
Xx-0
On en déduit donc que siA # 0 :
lim|f(x)| = +o0
Xx-0
Cela est impossible car f étant solution de (E), f est continue en 0.
On en déduit donc que A = 0.

Par un raisonnement identique, on en déduit que u = 0.
Ainsi F est la seule solution de (E): x?y’ + xy = arctan(x) sur R.



