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Correction DM n°8
Mardi 28 mai 2021

|Pr0bléme 1: Algébre|

Partie A : Etude de deux applications

La notation R, [X] désigne le R —espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieurs ou
égaux a 2. On identifiera dans la suite de ce probléme les éléments de R, [X] et leurs fonctions polynomiales
associées. On note B = (1, X, X?) la base canonique de R, [X].

On définit les deux applications suivantes :
Ry [X] - Ry[X]

el @) ()

& {Rz [X]-> R
P P(1)

1) Vérifier que f est bien a valeurs dans R,[X] et montrer que f est linéaire.
2) Ecrire la matrice de f dans la base B de R, [X] en indiquant les calculs intermédiaires.
3) f est-elle injective ? Surjective ?
4) Montrer que ¢ est linéaire.
5) Déterminer la dimension et une base de ker(¢).
6) ¢ est-elle injective ? Surjective ?

Partie B : Calcul des puissances successives d’une matrice

On note I3 la matrice identit¢ de M3 (R) et A la matrice suivante :

111
(* 3 8
1 1

A= -
024
OO1

4

On note enfin B’ la famille de R,[X] définie par :
B' = (1,-2X + 1,6X2 — 6X + 1)

1) Démontrer que B’ est une base de R, [X].

2) Ecrire la matrice de passage de la base canonique B a la base B’, noté Py, = P.
3) Justifier que P est inversible et calculer son inverse.

4) Ecrire la matrice M de f dans la base B’ en donnant les calculs intermédiaires.
5) Calculer M™ pour tout entier naturel n.

6) Démontrer par récurrence que :

vn € N,A" = PM"P1
7) On pose P(X) = ay + a; X + a,X? € R,[X]. Déterminer f™(P) en fonction de ay, a;, a,.
8) Montrer que :

1
VP € ]RZ[X],liTan d(f(P)) = f P(t)dt
0

Partie C : Une autre preuve du résultat précédent

1) A I’aide d’un raisonnement par récurrence, démontrer que :
n

VP € R,[X],vn € N* ”(P)—IZP(X+k)
S 7 S k=0 n
2) En déduire a I’aide d’un résultat du cours que I’on énoncera avec précision que :



1
VP € ]RZ[X],lirrln d(fM(P)) = JP(t)dt
0

Partie D : Une fonction complexe
On pose :
{ C- (C| |
g: zZ+ |z
zZo—
De plus on pose la suite définie par :
{ zg € C\(]—;0])
Vn €N, 241 = g(2p)
I} g est-elle linéaire ?
2) On pose pour tout entier naturel n, r,, = |z,| et 8,, = arg(z,,) , avec 6,, € |—m; n].
a) Exprimer rj,, 4 en 6,4 en fonction de r,, et de 0.
b) En déduire la valeur de lilrln 0,.

3) a) Etudier la suite définie par :
0
vne€N,u, =r,sin (2_”) avec 6 = arg(z,) € |—m; ]

b) En déduire la limite de 7;, puis celle de z,,.
Partie A : Etude de deux applications

I)Ona:
P € R,[X] © 3(a,b,c) ER?P(X) =aX?+bX +c

2 2
f(P)=f(aX2+bX+c):%(a<§) +b§+c>+%<a(le) +bx;1+c>

On a alors :

—1(axz+(a+b)x+a+b+2)
—2\2 2 4274
_aX2+(b+a)X+a+2b+86 R, [X]
T4 4 8 z

On en déduit donc que :
VP € Ry[X], f(P) € Ry[X]
Deplusona:

v(P,Q) € (R, [X)?,VAE R, (AP +Q) = %(W +0)(3)+ar+0 (¥)>
5 ()ro(3) v (57) wo5)

Bl @0 )] 206+

Donc f € L(R,[X])
2)Ona:

1
fH=50+1=1

X—1<X+X+1)—1X+1
f()_zz 2 )] 27 4
PN Y .U GUNE SV A W SRS SV
FED =Tt 7 ta¥+g)=aX T3%+3

Ainsi la matrice de f dans la base canonique est :
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. 1 1
4 Sw
1 1
Mat =10 = —-1=A4
s8(f) 5 2
0 0 !
4

3) On voit que Matg(f) a trois pivots donc elle est inversible. Ainsi f est bijective donc injective et surjective.
4)Ona:
V(P,Q) € (Rz[X])?, VA E R, p(AP + Q) = (AP + Q)(1) = 2P(1) + Q(1) = A$(P) + ¢(Q)
Donc ¢ € L(R,[X],R). ¢ est une forme linéaire.
5) On sait que :
Im(p) cR= dim(]m(d))) =rg(¢) € {0;1}

De plus on sait que :

dX)=1=¢ # Opp,xp =19(@) =1=1g9(@) =1
On utilise ensuite le théoréme du rang :

dim(ker(¢)) = dim(R,[X]) —rg(¢p) =3 —-1=2
On en déduit donc que :
dim(ker(¢)) = 2

De plus on sait que :

P e ker(¢p) & ¢(P) = Og,;x) © P() =0 (X — 1P
On pose :

F={X-1X>-X}

i) F est libre car c’est une famille de polyndomes échelonnés.
ii) #F = 2 = dim(ker(¢))
Donc ¢’est une base de ker(¢).

Ainsiona:
ker(¢p) = {(X — 1)Q(X),deg(Q) < 1} = vect(X — 1,X* — X)

Remarque : On peut aussi voir que :
ker(¢p) = {P(X) = ag + a; X + a,X? P(1) =0} = {P(X) = ap + a; X + a,X? ay + a; + a, = 0}
6)On a ¢(0]R2[X]) = ¢(X — 1) donc ¢ n’est pas injective.
Ona:
Va € R,a = ¢p(a) = ¢ est surjective

Remarque : On peut aussi dire que Im(¢) = R donc ¢ est surjective.
Partie B : Calcul des puissances successives d’une matrice

1) i) B’ est libre car ¢’est une famille de polynomes échelonnés.
ii) #B' = 3 = dim(R,[X])

Donc B’ est une base de R, [X].

2)Ona:

1 1 1
PB,BI =P = <0 -2 —6>

0 0 6
3) P est inversible car ¢’est une matrice de passage (mais sinon on peut voir directement qu’elle a 3 pivots).

Pour I’inverser on peut soit utiliser 1’algorithme de Gauss-Jordan, soit écrire les vecteurs de la base canonique dans la
base B'.

X = 1(2X+1)+1
2 2

X2—1(6X2 6X +1) 1( 2X+1)+1 1—1(6X2—6X+1)—1(—2X+1)+1
"6 2 2 6 6 2 3

On en déduit donc que :
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1
refo 33
2 2
o o 1)
6
Remarque : On peut vérifier par le calcul :
PxPl=1
4)Ona:
( f)=1
(zx+n—ﬁ’(zx+1)+(zx+1+1) 1ot
< f 2 2 2 2
(6X2 6X+1)—1 ox? 6X+1 + 6(X+1)2 6<X+1)+1 —1(6X2 6X +1)
f 2\ 4 2 2 2 4
On en déduit donc que :
1 0 0
0 ! 0
Matgy (f)=|" 2 1I=M
\0 0 z/

5) Par une récurrence immédiate on a :

6) On pose :

vn € P(n): A" = PM"P~1
Initialisation : n = 0
Ona:

A’ =1,
PMOP~1 = pl,p~1 = pp 1l =1,
On en déduit que P(0) est vraie.
Hérédité : Soit n un entier naturel n fixé. On suppose vraie P(n). On a alors :
A" = pM"p~!

On en déduit donc que :

ATl = A"A = PM"P1 x A

Orona:
100111 111
1 2 3 4 8
L1 13Ny 2 11 11

PMP'=(0 -2 -6]| 2 " ||0 —= —=[=|0 = —[=4
1 2 2 2 4
0O 0 6

002/ \o o 1 00 -
6 4

On a donc :

A"t = pM"PTt x PP~ = PM";MP™ = PM™tpTt
On en déduit donc que P(n + 1) est vraie.
Conclusion : On conclut d’apres le principe de récurrence.
7)Ona:
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1 0 0 /1 1 l\
11 1\ (3 43

matg(f™) = matg(f)" = A" = <0 -2 —6> (2) 0 —= —= |
0 0 6 1\" 2 2

o 0 (3 \0 0 1/
6

On calcule :

111/
(006)\

On en déduit donc que :
fM(ag + a1 X + a,X?)

1

1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 1 2 gntl 3 on+l + 3 x 22n+1
1 1 1 1 1

0 [ —— 0 J— —_—
2 2 2n 2n 22n
1 1
0 2 o 0 >
1 1

1 1 1 1 1 1 1 )
= ay + (5= gur) a1+ s + (5~ e+ ggmen) 92 (3~ om) X + e
8) On en déduit donc que :

0
0

171.
)

o

0

oy
o

N

(@)

) n 1 1 1 1 1 1 1 1 1
llrrll’ld)(f (P)) - a0+(E_W)a1 +2_na1+(§_2n+1 +3 X22n+1)a2 +<2_n_ﬁ)a2 +ﬁa2

. n a; 1
= llTI;nd)(f (P)) = a, +7+§a2

Deplusona:

1 1
) a; 1
P(t)dt: (a0+a1t+a2t )dt:ao +7+§a2
0 0
On en déduit donc que :
1
VP € Ry[X],lim ¢(f(P)) = f P(t)dt
n
0
Partie C : Une autre preuve du résultat précédent
1) On pose :
* " n 1 - X + k n
vn € N',P(n): "VP € Ry[X], f(P) = o Z P( » )
k=0

Initialisation : n =1

Ona:
VP € R,[X], f1(P) =%<P (%f) +P()%>>
LS 260 ()

Donc P (1) est vraie.
Hérédité : Soit n un entier naturel n non nul. On suppose que :

n 1 X+k
VP € Ry[X], f (p)=2—an( — )
k=0
On a alors :

1 X X+1
vP € R IxL ) = £ ) = 5 (7 (5) + 1) (55
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2n_1q X 2n—-1 X+1
_ 1 Z p 7 +k N Z P T +k
on+1 on on
k=0 k=0
on_ n_
1 X + 2k X 42k +1
~2nHl Zp(zn+1)+zp( 2l )
k=0 k=0

Somme des pairs de Somme des impairs de
0a2(2"n-1)=2"*1-2  0a2(2"-1)+1=2"+1—-1
on+1_

1 X+k
:2n+1 Z P(2n+1)

k=0

Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion : On conclut d’aprés le principe de récurrence.

2) On utilise le résultat sur les sommes de Riemann :
Soit f une fonction définie sur un intervalle [a; b]. On a alors le théoréme suivant :

Théoréme (Méthode des rectangles a droite) : Si f est continue sur [a; b] alors :

b
b—a - b—a
lim—— f(a+k—)=ff(t)dt
n n n
a

k=1
Iciona:
1S A4k, 1w [k
e 5515 - 250 )
k=0 k=1

On I'utilise ici en posant N = 2™,a = 0 et b = 1, car VP € R,[X], P est continue.
On en déduit donc que :

n 1
1wk
k=1 0

1
= VP € Ry[X] lim¢p(f™(P)) = fP(t)dt
n
0
Partie D : Une fonction complexe

1) g n’est pas linéaire car :

1
g1)=1,90) =

2) a) On a par récurrence immédiate :

etg(1+i)= #g(1) +g@)

+i 1+V2+i
2
vneN,z, #0
On pose alors :
vn € N, z,, = reifn
On a alors :
rpel®n +ry 8y

I'n . On
Zypp = ———=—(1+e)=r cos(—)eZ
n+1 2 2 ( ) n 2

On va montrer par récurrence que :

vn €N O e] T n[

neN,—€|-5;
2 2°2
Initialisation : n = 0
On sait que B €] — m; [= So-0¢ ]—E;E[
2 7 2 272
s : . . 0

Hérédité : Soit n un entier naturel fixé. On suppose que 7“ € ]— g ; g[

On sait que :




vneN (e“>ieTn (e“)>0 e“e] o
= _ —t —_ J— —— =
n /Zn+1 =T COS| 7)€ I'n COS |~ car — 535
On en déduit donc que :
0,\ ifn 0 0, T
Zn4+1 = I'p COS (7> e2 =rpqe'nttavecB 1 = > € _E;E[

On en déduit donc que la proposition est héréditaire.

Conclusion : Comme la propriété est vraie pour n=0 et est héréditaire, on en déduit alors que :

i0 On On
Vn €N, z,,q =1y 1€°0% avec ry,q = Iy COS > etOhq = >

b) La suite (8,,) est géométrique de raison —>onen déduit donc que :

0 1
vneN, 0, = 2= lim0, =0car= € |-1;1]
2n n 2
3) a) On sait que :

(8 On) . ( O
a5 o () en (52

] 0 /1 6 71
sin (—2n+1> = sin (E X ﬁ) = sin (E X 9n>
On en déduit donc que :

VneN = (en)'(1x9)—rnx‘(e)—rnx'<e)—un
n €N, Upyy = cos (7 )sin| =X 0y | = — X sin(6y) = — xsin| o) = -

On en déduit donc que la suite (u,) est géométrique de raison > On en déduit donc que :

Or on sait que :

1 . /0
vn €N, u, = on X 1o sin(0y) = ry sin (ﬁ)
b) On sait que :

1 ) (9 . 1  rosin(6y)
FX o sin(6y) = rnsm(ﬁ) = VneN'r, = ﬁxj
an (%)
De plus on sait que :
li —_— = 1l' * i0%0
nobo 20 (9 =i —o G107 )
sin ﬁ)
On en déduit donc que :
Io sin(0
limzn=0—(0) sif#0
n 0

0
Sif=0=1zy € R"™ = Vn €N, z, =z, par une récurrence immédiate !
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