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Fiche exercices 29 : Déterminants

Exercice 1 : Calculer les déterminants suivants :

3 -1 2 3 -4 1 0 a b x+2 2x+3 3x+4
a=(1 1 =3|;b=]2 -1 5,c=la 0 c|,d=[2x+3 3x+4 4x+5|
2 2 1 1 -1 1 b ¢ 0 3x+5 5x+7 7x+9
1 cos(a) cos(2a) a—-b—c 2b 2¢
e =|cos(a) cos(2a) cos(Ba)|,f = 2a b—c—a 2c
cos(2a) cos(3a) cos(4a) 2a 2b c—a-—>b
3 -1 2
Calculdea=1|1 1 -3
2 2 1
Méthode 1 : Par la méthode de Sarrus
3 -1 2 3 -1 2]3 -1
1 1 =3f=(f1 1 =31 1
2 2 1 2 2 112 2

=3X1IX1+(-1)X(-3)X2+2%x1%x2-2%x2%x1-3%Xx(-3)x2—-(-1)x1x1=28

Méthode 2 : A I’aide du pivot de Gauss

3 -1 2 1 1 -3 1 1 -3
1 1 -3(=—-|13 -1 2|=-(0 -4 11(=128
2 2 1 2 2 1 0 O 7

Méthode 3 : Par la méthode des mineurs :

3 -1 2
11 -3l=3x|t |- Yv2[ A|=3x7-(-5)+2x1=28
2 11712 1 1 -3
2 2 1
3 =4 1
Calculdeb =12 -1 5
1 -1 1

Méthode 1 : Par la méthode de Sarrus

3 =4 1 3 =4 1] 3 -4
2 -1 5|= -1 5] 2 -1
1 -1 1 1 -1 111 -1
=3X(-1)X1+(-4)x5x1+1x2%x(-1)—1x(-1)x1-3x5x(-1)—-(—4)x2x1
=-1
Méthode 2 : A I’aide du pivot de Gauss
3 -4 1 1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1
2 -1 5|=- -1 5|=—(0 1 31=—10 1 3l=-1
1 -1 1 3 —4 1 0 -1 -2 0O 0 1

Méthode 3 : Par la méthode des mineurs :

> 1 é=3><|:1 |-2|77 1+|TF f=3x4+6-19=-1
1 -1 1 )
0
C:Z Ec)l (c)=—a|ccl g|+b|g €|=abc+bac=2abc
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x+2 2x+3 3x+4
2x+3 3x+4 4x+5
3x+5 5x+7 7x+9

d=

Ici on peut voir que :
L1 + L2 = L3
On en déduit donc que :

x+2 2x+3 3x+4
d=|[2x+3 3x+4 4x+5/=0
3x+5 5x+7 7x+9
1 cos(a) cos(2a)
e =|cos(a) cos(2a) cos(3a)
cos(2a) cos(3a) cos(4a)
Ona:
1 cos(a) cos(2a)
L2<—L2—:cos(a)L1 cos(a) cos(2a) cos(3a)
LyeLy—cos(2a)L, cos(2a) cos(3a) cos(4a)
1 cos(a) cos(2a)
=10 cos(2a) — cos?(a) cos(3a) — cos(a) cos(2a)
0 cos(3a) — cos(a) cos(2a) cos(4a) — cos?(2a)
1 cos(a) cos(2a)
=10 —sin?(a) —sin(a) sin(2a)
0 —sin(a) sin(2a) —sin?(2a)
= (sin(a) sin(2a))? — (sin(a) sin(2a))?
=0
Ona:
a—b-c 2b 2c a—b-c 2b 2c
f= 2a b—c—a 2c = a+b+c -b—c—a 0
2a 2b c—a—blll-Lilat+b+c 0 —c—a-—b
LyeLy—L,
a—b—c 2b 2c
=(@+b+c)? 1 -1 0
1 0o -1
= (a+b+ A2((-1)(—2b) + (-1)(—a+b +c — 20))
Dvt\ L,

=(@a+b+c)?(@+b+c)
=(@+b+c)?

Exercice 2 : Calculer le déterminant de A,, = (ai,j)1<i]_<n avec a;; = min(i,j), v(i,j) € [1, n]?.

A2=G %)=>det(A2)=1
11 1 111 |1 11 (11 1
A3=<122>=>det(A3)=122=011=011=1
1 2 3 1 23 lo12 loo1
1111 1111 (1111 (1111
a=|t 2220t foo1 o111l
1233 0122 loo11%foo11
1234 lo1 23 loo12 looo1

D’une fagon générale on peut conjecturer que :
Vn €N,n>2,det(A,) =1
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Démontrons-le.

On pose :
Ly
A, = L}
Ln
Ona:
L=1 .. 1),L,=(012..2),L;=(123,..,3)

D’une fagon générale on a :
. . jsij<i
Vie[1;n],L; = (a;;ai,;...;a;,)avecVj € [1;n a--={]. .
[[ ]] i ( 1,17 41,2 1,n) ) [[ ]] Lj i sinon
Etape 1 : On effectue les opérations suivantes :

Vie [[Z;ﬂl],Li — Li - L1

On a alors :
1 1 1 1 |1 1 1 1 |
1 2 2 2 0 1 1 1
1 2 3 3 3 0 1 2 2 2
det(An) = N ) 7} B : 3 3
1 2 3 4 n 0 1 2 3 n—1
Etape 2 : On effectue les opérations suivantes :
Vi e [[3;1]]],1_.1 — Li - LZ
111 .. .. 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 2 2 0 1 1 1 0 1 1 1
1 2 3 3 3[_10 1 2 2 2 1_10 0 1 1 1
4 o4 r o2 13 3| | s 2 2
1 2 3 4 n 0 1 2 3 n—1 0 0 1 2 n—2
En réitérant le processus on obtient :
1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 2 2 0 1 1 1
1 2 3 3 3_10 0 1 1 Iy
P 4 4 : 0 1 1
1 2 3 4 n 0 0 0 O 1

7 1 I 0 6 1 0 2 1 0 -1
(—8 4) 3 4 15 3 45 2 3 5
5 6 21 567 4 1 3

012 3 0110 1 21 2
1 230 1 001 1 313
2 301 1 1 01 2106
301 2 1 110 1117

det<(_78 141)> =7 Y|=7x4-®)x11=28+88=116

Méthode 1 : Avec Sarrus car ¢’est une 3 X 3

1 0 6 1 0 6 1 0 61 0
det{ {3 4 15| |=|[3 4 15|/=([3 4 15|3 4=4x214+0+6X6x3—(6X5x4)—(15x%6)
5 6 21 5 6 21 5 6 21I5 6 84 108 120 90

=-18
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Méthode 2 : Avec la matrice échelonnée

1 0 6 Lo-e
1 0 6 1 0 6 10 6 3 0 1 2 3
3 4 15| = o 4 -3[=3l0 4 -3|=3x4f0 1 -Z|=12 4=12x(—§)
2¢Lp—=5ly
5 6 215,10 6 —9 0 2 -3 0 2 —3 00_;
=-18
1 0 2 1 0 2 1 0 2/1 0
det([3 4 5|]|=|3 4 5/=|3 4 5|3 4=28+4+36—-40—-30=—6
5 6 7 5 6 7 5 6 715 6
1 0 -1 1 0 —1]1 0
det{[2 3 5 =12 3 5|2 3=9-24+12-5=14
4 1 3 4 1 314 1
/0123 01 2 3 1 2 3 0 1 2 30
qet! (1 2 3 0))_ft 2 3 0f__f0o 1 2 3__[0o1 23
2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 0 -1 -6 1
301 2 301 2 301 2 0 -6 -8 2
1 2 30 1 2 30 1 2 30 1 2 3 0
o1 2 3f(_ o1 2 3|_ 101 2 3]|_,./01 2 3 _
0 -1 -6 1 00 -4 4|="Jo 0 -2 4|=%%|o 0 1 —1|=4*x4=96
0 -6 -8 2 0 0 4 20 0 0 0 24 0 0 0 24
/0110 0110 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1
det| (1 0 0 1})_ft o0 1f__fo 1 1 o__[0 1 1 O|__[01 10 |__4
11 0 1 110 1 110 1 01 0 0 00 -1 0
1110 1110 1110 01 1 -1 00 0 -1
Ona
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
1 3 1 3 0101 - 01 0 1
2 10 6 L2<—L2 Ly -3 =2 2 |L3—13+3L,{0 0 =2 5
1 1 1 Lye—L3—2Lq —1 0 37 La=Llytl, \0 O 0 4
L4<—L4,L1
1 2 1 2 2 1 2 1 2
1313 11 _ 01 0 1 1\)_ _ _
det (2106 = det 2) = det (00_2 5) =1x1X(-2)x4=-8
1 1 1 7 3 00 0 4
/1212\12 1 2 1 2 1 2
1 31 3\|_lo1 o 1|_fo1 0 —1(__
deti{s 1 0 6)]=]0 =3 =2 2[T|0o 0 —2 -1 :
111 7 0 -1 0 5 00 0 4

Exercice 4 : 1) Calculer Iaire du parallélogramme construit sur les vecteurs U = (2) V= (1)
2) Calculer le volume du parallélépipéde construit sur les vecteurs :

G-t

3) Montrer que le volume d’un parallélépipede dont les sommets sont des points a coefficients entiers est un nombre
entier.

1) On sait que :
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2 1

Agy = |det(@; V)| = |det (3 4

)|=|2><4—1><3|=5

2) De méme on a :

1 0 1 1 0 O
Veavw=12 1 1 = 2 1 —-1|1=4
0 3 11C«C-C,10 3 1
Ou bien par Sarrus :
1 0 111 0
2 1 1|2 1=1+6-3=4
0 3 110 3
3) On sait que :
Xt Y1 741
Vigw = |det(d, v, w)| = |det (XZ y2 ZZ) = |X1Y223 — X1Y3Z2 — X2¥1%3 + X2¥3Z1 + X3Y1Z2 — X3Y2Z1| €N
X3 Y3 Z3

Exercice 5 : Calculer le déterminant des matrices suivantes :

) 100 1\ /=1 1 1 1 0 0 -5 15
¢ ; o1o0o0|l[1 =1 1 1)]l-2 7 3 o
;“ 101 1 11 -1 1 8 14 0 2
€4 \2 311 1 1 1 =1/ \o0o =21 1 -1
Ca b o [LO3 00 1 0 0 1 0
o p|l0r o3 o0lfo 43 0 o0
0 aalle0oaos3f[3 0032
0 b a 0 a O 0 1 7 0 0
C4Y\opbo0oo0a/\4 0 0 7 1
Ona:
a b c a b b c b c
c a bl = a><|c a|+(—1)2+1c><|c a|+bx|a b|
b ¢ aldvt/C,
=a(a? — bc) — c(ab — ¢?) + b(b? — ac)
= a3 + b3 + ¢3 — 3abc
1001 10 1 10 0
01 0 o _ _ _ |1 0_
=11 11 = |11 ol = =-1
1011dv¥7L211C<—“€—c21 tavin, 't 1
2 3 1 1 2 3 3 1 - 1
-1 1 1 1 -1 1 1 1
1 -1 1 1 o o2 2 223 1°t1d
= =—[2 0 2/=-8[1 0 1
11 =1 1|, g0 20 2= o g L1 o
1 1 1 -t alo 2 2 oleg
Ly—Lg+L,
01 1
= -8ft o 1|=8|; ']=-16
Ly—L3-L; 0 1 —1ldvt
L,
Exercice 6 : Calculer det(A,) avec A, = (|i —j|)1<ij<n
On pose :
Ly 0 1 ... n—1
n (L) (An—l)
n n—1

On effectue ensuite les opérations suivantes :
Vi€ [2;n],Lj « Lj — Li_4
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On a alors :
0 1 .. n—-1
M=deta = '
1 01 -1
Ensuite on effectue les opérations suivantes :
Vie [3;n],Lj « Li —Li4

10 1 .. n—2 n-1j 10 1 .. n—2 n-—1)
1 -1 ... ... -1 1 -1 .. ... -1

A, = det(A,) = |0 2 0 .0 [=-1]0 2 0 .. 0 [=CED"(n-1)2"?
0 w 0 2 0 0 . 0 20

Exercice 7 : Soit (a4, ...,a,) € R™, n = 3. Montrer que :

jcos(a; +a;) cos(a; +az) .. cos(a;+ay)j
cos(ap +a;) cos(a,+a,) .. cos(a,+ay)| 0
cos(ap +a;) cos(a, +a,) cos(ap + ap)

Pour démontrer que le déterminant est différent de 0, on va démontrer que la famille formée des colonnes de la
matrice n’est pas libre !

On pose :
cos(a; +a;) cos(a; +a,) .. cos(a; +ap)
A= cos(a, +a;) cos(ap +a,) .. cos(ay +ay)
cos(a, +a;) cos(a, +a,) cos(a, + ap)
On pose pour tout i € [[1;n], C; la colonne de A. On a alors :
cos(a; + a;) cos(a;) cos(a;) — sin(a,) sin(a;)
vie [1;n],C; = cos(az: +a;) | _ [ cos(ay) cos(ay) — sin(a,) sin(a;)
cos(a, + a;) cos(ap) cos(a;) — sin(a,) sin(a;)
cos(a,) cos(a;) sin(a;) sin(a;)
cos(az) cos(aj) | _ [ sin(ay)sin(a;)
cos(a,) cos(a;) sin(a,) sin(a;)
cos(aq) sin(a;)
_ cos(ay) . sin(a,)
= cos(a;) . — sin(a;) :
cos(a,) sin(a,)
=C =S
On a alors :

cos(a; + a;)

cos(a, + a;)

Vi € [1;n],C; = = cos(a;) C —sin(a;) S

cos(ap + aj)

On ne déduit donc que :
Vi € [1;n], C; € vect(C,S)

Or on sait que :

dim(vect(C, S)) <2
On en déduit que :

rg(C4,Cy, ..., Cp) <2
On en déduit donc que :
vn > 3,(Cy, ..., Cy) n’est pas libre ! Donc :
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cos(a; +a;) cos(a; +ap) .. cos(a;+ap)
dB(it(Cp o Cy) = COS(aZ; +a,) COS(aZ; +az) . cos(azE +ap)| _ 0
cos(a, +a;) cos(a,+ a,) cos(a, +a,)
Exercice 8 : Soient (a,b) € R?,n € N, et M, € M, (R) telle que :
a 0 .. .. 0 b
/0 “~ 0 0\ 2n
I b Pl
My, = : % a : = det( al, +b (z E2n+1—k,k)
0 0 w0 k=t
b 0 .. .. 0 a
Montrer que det(M,) = (a? — b?)"
a 0 0 b
| 0O -~ 0 b 0|
_ 0 a b
det(My) LyeLy—Lop b a
0 b 0
b 0 .. .. 0 a
a—b 0 .. .. 0 b-a
"o” - o 0|
_ : 0 a b :
: b a
0 b “~ 0
b 0 0 a
1 0 .. 0 -1
0 a O 0
(a : 0 a b :
=@=-b, b a ;
0 b 0
b 0 0 a
0 0 .. 0 -1
0 a O 0
_ _ i 0 a b
CqCq+Con (@a-b) : b a
0 b 0
a+b 0 .. 0 a
0 O 0 -1
0 a 0 0
_ o 1y2n+10.2 w2yl i 0 a b :
Dvt C, D @ —b%) : b a :
0 b a 0
b 0 .. . 0 0
a 0 0 b
0 0 b 0
o aN2n+1(a2 W2\ _4N2n—1+1  (_ 0 a b
DV;Ll(l) @ —b?)(-1) (D x|, b a
0 b <~ 0
b 0 .. .. 0 a

= (@* —b*) x My_4
On a alors :

vneNM, = (a2 - b2)" M, = (a2 - b?)" " 2 D] = (a2 - b2)"
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Exercice 9 : On pose :

a+b a (0)
b a+b a
V(a,b) € R?,¥n>2,D, = b -
at+b a
0) b a+b
Déterminer une expression de D,, en fonction de n.
On développe par rapport a la premiére colonne :
a+b a (0)
b a+b a
Vn > 4,D, = b .
a+b a
(0) b a+b
| @ 0 0 |
b a+b a
=(a+b)xDy_; —bX b -
a+b a
(0) b a+b
| @ 0 e . 0 |
b a+b a
Pour calculer b - , on développe par rapport a la premicre ligne :
- a+b a
(0) b a+b
a 0 0
b a+b a
b - =aXD,_,
a+b a
(0) b a+b

On a donc :

V(a,b) ER%,¥Yn>4,D,=(a+b)D,_; —abxD,_,

Illustration sur une matrice 4 X 4 :

a+b a 0 0

b a+b a 0 _
0 b a+b a =(a+b)x
00 b a+b

:(a+b)><D3—b><a><|

a-—+
b
0

b a 0
a+b a
b a+b
a+b a |
b a+b

:(a+b)D3—abXD2

—bx

a

0

Vv(a,b) € R?,¥n>4,D, = (a+b)D,_; —abx D,_,
[—t Dn - (a + b)Dn—l + abDn_z - 0

On résout 1’équation caractéristique :

r?—(a+b)r+ab=0

On a alors :

A = (a+b)? —4ab = (a— b)?

On a alors :

rz—(a+b)r+ab=0<=){ ou

On a donc :

r=a

r=>b

3(A,B) e R2,vn>1,D, =Axa" 1 +Bxb"?

b a+b
a+b
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Or on sait que :
a+b

_ _ _ a _ 2 _
D1—|a+b|—a+b,D2—| b a+b|—(a+b) ab
On a alors :
{ A+B=a+b
aA+bB=a%?+b%+ab
{ aA+aB=a%+ab
aA+bB =a%?+b? +ab
{A+B:a+b
(a—b)B = —b?
bZ
B=—a_bsia¢b
=
A= at
T a—b
On a alors :
a2 2
vn>1,D, = x ah~1 — x b1
a— a—
ar1+1_bn+1
- a—b
n
:Zakbn—k
k=0
La formule reste vraie pour a = b.
On peut vérifier pourn = 3 :
a+b a 0
+b a a 0
b a+b a =(al+b)><|a |—b><| |
0 b a+h b a+b b a+b

=(a+b)x((a+b)*—ab)—ab(a+b)
= (a+b)3 — a?b — ab? — a’b — ab?
= a3 + a’b + ab? + b3

Pourn=4:
a-ll)—b -T—b 0 g a+b a 0 a 0 0
0 {a) a+g a =(a+b)x| b a+b a |—bXx|[b a+b a
0 0 b ath 0 b a+b 0 b a+b
_ _ a+b a
=(a+b) XDy bxa><| b a+b|

=(a+b)D3 —ab x D,
= (a+b)(a3 + a®b + ab? + b3) — ab(a® + b? + ab)
= a* + a®b + a?b? + ab3 + b*
Le résultat se vérifie pour n = 3 et n = 4.

Exercice 10 : Soient (x,8) € R%,n € N. Calculer les déterminants n X n suivants :

2cosl 1 0 0 1+ 22 T 0 0

. 2 .
A, = 1 2cosf . 0 . B, T 14+x . 0
0 1 0 T

0 0 1 2cosf 0 0 x 1422
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a) En développant par rapport a la premiére colonne on obtient :
A, =2cos(0)A,,_1 — Ay
On résout donc :

r=el
r2—2cos(@)r+1=01 ou
r=e 0
On doit donc distinguer deux cas :
1¥cas: 0 =
Exercice 11 : Soit a € R. On note A, le déterminant suivant :
a 0 .. 0 n—1
0 a 0 :
A, =1 0 oo 2
0 a1
n—-1 .. 2 1 a
1) Calculer A,, en fonctionde A,,_.
2) Démontrer que :
n-1
vn>2,A,=a"—a"2% ) i2
i=1
1)Ona:
a 0 0 n-— 1\.
0 a 0 : !
A, = 0 2 }n lignes
a1 i
n—1 2 1 a }
n colonnes
On développe par rapport a la colonne C; :
a 0 .. 0 n—1
0 a 0 :
3 0 2
0 ~ a1
n—1 .. 2 1 a
0 g '"00 “_52 0 .. 0 n—1
— (—1)%a x 0o 2 [+CD™ix(m-1x|3 R
a1 (0) a. 1
n—2 .. 2 1 a
a (0)
=aXA_ +(D"Ix (-1 x (D" x (n-1)x .
0) a

=aXA,_;—(n—1)%a"?

On a donc :

Vn>3,A, =ald, , — (n— 1%}

2) On le démontre par récurrence.
On pose :

n—-1
Vn € N:n2 2,:7‘)(11) :An :an_an—zziz
i=1

Initialisation :n = 2.0n a:
_|a 1 _ .2
A2—|1 a|_a 1
De plus :




-1

az_az—zzizzaz_l

1=

Donc P(2) est vraie.

Heérédité : Soit n un entier naturel supérieur ou égale a 2. On suppose que :
n-1
An — an _ an—Z 2 i2
i=1
Ona:

Ani1 =a XA, —n?a®?!

n—-1
. <an o Z iz) o

i=1

-1
— an+1 _ an—1< iZ + n2>
i=1

n

— g0+l _ gn-1 § 2

i=1
Donc P (n) est héréditaire.

Conclusion : On conclut d’aprés le principe de récurrence.

Page 11 sur 15

Exercice 11 (Déterminant de Vandermonde) : Montrer que :

R - S
1 6 & ... ¢!

2 2 = H (l‘_,—r,)
Lt
1t 2 .. !

Exercice 12 : Utiliser un déterminant pour montrer que les familles suivantes sont des bases de E :
a)E=R,[X]etP;(X) =X%,P,(X) =X(X—1DetP;(X) = (X—1)?

1+i i =2+
b)E=(C3,61=< 1 >,92=(—1),e3=< 0 )
i 1-—i —i

a) On calcule :

0 O 1
0 -1 -2|=1x1=1+#0
1 1 1

Donc (X2, X(X — 1), (X — 1)?) est une base de R, [X].
b) On calcule :

1+i i —2+i 1+i 1421 =2+ . .
1 -1 o | = |1 o 0 |=-|t*H 2
i 1-—i —i CoeCa+Cy i 1 —i

=—4+2i#0

1+i i -2+
Donc 1 1,{ -1 ], 0 est une base de C3.
i 1—1i —i

| = —(=i(1 +2i) — (=2 +1)

Exercice 13 : Soit A € M, (K). On pose :
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(M (K) > M (K)
w2 A
a) Montrer que u est un endomorphisme.
b) Montrer que det(u,) = (det(A))?.

a)Ona:

v(My, M,) € (MZ(K))Z,VA € K, uy(AM; + M,) = A(AM; + M,) = AAM; + AM, = Auy(M;) + uy(M,)
Donc uy € L(MZ(]K)).
b) On pose :

On a alors det(A) = ad — bc.
peptsanpmc = (1 D63 D=0 .= )

On a alors :
by/1 0 0
uA(El,l)z(i d)(O 0):(2 O)=aE11+cE21
by/0 1 0
uA(El,Z):(i d)(O 0):(0 i):aEm"‘CEzz
_/a by(0 0y (b 0\_
UA(E2,1)—(C d)(l 0)_(d O)—bE11+dE21
/a2 by0 0y_ /0 by_
ua(B22) = (2 2) (g 1) =(p g) =DbEu+dEs,
a 0 b o
_10 0 b
mat(E1,1iE1,ziE2,1iE2,2)(uA)_ C 8 d 0
0 c 0 d
On a alors :
a 0 b 0
a 0 b 0 b 0
det(UA)Z(C) 8 g 8=a><0 d 0[+cla 0 b|=ax(ad®—cbd) + c(—abd + cb?)
0 ¢c 0 d c 0 d c 0 d
= a%d? + ¢?b? — 2adbc
= (ad — bc)?
= (det(A))?

Exercice 14 : Soit ¢ I’application qui, a tout polynome réel P de degré inférieur ou égale a 2, associe Q défini par :
X+1
vx € R,Q(x) = f P(t)dt

X

Montrer que @ € L(R,[X]) et calculer det().

Ona:

X+1

V(P,P,) € (R,[X])?, VA € R, (AP, + P,)(X) = f (AP, + P,)(t)dt
X

X+1

= Af (AP, + P (H)dt
X

Avec
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X+1 X+1 X+1
vx € R,Q(X) = f (AP; + P)(H)dt=A f P, (Ddt + f P,(t)dt = A (P (X) + @ (P,)(X)
X X X

Donc @ est linéaire.
On cherche a présent son déterminant. On pose P; (X) = 1, P,(X) = Xet P;(X) = X?

Ona:
X+1
cp(Pl)(X)=f 1dt=1
X
X+1
o0 = [ = Xy
Pl = = 5 5= s
X
X+1
X+1)3 Xx3 1
(p(P?;)(X):f tzdtzg__zxz_i_x_'__
X
On a alors :
11
matg (@) = 0 i i = det (math((p)) = det(¢p) =1
0 0 1

Exercice 15 : Soit f € L(R*) canoniquement associé a :

) 5 -3 3 =3
_*/-1 3 1 -1
A=zl S s 1
-1 1 -1 7
1 0 0 -1
o 1 1 0 0 4
a) On pose : B = ol'l1 1) o . Montrer que B est une base de R*.
0 0 1 1

b) Déterminer matg(f) = C.

¢) Calculer det(C), det(f) et det(A).

a) On peut le faire de différentes facons. Je vais utiliser le déterminant :
1 0 0 -1 1 0 0 -1

11 00 _ 0 1 0 1 _ ! g (1) — ! (1) _11 =20
0 1 1 0|rLeL,-L;]0 1 1 0 ]avt\c, 01 1 Ly<L,—Lg 01 1
0 0 1 1 0 0 1 1
On en déduit donc que B est une base de R*.
b)Ona:
/1\ 5 =3 3 =3\ /1 1
e [ |:1 -1 3 1 -1|[1]_[1
0 21 -1 5 1/\0 0
\ 0 / -1 1 -1 7/ \0 0
0 5 -3 3 —3\ /0 0 0
f1> -1 3 1 —1)[t)_[2]_,[1
1 2\1 -1 5 1/\1 2 1
0 -1 1 -1 7/ \0 0 0
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0 5 —3 3 0 0 0
o) |_1f-1 o\_([o)_.[o0
file) =2 1 1> 1]713]73 1
1 -1 —1 7/ \1 3 1
-1 5 —3 3 —3 -1 —4 -1
0 )(_1f-1 o\_[o)_,[o
o )[72 1 1 o =\ o )7% o
1 -1 —1 7 1 4 1
On en déduit donc que :
1 0 0 0
_(0 2 0 0])_
matg(f) = 003 0l° C
0 0 0 4
¢) On sait que le déterminant d’une matrice triangulaire (donc en partie une matrice diagonale !) est le produit des

¢léments de la diagonale.
De plus on sait que le déterminant est invariant par changement de base. On a donc :
det(C) = det(f) = det(A) = 24.

Exercice 16 : Résoudre chacun des systemes suivants

3x—6y+z=7 mx+y+z=1
I Xx+2y+z=5 ;{xXx+my+z=m
—2x+5y—2z=-1 (x+y+mz=m?

3x—6y+z=7 3 —6 1 X 7
{ Xx+2y+z=5 <:><1 2 1)<y>=<5>
—2x+5y—2z=-1 -2 5 =2/\z -1

3 -6 1
Ce systéme admet une unique solution si et seulement si < 1 2 1 > = A est inversible.

-2 5 =2
On calcule :
3 -6 1 3 -6 -2 )
det<1 2 1) = |1 2 o|=C2x|, f=-18%0
-2 5 -2 C3<C3-Cq |=2 5 0
3x—6y+z=7

3 -6 1
( 1 2 1 ) est inversible donc le systéme { Xx+2y+z=5  admet une unique solution.
-2 5 =2 —2x+5y—2z=-1

3x—6y+z=7 3 -6 1 X 7
i Xx+2y+z=5 @(1 2 1>(y>=<5)
—2x+5y—2z=-1 -2 5 =2/\z -1

De méme on veut résoudre :
mx+y+z=1 m 1 1)\ 1
X+my+z=m @(1 m 1><y>=(m>
X+ y + mz = m? 1 1 m/\z m?

m 1 1
On pose A = < 1 m 1 ) On va regarder pour quelles valeurs de m la matrice est inversible.
1 1 m
m 1 1 1 m 1 1 m 1 1 m 1
det(A) = m 1lf{=—-m 1 1 = -0 1-m* 1-m[=-1-m)?|0 1+m 1
1 1 m 1 1 mllet;-mil; |0 1-m m-1 0 1 -1

LyeLy-L,
=—(1-m)?’(-1-m-—1)
— (1-m)2(m+2)
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mx+y+z=1
Ainsi le systéme { X + my +Z = m admet une unique solution si et seulement si m ¢ {—2; 1}.
X +y+ mz = m?
1°cas: Sim ¢ {—2;1}
2iéme cas : Sim=1:

x+y+z=1
{x+y+z=1c:x+y+z=1
x+y+z=1

Donc le systéme admet une infinité de solutions, ¢’est géométriquement le plan d’équation (P) : x+y+z = 1.
Jmecas: Sim=—2

—2x+y+z=1
{x—2y+z=—2

XxX+y—2z=4
Ona:
(—2x+y+z)+(x—2y+z)=—-x—-y+2zetl+(-2)=-1%4
—2x+y+z=1
Le systéme {X — 2y + z = —2 n’a aucune solution. Il est incompatible !

X+y—2z=4



