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Chapitre 30 — Fonctions de deux variables
Partie A : Ouvert de R? et fonctions sur un ouvert de R?

Dans tout ce chapitre on munit R? de son produit scalaire canonique et de sa norme associée, notée || ||.
De méme on définit d, la distance canoniquement associée a la norme || ||.

On a donc :
V(el, ez) € RZ X R2,< 61, ez > = x1x2 + y1y2
Ve = (x,y) € R?, |le]| = \/< e,e >=/x2 + y2
V(ey, ez) € R? x Rz;d(epez) =lle; —exll = \/(x1 —x2)% + (y1 — ¥2)?
I) Ouvert de R?

a) Boules ouvertes de R?

Définition : Soient (a,b) € R? et > 0. On appelle la boule ouverte de centre Q(a, b) et de rayon r, noté
B((a, b),r) ou BO((a, b),r), I’ensemble suivant :

B,((a,b),r) = {(x y) € R? tel que ||(x,y) — (a, b))l = d((x,¥), (a, b)) <7}
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Exemple L.a.1 : Dessiner BO((—Z,B), 5)

Remarque : Lorsque I’on a une inégalité large, on dit que la boule est fermée (c’est I’adhérence de la boule ouverte) :
B,((a,b),r) = B¢((a,b),r) = B,((a,b),7) = {(x,¥) € R?, tel que ||(x,y) — (a,b)|l = d((x,y), (a,b)) <1}

b) Ouvert de R?

Définition : Soit A une partie de R?. On ditque Aest | oo
un ouvert de R? (ou une partie ouverte de R?) " . ~

lorsque : Lemmmaaa- - |
H b) !
V(a,b) € A,3ry, > 0,tel que B, ((a, b),ra,b) cA ’ H

Exemple Lb.1 : On pose : A =] — 1; 2[X]3,4].
Montrer que A est un ouvert de RZ. AN S —— -~

Exemple L.b.2 : On pose B = [—2; 1[X]1,2].
Montrer que B n’est pas un ouvert de R?.
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Exemple Lb.3 : On pose f: (x,y) = In(x — y?). Démontrer que 1’ensemble de définition de f est un ouvert de R?.

| Propriété L.b.4 : Une boule ouverte de R? est un ouvert de R2.

IT) Fonction d’un ouvert de R? i valeur dans R

a) Une surface représentative

Définition : Soient U un ouvert de R? et f: U — R une application. On définit sa courbe représentative, notée Cy, par :
Cf = {(x:y'f(xJ’)' (x'}’) € U}

Exemple Il.a.1 : On pose :

f'{ R? > R
xy) =3
Déterminer Cy.
Exemple I1.a.2 : On pose :
f-{ R? > R
o y) P x?—y?
Exemple II.a.3 : On pose :
f: { R? > R
e y) o x?+y?

b) Limite et continuité

Définition (limite) : Soient U un ouvert de R? et f: U — R. On dit que f admet une limite £ en (a, b) si :
Ve > 0,3n. > 0tel que ,V(x,y) € U avec ||(x,y) — (@, D)|| < e, |f(x,y) — €| < €

Notation : Si f admet une limite € en (a, b), on note :

Ry [ B ) =

Exemple I1.b.1 : On pose :
(R)? > R
f 3x% + xy

xy) » ——=
Jx2 + y?

Montrer que f admet une limite finie en (0; 0).

Définition (Continuité en un point) : Soient U un ouvert de R? et f: U — R. On dit que f est continue en (a, b) si :
Ve > 0,3In. > 0 tel que ,V(x,y) € U avec ||(x,y) — (a,b)|| < e, |f(x,y) = f(a,b)| < €
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Notation : Si f admet une limite € en (a, b), on note :

f(x,y) = f(a,b)

lim
(x.y)—-(a,b)
Exemple I1.b.2 : On pose :
R? >R
si (x,y) # (0,0)

0 sinon

. v
H (x’ y) N x2 _|_ yZ
f est-elle continue sur R? ?

Définition (continuité en tout point) : Soient U un ouvert de R? et f: U - R. On dit que f est continue sur U si f est
continue en tout point (a, b) de U

Application ILb.3 : Soit f: (x,y) ~ y. Montrer que f est continue sur RZ.

Propriété I1.b.4 : Soient U une ouvert non vide de R? et f: U - R, g: U - R deux applications continues sur U.
e Toute combinaison linéaire de f et g est continue sur U
e Le produit f X g est continue sur U

e Le quotient § est continue 1a ou g ne s’annule pas

e Si@:I — R est une fonction continue sur un intervalle I de R avec f(U) c I, alors @of est continue sur U

Remarque : Une fonction polynomiale de R? est une combinaison linéaire de fonctions de la forme (x,y) ~ x"x™,
avec (n,m) € N2.
D’aprés la propriété I1.b.4, toute fonction polynomiale de R? est continue.



