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Correction DS 1

[Exercice 1: Recherche d’une limite
Le but de cet exercice est de déterminer :

o In(1+x)—x
lim ————
x-0% x?
Dans toute la suite de cet exercice on pose la fonction f définie par :
fitoIn(l+t)—t
1) Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f.
2) Démontrer que :

£2 2 43
Vi=20,——< f() S ——5++
> = f© > t3
3) En déduire la limite cherchée.
1) On sait que Dy, =]0; +0o[. On en déduit donc que :
D =1-1; +oof
2) On va démontrer cette double inégalité en deux fois.

£2
ler cas : Montrons que : Vt > 0, ey < f(®

On pose la fonction g définie sur [0; +oo[ par :
2

t
g:tl—)ln(1+t)—t+?
g est dérivable sur [0; +oo[ et :

vE> 0.g'(t) = 1 1+t_1+(t—1)(t+1)_ t2
=29\ =T B 1+t 14t
On en déduit donc que g est croissante sur [0; +oo].

2
De plusona g(0) =In(1) — 0 +07 =0
On en déduit donc que :

vt >0,g9(t) =0
On a donc :

)

vVt > 0,—?S f(t)
2 3

2ieme cas : Montrons que :Vt > 0, f(t) < - + =

3
On pose la fonction h définie sur [0; +oo[ par :
t2 &3
hit>In(l+¢t)—t+———
= In(1+1t) t- -3
h est dérivable sur [0; +oo[ et :
1 1+(-DE+1)—-t*A+t) —¢3
ViE>0,h(t)=———-1+t—t*= ( ) ) ( )= <0 (cart = 0donct3 > 0)
1+t 1+t 1+t
On en déduit donc que h est décroissante sur [0; +oo].
2 3
Deplusonah(O)=ln(1)—0+07—0?=O
On en déduit donc que :
Vt=>0,h(t) <0
On a donc :
2 3
> < —— 4
vVt >0, f(t) < 2+,;
3)Ona:
£2 2 43
VE>0——< f(t) < —— + —
>0 - < fOS -5+
Vi o 1_WmA+0-t_ 1 ¢t
ﬁ —— ——————————————— —— —
27 t? - 2 3
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Or on sait que :
I ( 1 N t) 1
tl}(}l E § B E
Donc d’aprés le théoréme des gendarmes, on en déduit que :
Inl+x)—-x 1

lim ———— = — -
-0+ x2 2

Exercice 2 : Démonstration d’une inégalité
Le but de cet exercice est de démontrer que on a :

TSNS

x+yl __Ix N lyl
"x+y)EP+1T x2+1 y?+1

1) Donner 1’énoncé complet de 1’inégalité triangulaire dans R, avec les deux relations. (On ne demande pas de
démonstration).
Dans toute la suite on définit la fonction g suivante :

t

t2+1

g.te
2) Déterminer le domaine de définition de g.
3) Déterminer les variations de g sur son ensemble de définition.

2
4) Soit (x,y) € [—% ,%] . Encadrer |x +y]| et |X| + |y].
5) En déduire que :

2 x4yl x| lyl

, < +
+y)2+17 |x2+1 |yl2+1

wnel1

I)Ona:
V(xx) € R?,||x| — [x]| < [x+x'| < [x] + |X]

2) On sait que : Vt € R, t% + 1 212t2+1¢0=>l)g =R
3) g est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables et :
P +1-2t2 1-t? -

(t2+1)2  (2+1)2°
Ainsi g'(t) est du signe de 1 — t2 car le dénominateur est positif.
Or on sait que :

Vte R, g'(t) = 0

1-t’>0et’<1ote[-1;1]
On a donc le tableau de variations suivant :

t|—oo -1 1 4+
gt)| - ¢ + ¢ -
91 ™~ 7

4)Ona:

2 J—

V(xy) € 1 1]
—_——— e
%Y 2’2

IA
e
IA

= -1<x+y<1=0<|x+y|<1

N~ N =
IA

<

IA
N =N =

Demémeona:
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2 J—

1

! 2

V@Jﬂf—ﬂﬂ =19 1 =0<[x+]yl<1
2

2

5) On sait que g est croissante sur [0; 1] et que :
2

1
vy € [-5i3| oyl <+ <1

On en déduit donc que :
g(0) < g(lx+yl) < g(x| + ly]) < g(1) car gestcroissante sur [0; 1]
Orona:
Ix +yl Ix +yl

X+yDZ+1 (x+y)Z+1

ﬂk+yD=(

Remarque :
vx € R, x? = |x|?
Deplusona:
x|+ 1yl x| N lyl
(xI +1yD2+1 (xI+1yD2+1 " (x| +yD? +1

gUxl +1yD) =

Deplusona:
Vix,y) ER (x| +lyD*+1=x*+y?+2|x|ly| + 1 =>x*+1

1 1 1
= < car x — — est décroissante sur |0; +oo
(xl+1lyD?+1 7 x2+1 X ] [

De méme :
1 1

<
(xl+1lyD*+1 7 y2+1

On en déduit donc que :

2
+
Ix +yl - x| lyl

) < +
x+v)2+1 7" x24+1 y2+1

one[3]

|Exercice 3 : Tangentes communes|

On définit f:x — e* et g: x — +/x. On cherche & déterminer le nombre de tangentes communes a leurs courbes
respectives Cr et Cy.
1) Donner I’ensemble de définition de f et de g.
2) a) Pour a € R, on note (T, f) la tangente a Crau point d’abscisse a. Déterminer 1’équation de (T, f).
b) Dé méme, pour b € R**, on note (T, g) la tangente a Cgau point d’abscisse b.
3) Montrer que pour touta € Retbh € R**, ona:

a=-In(2) - 1ln(b)
(T.f) et (T, g) sont confondues < 1 2
b — Eln(b) =1+1In(2)

3) Pour £ > 0, on pose :
1
u(lt) =t— Eln(t)

Déterminer le nombre de solutions de I’équation u(t) = 1 + In(2)
4) En déduire le nombre de tangentes communes a Cr et C.

1) On sait que Dy = R et Dy =]0; +oo[
2) a) On sait que :
Vx ER, f'(x) =e*
On en déduit que :
(T f)y=f'@x—a)+f(a)=e*(x—a)+e?=e%x+e*(1—a)
= (T ):y = e*x + e*(1 — a)

b) On sait que :




vx € R, g'(x) = !
g 2Vx
On en déduit que :
1 1 Vb
T,9):y =g (b)(x —b) + g(b) =——=(x —b) +Vb = —=x +—
(Tpg):y = g'(b)(x — b) + g(b) 2\/3( ) 2
L (T.g) 1 +\/3
Yy =——=x+—
W e 2
3) On en déduit donc que :
1
a
2vb

(T.f) et (T, g) sont confondues <

=10

— {a = —1In(2) — %ln(b)
b=1-a

a=-—In2)— %ln(b)
=2

1
\b =1+1In(2) + Eln(b)

a=-—In2)— %ln(b)
S

b — %ln(Z) =1+1In(2)

4) On sait que D,, = ]0; +o[. De plus u est dérivable sur ]0; +oo| et :
vt >0,u'(t) =1 Lozl
A YA Y:

On en déduit donc que :

tO%—I—oo

2A-1| — (> +

flo) | NG/

Deplusona:
1 1 1

u(z)=3-3m (%) - %U“(Z) D

lim u(t) = +
Ji u(@) = s

De plus on sait que :

Deplusona:

1 ln(t)
llm u(t) = hm [t — —ln(t) 11m t [1 —=

Or on sait que :
_In(¥)
lim

t—>+0

= 0 (par croissance comparée)

On en déduit donc que :
lim u(t) = +o

t—>+0
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On a donc :
1
t 0 E +0o0
2t—1 — ¢ +
4o 40
f@| T -~
L1+n(2)
On sait que :

%(1 +1n(2)) <1+ 1In(2)
On sait que u est :
e Continue sur ]0; 0,5]
e  Strictement décroissante sur ]0 ; 0,5]
Donc d’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, u prend toutes les valeurs de E 1+ 1In(2)); +00[

une seule fois sur ]0 ; 0,5]. Donc :

‘EI! t1 €]0;0,5], telqueu(t;) =1+ ln(Z)‘

De méme on sait que u est :
e Continue sur [0,5; +oo[
e Strictement croissante sur [0,5; +oo[
e Donc d’aprées le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, u prend toutes les valeurs de
E (1 +1n(2)); +00[ une seule fois sur [0,5; +oo[. Donc :
3't, €[0,5; +oof, tel que u(t,) = 1 + In(2)|

5) On en déduit qu’il y a deux tangentes communes a Cy et Cy, aux points d’abscisses t; et t;.

(TF) =|(Tug)
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Probléme 1 : La fonction th

On rappelle que :
eX — g~X
vx € R,sh(x) = —
eX+e™*
Vx € R,ch(x) = —
On définit alors la fonction tangente hyperbolique, notée th, par :
vx € R, th(x) = M)
*EBEW T 0

Partie A : Une bijection
1) a) Démontrer que :
Vx € R,ch?(x) —sh?(x) = 1
b) Montrer que th est impaire.
¢) Déterminer les variations de th sur R et en déduire que th réalise une bijection de R dans | — 1; 1[.

2) Résoudre th(x) = %

3) a) Montrer que :
V(x,y) € R? ch(x +y) = ch(x)ch(y) + sh(x)sh(y)
b) En déduire que :
th(x) + th(y)
1 + th(x)th(y)
4) Tracer la courbe de la fonction th en y faisant apparaitre les éventuelles asymptotes, et la ou les solutions de
1
E.
Partie B : Etude de la bijection
On pose la fonction th™! = argth la fonction réciproque de th.
1) Déterminer I’ensemble de définition de argth.
2) Déterminer les variations de argth sur son ensemble de définition.
3) Démontrer que :

V(x,y) € R?,th(x+y) =

I’équation th(x) =

1 1+x
VX € Dyrgth, argth(x) = Eln (1 — x)
4) Démontrer que :

VXE Dargth' argth'(x) = m
5) Montrer que la fonction argth est impaire.
6) Tracer la courbe de la fonction th en y faisant apparaitre les éventuelles asymptotes.

Partie C : Une premiére application
. h ch(x) —1
(X P —_—
X arg ch(x) +1

On pose :
1) Vérifier que le domaine de définition de t est R.
2) On pose y = ch(x). Vérifier que la fonction h définie par h(y) = t(x) sécrit sous la forme :

h(y) = %ln (y +./y? — 1)

x|
Vx € R t(x) = >

3) En déduire que :

Partie A : Une bijection
1) a)Ona:

eX+e X2  eX—e X%  (eX)? + 2e¥e X + (e7¥)2 eX)?2 — 2eXe X + (e7¥)?
VXER,chZ(X)—shZ(X)z(T)—( : ):() - ()" () - )

“242o
=3+7=
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b) th est impaire :

h(— h
h(x) __sh() _ o
ch(—x) ch(x)
¢) On sait que th € D(R) par quotient de fonctions dérivables sur R et :
ch’(x) —sh?(x) 1

Vx € R,th(—x) =

Vx € R, th'(x) = hZ () = >0
On en déduit donc que th est strictement croissante sur R.
Deplusona:
. ex _ e—x . 1— e—2x
A e i, Ty e L
De plus th est impaire :
On en déduit donc que :
Xl_l)r_n?o tb(X) - -1 r |-o0o 0 4o
On a donc le tableau de variation suivant : th/(x) +

th /

On en déduit donc que :

e th est continue

e th est strictement croissante

o f(R)=]—-1;1]
Donc d’aprés le théoréme de la bijection, th réalise une bijection de R dans | — 1; 1].
2)Ona:

1 eX—e™ 1 2e*—e™)—(eX+e*

th(x)=5@m=5® ( 2(eX)+e(‘X) )=0(:)ex—3e‘x=0<=>ezx=3(:>x=ln(\/§)

On en déduit donc que :

th(x) = % S x= ln(\/g) = %ln(B)

3) a)Ona:
Xty 4 e—(x+y)
V(x,y) ER%ch(x+y)=———

2
B e*eY + e Xe™
a 2
Deplusona:
eX+e X /e¥ +e7Y eX —e X\ je¥ —e7Y
ch(x)ch(y) + sh(x)sh(y) = ( 5 )( > ) + ( > )( > )
B eX+y 4 eXY 4 e—x+y + e—(x+y) ex+y — XY — e—x+y + e—(x+y)
B 4 4
B eXe¥ + e XY
- 2
ex+y + e—(x+y)
S —
=ch(x+y)
On a donc :
IV (x,y) € R?, ch (x+y) = ch(x)ch(y) + sh(x)sh(y)
b)Ona:

sh(x) sh(y)
th(x) + th(y) ch(x) ' ch(y) _ sh(x)ch(y) + ch(x)sh(y)

V(oY) € R% th(x)th(y) 1 4 Sh()sh(y) ~ ch(@)ch(y) + sh(x)sh(y)
ch(x)ch(y)

Orona:
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V(x,y) € R?% ch(x)ch(y) + sh(x)sh(y) = ch (x +y)
Demémeona:

V(xy) € R?,sh(x)ch(y) + ch(x)sh(y) = (ex > e_x> (ey : e_y) + (ex : e_x) (ey ; e_y)

2 2 2 2
Xty 4 X7y _ o=X+Y _ e—(x+y) Xty _ XY 4 o=X+Y _ e—(x+y)
B 4 4

eXey J— e_(X+y)

= f
Xty _ e—(x+y)

2

=sh(x+y)

On en déduit donc que :
th(x) + th(y) _ sh(x)ch(y) + ch(x)sh(y) _sh x+y)

v € R? = = = th
y) € R th@th(y) ~ ch(x)ch(y) + sh()sh(y) _ch(x +y) P&+
4) On a la courbe suivante :
y=1

1

A(ln(V3), 5)
.................. R P PSS S (g St A Sy g S S St PR R 'y A i iy Sy Sy S s e s s iy Ry
T —I
e’ —e€
y =th(z) =|——— y=—1
2

Partie B : Etude de la bijection
1) On sait que th réalise une bijection de R dans | — 1; 1] donc argth est définie sur | — 1; 1].
2) On sait que th est croissante sur R donc argth aussi.
3) On a plusieurs méthodes a notre disposition :
Méthode 1 : Ce qu’il faut faire si on ne connait pas le résultat
Soity €] — 1; 1[. On résout :
th(x) =y
eX—e”*
oo Y
SeX—eF=yeX+ye™
SeX—1=eXy+y
SeX(1-y)=1+y

1+y
(:)2X=ln(1 )carye]—l;l[
-y
1l (1+y)
Sx==
=M1y
Méthode 2 : On compose
On calcule :
L 1tmey 1 [1+5) 1
- X\ _ 2 eX+e X | _ L o ooxy _
VXE]R{,Zln<1_th(X)>—21n 1_eX—e‘X —Zln(e )=x
eX+e7X

Comme th est bijective on en déduit que :

1
vx E] -1 1[, th_l(X) = argth(x) — Eln(

4) La encore on peut le faire de deux fagons.

1+X)
1—x



Page 9 sur 10

Méthode 1 : Avec la question précédente
1+x

1—x

1 1 1
vx €] — 1; 1], argth(x) = Eln( ) = Eln(l + x) —Eln(l —X)

On en déduit donc que argth € D(] — 1; 1]) et :

vxE]—-1;1 th’()—lx ! 1>< ! —1><<1 + 1)— !
X€l = Llargth' ) =5 X =9 X =2 Tex T1=x) " 1=x
Méthode 2 : Avec la formule des dérivées composée

1
vx €] — 1;1[,argth’(x) = ————
] [ argth’(9) th’(argth(x))
Or on sait que :
ch?(x) — sh?
VxR th'() = O =S ey

ch?(x)
On en déduit donc que :
vx €] — 1; 1[, th’(argth(x)) = 1 — th?(argth(x)) = 1 — x?
On en déduit donc que :

vx €] — 1; 1[, argth’(x) =

1—x?
5) On sait que th est impaire. On a alors :

vx €] - 11, {—th(argth(x)) =—x= th(—argth(x))

th(argth(—x)) = —X
On en déduit donc que :
vx €] — 1; 1, th(—argth(x)) = th(argth(—x))
Comme th est bijective on en déduit donc que :
vx €] — 1; 1|, —argth(x) = argth(—x)

Donc argth est impaire.

Remarque : On peut aussi le démontrer en étudiant la dérivée de f: x = argth(x) + argth(—x)

y = angth(x)

4

A N S TSR RS A I S I R e S S
%)

ri=—1 T =

Partie C : Une premiére application
1) On doit vérifier que :
B ch(x) —1
VXER,O_Ch(X)+1<1

On sait déja que :
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vx € R,ch(x) =1
On en déduit donc que :

VXERM>O
"ch(x)+1
Deplusona:
ch(x) -1 2
VXER 1 T 1

On en déduit donc que D; = R.
2) Soitx € Rety = ch(x). On a alors :

y—1iy
ch(x) —1 -1 1 +1 1 -1+,y+1
t(x) = argth L = argth i St P 0 AL A 3 <\/y vy >
ch(x) +1 y+1 2 y—1 2 \Jy+1-ly-1

1- 571

Or on sait que :

\/y—1+\/y+1_(\/y—1+\/y+1)2_y+1+y—1+2 y2—1

) - + 2_1
N Fi-Jy-1 2 2 v

On en déduit donc que :

vy e]l—-1;1]

1
vy €] - 1;1[h() = n (y+Vy2—1)

Vx € R, t(x) = argth ch() — 1
x &R HX =arg ch(x) +1

= %ln (ch(x) +4/ch?(x) — 1)
= %ln (ch(x) + /sh? (x))

= %ln(ch(x) + [sh(x)])

3) On sait que :

Or on sait que :
_(sh(x)six=0
vx € R, |sh(x)| = {_sh(x) six <0

On en déduit donc que :

1 1 . X
Eln(ch(x) +sh(x)) = Eln(e )= 5 six >0 - ﬂ

Vx € R, t(x) = 1 <
Eln(ch(x) - sh(x)) = Eln(e‘x) = —Esix <0



