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Chapitre 7 : Vocabulaire ensembliste
Partie A : Ensemble

I) Vocabulaire

a) Notations

Définition (Ensemble) : Un ensemble en mathématiques est une collection d’objets, ces derniers sont appelés ses
¢léments. On note souvent cela a 1’aide d’accolade {} (mais aussi a 1’aide de crochets ou de doubles crochets pour les
nombres réels ou entiers).

Exemple La.1 : E={0;1}, Q = {Pile ; Face}, N={0;1;2:3;...},4A ={0;1;...; 10} = [0; 10],1 = [0; 5].

Remarque 1 :
e Un ensemble qui ne contient aucun élément est appelé ensemble vide et noté : @.
e Six estun élément d’un ensemble E on note alors : X € E et sinon : X € E.
e Si E ne contient qu’un unique élément, on appelle cela un singleton, E = {a}.

Exemple La.2 : Soit E ’ensemble des nombres qui sont a la fois pairs et impairs. Déterminer E.
Exemple L.a.3 : 9,4 € [0; 10] mais 9,4 ¢ [0;10]
Application L.a.4 : Soit E ’ensemble des fonctions définies sur R, qui sont a la fois paires et impaires. Déterminer E.

b) Définition d’un ensemble

Définition par proposition : On peut définir un ensemble E a I’aide d’une proposition, cette derniére n’étant vérifiée
par tous les éléments de E, et seulement eux.

Exemples L.b.1 : Déterminer les ensembles suivants :
E={x€eR tel que |x— 2| < 3} F={z€C;|z-2| <3} G={neN|3IpeNp?=n}

Exemple Lb.2 : On pose : E = {f € C°(R) tq f(0) = 1}. Déterminer trois éléments de E.

Définition par expression : On peut définir un ensemble E a I’aide d’une expression f(t), ou tous les éléments x de
E peuvent s’exprimer a ’aide d’un élément t d’un autre ensemble B tel que x = f(t).
On pose E = {f(t) tel que t € B}.

X€EE < 3teBtelquef(t) =x

Exemple I.b.3 : Déterminer les ensembles suivants :

. 1
E = {5+ 6i+2e", 0 € [2r; 3]} F={m.n€N} G = {ch(t),t € R}

¢) Inclusions

Définition (Inclusion) : On dit que A est inclus dans B, noté ACB si tout élément de A
est un élément de B :

(ACB) e (x€ A= X EB) B
On dit alors que A est un sous-ensemble de B ou que A est une partie de B.

Remarque : Pour démontrer qu’un ensemble A est inclus dans un autre ensemble B, il
suffit de prendre n’importe quel élément de A et de montrer qu’il est dans B.
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Exemple I.c.1 : Montrer que :
1
{E+ib;b € ]R}C {zeCz(z—1) e R}
Remarque : Pour montrer que deux ensembles A et B sont égaux, il suffit de montrer que A € Bet B c A.
Application Ic.2 : Soit A={x € R; x? < x}. Montrer que A=]0 ;1[.
Attention : Il faut alors différencier 1’inclusion C et I’appartenance €. On peut passer de 1’une a I’autre en utilisant
I’ensemble des parties d’un ensemble.
On note P(B) I’ensemble des parties de B.
AcBe AeP(B)
Exemple : R c Cou R € P(C).
Application I.c.3 : Déterminer toutes les parties de E = {a ;b ;c}

II) Union, intersection et complémentaire

a) Union et intersection

Définition (Union) : A U B, se lit « A union B », est I’ensemble composé des ¢léments de A et de B réunis.
AUB={x€eAoux € B}

A N B se lit « A inter B », est I’ensemble composé des éléments qui appartiennent a A et B.
ANB={x€eAetx € B}

Exemple ILa.1:{0;1;2} U {1;2;7} = {0;1;2; 7} et {0; 1; 2} n {1; 2; 7} = {1; 2}

Notation : Si on dispose d’une famille d’ensemble (A;)<j<n, On note I’union (ou I’intersection) de tous les éléments

U]1—— 1+- [ (1]]1——1+k[

Proposition I1.a.3 (régle de calcul) : Soient A, B et C des sous-ensembles d’un ensemble E. On a alors :
e (Commutativitt) ANB=BNA etAUB=BUA
e (Associativitt) (ANB)NC=AN(BNC)et (AUB)UC =AU (BUUC) (On peut écrire sans ambiguité :
AnNnBNnCetAUBUC
e (Eléments neutres) E est un élément neutre pour I’intersection : VA € P(E), ANE=A
@ est un élément neutre pour I'union : VA € P(E),AUQP =A.
o (Distributivité de I’union par rapport a I’intersection et vis verca) :
ANn(BUC)=(ANB)UANC) etAU(BNC)=(AUB)N(AUC)

Application Il.a.2 : Déterminer :
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b) Ensembles disjoints et partition

Définition (ensembles disjoints) : Soit E un ensemble et (4, B) € P(E)?. On dit que A et B sont disjoints si et
seulementsi AN B = @.

Exemple IL.b.1 : Déterminer un ensemble E et deux ensembles A et B de E, disjoints.

Définition (recouvrement disjoint, partition) : Soit (4;);¢; une famille de parties d’un ensemble E. On dit que
(A;);e; forment un recouvrement disjoint de E si et seulement si :

E:UAl

i€l

o (A;)ig recouvre E :

e Les ensembles 4; sont deux a deux disjoints :
VOGN ERi#j=ANA =0
Si aucun des A; n’est vide, on parle alors de partition de E.

Exemple ILb.2 : On considére A = [0;1[ B =[1;2],C = E ; 1]. (4, B, €) forment-elle une partition de [0; 2] ?

Remarque : On se sert souvent d’une partition en dénombrement ou en probabilité. On découle de cela la loi des
probabilités totales !

¢) Privation et complémentaire

Définition (Privation) : En Mathématiques lorsque 1’on désigne un ensemble « amputé » de certains de ses éléments,
on utilise la notation \.

Exemple Il.c.1 : Déterminer R\{0,1}.

Définition (Complémentaire) : Soit A un sous-ensemble d’un ensemble E. On désigne le complémentaire de A, noté
A ou E\A ou (4, I’ensemble :
A=E\A=A°={x€E;x ¢ A}

Exemple Il.c.2 : Déterminer [0; 1]€ sur R.

Application Il.c.3 : Soient A et B deux sous-ensembles d’un ensemble E. Montrer que :

1)AUB=ANB 2)A=A3)AcB<ADB

III) Produit cartésien d’ensembles

a) Généralités

Définition (Produit cartésien) : Soient E et F deux ensembles. Le produit cartfiesien E X F est I’ensemble des couples
(x;y)telquex€Eety€F.

Exemple I1L.a.1 : Déterminer [0; 1] X [—2; 3].
Remarque : Si E = F on trouve la notation E X F = E2. De la méme maniére, on peut définir E® = E X E X ... X E.

Exemple IIl1.a.2 : Déterminer un élément de [C°(R)]3.

b) Propriété algébrique du produit cartésien

Proposition IILb.1 : Soient A,B,C et Ddes parties d’un ensemble E. On a alors :
(AXCU(AxD)=Au(CuD)
AxCNn(BxD)=(AnB)x (CnD)

Remarque et contre-exemple IIL.b.2 : En général (A X C) U (B X D) n’est pas égale a (A X B) U (C X D). Trouver
un contre-exemple !




