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Exercice 1 : Un peu de complexes 

 

On pose :  

𝑓: {

ℂ\ℝ → ℝ

𝑧 ↦
ℐ𝑚(𝑧5)

ℐ𝑚(𝑧)5 

 

1) Déterminer l’image de 1 + i. 

2) a) Résoudre l’équation 𝑠𝑖𝑛(𝜃) = 0. 

b) En déduire l’ensemble 𝑓−1({0}). 

c) Montrer que 𝑓 n’est pas injective. 

3) On va montrer dans cette question que 𝑓 n’est pas surjective. 

a) Rappeler la formule du binôme de Newton. 

b) On pose 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦, (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ × ℝ\{0}. Montrer qu’il existe un polynôme Q tel que 𝑓(𝑧) = 𝑄 (
𝑥

𝑦
). 

c) Etudier la fonction suivante sur ℝ 𝑥 ↦ 5𝑥4 − 10𝑥2 + 1. 

d) En déduire la valeur de :  

𝑚 = 𝑚𝑖𝑛
𝑧∈ℂ\ℝ

ℐ𝑚(𝑧5)

ℐ𝑚(𝑧)5 
= 𝑚𝑖𝑛 (

ℐ𝑚(𝑧5)

ℐ𝑚(𝑧)5 
, 𝑧 ∈ ℂ\ℝ) 

e) Déterminer 𝑓−1({𝑚}). 

f) Montrer que 𝑓 n’est pas surjective. 

 

 

Exercice 2 : Une bijection sur un sous-ensemble de ℂ 

Dans tout cet exercice on pose :  

𝑓 ∶  {
ℂ\{−𝑖} → ℂ

𝑧 ↦
𝑧 − 𝑖

𝑖𝑧 − 1

 

1) Montrer que 𝑓 réalise une bijection de ℂ\{i} dans un sous-ensemble de ℂ à déterminer, puis déterminer une 

expression de 𝑓−1(𝑧). 

2) Déterminer 𝑓−1(ℝ) = {𝑧 ∈ ℂ 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑓(𝑧) ∈ ℝ}. 

3) Démontrer que l’équation 𝑓(𝑧) = 𝑧 admet deux solutions distinctes.  

4) Dans cette question on souhaite montrer que :  

𝑓−1(𝕌\{−𝑖}) = ℝ 

a) Montrer que :  

∀θ ∈ ℝ, 1 − eiθ = −2isin (
θ

2
) e

iθ
2  

b) En déduire que :  

∀𝜃 ∈ ]−
𝜋

2
;
3𝜋

2
[ , 𝑓(𝑧) = 𝑒𝑖𝜃 ⟺ 𝑧 =

− cos (
𝜃
2 +

𝜋
4)

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃
2 +

𝜋
4)

= −𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 (
𝜃

2
+

𝜋

4
) 

c) Démontrer que :  

∀𝑥 ∈ ℝ, ∃! 𝜃 ∈ ]−
𝜋

2
;
3𝜋

2
[  𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑥 =

− cos (
𝜃
2 +

𝜋
4)

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃
2 +

𝜋
4)

 

d) Conclure. 

5)  a) Soit n ∈ ℕ, n ≥ 2. Rappeler les solutions de zn = 1. 

b) Résoudre l’équation (𝑓(𝑧))
𝑛

= 1. 

 


