Correction TD 7 : Vocabulaire ensembliste
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Partie A : Ensemble

Exercice A.1 : Démontrer que :
A=B< AUB=ANB

C’est une équivalence. On peut raisonner dans les deux cas.
1 cas: =
SiA=Balors AUB=A=AnNB.CCesttrivial !

2ime oqg 1

SIAUB=ANB.Soitx€A.Onaalors:x € AUBdoncx € AN Bdoncx € B. Donc A c B.

Demémeona:x€EB=x€AUB=x€ANB =xe€A.DoncBc A
Ainsi A = B.

Exercice A.2 : Démontrer que :
AUB=ANCsBcAccC

La encore c’est une équivalence.
1 cas: =
On suppose que AUB =ANC.
On a alors :

XxXEB=x€AUB=x€eANC=x€A

On en déduit donc que B € A.
De méme :

XEA=x€EAUB=x€eANC=x€eC

On en déduit donc que A c C.
On a donc :
AUB=ANnC=BcAccC

21me cas 1 =
On suppose que Bc A c C.
On a alors :

XxXEAUB=x€eA=x€ANC
On en déduit doncque AUB c AnC.
De méme on a :

xEANC=xeA=x€AUB
On en déduit doncque ANCc AUB
OnadoncbienANC=AUB.

Exercice A.3 : Soient A,B et C trois ensembles. Démontrer que :
{A UBcAUC

AnBcanc ~BcC

Soit x € B. On a alors :
XEB=x€AUB=x€AUC
On en déduit donc que :
XEA
XEB=1 ou

x €C
SixeAalorsx e ANBdoncxe AnCdoncx € C.

On en déduit donc que :
XEB=x€C
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On en déduit donc que :

{AUBCAUC=>BCC

ANBcANC

Exercice A.4 : Enumérer : P({1;2:3;4})

Il'y a 16 sous-ensemble de {1 ;2 ;3 ;4}
. 4 _ ).
Le sous —ensemble vide <(0) = 1> 10

Les singletons (ceux qui sont seuls) ((41}) = 4): {1},{2}, {3}, {4}

Les couples (ceux qui sont deux) <(;) = 6): {1,23,{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4}

Les 3-uplets (ceux qui sont trois) <(;L) = (11}) = 1>: {1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4}

L’ensemble lui-méme <(j) - 1): (1,2,3,4)

On a alors :
P{1,2,34}) = {(Z), {1},{2},{3},{4},{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4},{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4}, {1,2,3,4}}

Exercice A.5 : Soient E et F deux ensembles. Déterminer une relation entre :
a) P(EUF) et P(E)UP(F)

b) P(ENF) et P(E)NP(F)

c) P(ExF) et P(E)xP(F)

a) On a une inclusion : P(E) UP(F) c P(EUF)
On effet si on pose E = {1,2} et F = {3} on a alors :
PEUF) = P({1,23)) = {0, {1},(2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}

Alors que :

P(1,2) = {0,{1},{2},{1,2}} et P({3}) = {0, {3}}

On en déduit donc que :
P{1,2}) u P(3}) = {@,{13,{2},{1,2},{3}} € P({1,2,3})
b) On un ici une égalité : P(E) N P(F) = P(ENF).
On peut raisonner par équivalence !
A€ePE)NP(F) = {
On a donc bien P(E) N P(F) = P(ENF).
c¢) La encore on a une égalité !
B A, € P(E)
A€ PE) xP(F) < A= (Al,Az),{AZ -
On a donc bien P(E) x P(F) = P(E X F).

AE?(E)(:){ACE

A€ P(F) AcF(:)AcEnF@Ae:P(EnF)

A CE

Ach(:ACEch)AE?(EXF)

= A= (A4

Exercice A.6 : Soit A, B et C trois sous-ensembles d’un ensemble E. Montrer que :
AcB&e P(A) cP(B)

C’est une équivalence.

1 cas: =

On suppose que A € B. Soit C € P(A). On a alors C ¢ A donc C c B donc C € P(B).
On a donc P(A) c P(B).

21eme a5 &

On suppose que P(A) € P(B). On sait que A € P(A) donc A € P(B) donc A c B.
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On a donc :
AcBe P(A) cP(B)

Exercice A.7 : Montrer que :
a) (A\B)\C = A\(BU ()
b) (A\B) n (C\D) = (An C)\(Bu D)

a) C’est une égalité d’ensemble. On peut ici raisonner par équivalence :

Ona:
XEA
x € A\B XEA
xE(A\B)\C@{ e @{)}::g@{XEBUc@XE(A)\(BUC)

On en déduit donc que :
(A\B)\C = A\(BU ()
b)Ona:
XEA
XEA\B@ x&B@{xEAnC
x € C\D x€C x&BuUD
x&D

x € (A\B) n (C\D) & { =x€e(ANC)\(BUD)

On en déduit donc que :
(A\B) n (C\D) = (AnC)\(BuUD)

Exercice A.8 : Soient (A;);es et (Bj)je deux familles de sous ensembles de E tel que :
ViEI,E=AiUBi

(0

i€l i€l

Montrer que :

Ici on peut raisonner par double inclusion.
1¢" cas : Montrons que :

(Us)U(Ne) <
i€l iel
On sait que :

Vi € I, (A;,By) € P(E)?
On en déduit donc que :

On a donc :

IGEE

i€l i€l

<(Unu0)

i€l i€l

21me ¢q¢ : Montrons que :

Soit x € E. On en déduit donc que :
ViEI,XEAiUBi
1 cas : Il existe iy € I tel que x € A;;

s enxen, =xe (| a) =xe(Ja)U(N)

i€l i€l i€l

On en déduit alors que :
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2itme cas Vi ELx & A
On sait que Vi € I,x € A; N B;. On en déduit donc que Vi € [, x € B;. Donc x € N Bi. On a donc les implications

suivantes :
ViEI,X%Ai=ViEI,XEBi=XE<ﬂBi>=XE (UA1>U<ﬂBi>

i€l i€l i€l

(U

i€l i€l

On en déduit donc que :

Partie B : Applications

Exercice B.1 : Soit E un ensemble, A et B deux sous-ensembles de E.
a) Déterminer les fonctions caractéristiques de A; AN B,A U B en fonction de 14 et 1.
b) En déduire a I’aide de I’indicatrice que :

ANB=AUB<= A=B

a)Ona:
1sixeA 1six&A 1—-0six&A
1‘_\()():{ 0 sinon ={ 0 sinon 2{1—1six€A=1_1A(X)
On en déduit donc que :
13 =1-14
De méme on a :
1SiXEAﬂB:{1SiXEAetXEB

0 sinon 0 sinon =1a() x1(x)

1ane(X) = {
On en déduit donc que :
1anp =1a X 1p

Enfinona:
1six€eA
1sixeAUB .
Laus() = {7550 7 F = 11six € B = 1400 + 1500 — 1409 X 1(9)
0 sinon

On en déduit donc que :
Taup =1a+1p—1aX1g =14+ 15— 1pnp
b)Ona:
ANB=AUB &S 1y X1g=1,+15— 1, X 15
S 21, X 1g =1, + 15
1 cas:Si1,(x) =1 = 15(x) =1
2itme eas 1 Si1,(x) =0 = 15(x) = 0
On en déduit donc que :
21, X 1g =1+ 1g = 1, =15
On en déduit donc que :
ANB=AUB< A=B

Exercice B2 : On pose :

y R—-R

: {x — cos(x)
Déterminer les ensembles suivants :

070 (£52]) 57710010672 Com 67200 10 £ ()

f(R) = f([0;m]) = [-1;1]
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£-1({0}) = {g +kmkez) = U {g + k)

kez
-1 ({@}) =+ amkeu{-F+amker) = LJZ{% 2Aee} U {5 + 2k
£-1([0; 1]) = U [—g + an;g+ 2kn]

keZ

(e (0p) = £({5 + km k € 2}) = (0}

£(£-1([0; 1])) = f(U [—g + an;g + an]> = [0;1]

keZ

£1(F({0]) = £ ({1}) = (2km k € 7} = U{an}

keZ

Exercice B3 : Soient E un ensemble, A une partie de F et f une application de E dans F. A-t-on :
1@ = 1A

On raisonne par équivalence :
xeEflA)efxeAof(x)gAoxef1(A) ©xef1(A)

Exercice B.4 : On pose :

) C-C

f {Z —z2+z
On pose I’ensemble :

1
A={Z€C; Z+E|=2}

Déterminer f(A) et f1(R)

On sait que :

1 1 . o 1
ZEA S z+z|=2<:>EIGE]R,2+§=2e‘ < 30 € R,z = 2¢! —3

On a alors :
2

. 1 | . | | .
f — 2 :(2 19__) 2 19__:4 219_2 i0 42 19__:416__
(z)=2z“+z e > + 2e > e e +4+ e > e 2
On en déduit donc que :

1 : 1
zEA(z)EIGE]R,f(z)+Z=4e19(:) f(Z)+Z| =4

(reclerd=4)-fec

Remarque : On peut alors traduire cela par le fait que I’image du cercle de centre | (— %, 0) et de rayon 2 est le cercle

On en déduit donc que :

+1|—4}
z+=

de centre I' (— i, 0) et de rayon 4.

On peut faire un programme python pour illustrer cela :
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. : | & Figure1 =
def f(x,y):
return(x**2-y**2+x, y+2*x*y)

def courbe(n): ] —

import random as r N \\

import math as m A

abscisse=[] 2

ordonnee=[]

ai=[] 1

0i=[]

for i in range(n):
theta=6.28*r.random()
abscisse.append(2*m.cos(theta)-0.5)
ordonnee. append(2*m.sin(theta)) -2
ai.append(f(abscisse[i],ordonnee[i])[@])
oi.append(f(abscisse[i],ordonnee[i])[1])

import matplotlib.pyplot as plt

plt.plot(abscisse,ordonnee,"*r")

—_——

—4 -2 0 2 4

plt.plot(ai,oi, .g")
plt.axis('equal’)
plt.show() # €9 #lQ|=

De méme on sait que :
fTIR)={z€Cf(z)=z>+z€R}
On sait que de plus que :
22 +z = (Re(z)* — Im(z)* + Re(z)) + 2i(Re(z)Im(z) + Im(z))
On en déduit donc que :

IJm(z) =0
722+ 7€ R e Re(z2)Im(z) + Im(z) = 0 & ou
Re(z) = —1

On en déduit donc que :
f7I(R) ={z=xouz=—-1+1iy,(x,y) € R?}

Remarque : On peut alors traduire cela par le fait que I’image d’un complexe z par f est réel si et seulement si le point
d’affixe z est soit sur la droite des abscisses, soit sur la droite d’équation x = —1.

Exercice B.5 : Déterminer si les applications suivantes sont injectives, surjectives et bijectives :

. 10; +oo[ - [0; +oo[ g.{ R2 - R2 { RZ 5 R
' X=X+~ xy) — (x+y;xy) xy) —x—y?
N->7Z
¢ g sin pair g:{ R? > R2 h:{ R2 - R2
e T (xy) — (x—y; —2x + 3y) (xy) — (max(xy) ; min(x y))
— S1 n 1impaltr

]0; +00[ = [0; 4+00[
f: 1
X X+ -
X
Cette fonction n’est ni injective ni surjective. On peut le montrer de plusieurs fagons.
Méthode 1 : Avec des ensembles

1¢" cas : f n’est pas injective

f(l)—1+2—2+1—f2
mpte=245=1@

Donc fn’est pas injective.
2ime ¢as : f n’est pas surjective

x2+1

1
f(x)=0=x+;=0= =0=Xx€EQD

X
On en déduit donc que 0 n’est I’image de personne par la fonction f.

Méthode 2 : Par une étude de fonctions
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On sait que f estr dérivable sur ]0; +-oof et :
1 x%2-1
vx > O,f,(X) = 1——2=—2
X X
On a alors :

xr |0 1 +x
f@] - ) +
PN/

On peut alors remarquer que tous les nombres de 1’intervalle [0; 2[ ne sont pas atteint, donc f n’est pas surjective.
De plus on peut voir f n’est pas monotone et comme elle est continue, elle ne sera pas injective.

ENE] 1 2 3 4 3 6 7 8

{ RZ N RZ
Elxy) — x+y;xy)
1°" cas : g n’est pas injective

Eneffeton a:

g((1,0)) = (1,0) = g((0,1))

Donc g n’est pas injective.

2itme 0qg : o n’est pas surjective
En effet on résout :
x+y=1

g(ey) =3 e {0

OronaA=1-36 =-35<0.Doncz?— 1z + 3 = 0 n’admet pas de racine réelle. Donc (1,3) n’est par atteint par
g. Donc g n’est pas injective.

& x ety sontracines réellesdez? — 1z +3 =0

Remarque : On sait d’apres le cours précédent sur les nombres complexes, partie C, que :

Propriété Lb.3 (Relation coefficient racine) : Soit (a; b; c) € C3,a # 0. On a alors :

c
lez - —
Z1,Z, sont les solutions deaz? + bz +c=0 © 4
21tz = ——
1122 3
On cherche a savoir si g est surjective ou non. On pose (x',y") € R?.
On cherche a résoudre g((x, y)) =(y).Ona:
+y=x
g(xy)=,y) e {Xxyy_ y,X © x ety sontracines réellesde z> —x'z+y' =0

OnaA =x"? — 4y
On en déduit donc que :

g(R?) = {(x",y") € R*x"? > 4y'}
Cela est beaucoup plus précis qu’un simple contre-exemple. Mais cela nous permet aussi facilement de découvrir un
contre-exemple ! On peut faire un programme Python qui illustre cela !
On en déduit aussi que 1’aquation g((X, y)) = (a, b) n’admet aucune solution si a? < 4b, admet une unique solution si
a? = 4b et deux solutions si a? > 4b.




On a le programme suivant :

def f(x,y):
return(x+y, x*y)

def courbe(n):

import random as r
abscisse=[]
ordonnee=[]

ai=[]

oi=[]

for i in range(n):

abscisse.append(20*r.random()-10) |

ordonnee.append(20*r.random()-10)

ai.append(f(abscisse[i],ordonnee[i])[@])
: oi.append(f(abscisse[i],ordonnee[i])[1])
import matplotlib.pyplot as plt
plt.plot(abscisse,ordonnee,"*r")

plt.plot(ai,oi,"
plt.show()

*g")
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L’image est obtenu avec courbe(1000).

1°" cas : h n’est pas injective
Eneffetona:

Donc h n’est pas injective.

2ieme oag ¢
Ona:

h est surjective

Donc h est surjective !

{ R? > R

xy)—x—y?

h((0,1)) = -1 =h((0,-1))

vce R h((c,0)) =c

1¢" cas : f est injective
Eneffetona:

f(n) = f(n") & <

Donc f est injective.

2i¢me oqs : h est surjective
Soitk € Z.

( N->Z
n
f;{ . Esinpair
n n+1 )
k — si n impair
n_n’
2 2
ou
n+1_n’ { n
2 2 { 2
ou
n+1 n pourunerawon n+ 1 n +1
2 :E de signe k 2
ou
n+1 n+1
2 2

e Sik > 0onaalors k = f(2k)
e Sik<Oonaalors:k=f(—2k—1)

On en déduit donc que :

Vk € Z,3dn € N, f(n) = k
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Donc f est surjective.
Donc f est bijective.

. R? — R2
& {(x; y) — (x —y; —2x + 3y)
On va montrer que g est bjective enrésolvant g((x, y)) = xy).
On résout :
{ X—y=x (:){X=y’—l—3x'
—2x+3y=y y=y +2%
On en déduit donc que :
v(x',y") € R%,3!(x,y) € R g((xy)) = xy")
On en déduit donc que g est bijective et :
1 R? - R?
& '{(x;y) — Bx+y;2x+y)

h{ RZ BN RZ

"((x;y) — (max(x;y); min(x;y))
1¢" cas : h n’est pas injective

En effetona:

h((0,1)) = (1,0) = h((1,0))
Donc h n’est pas injective.
21éme cas : h n’est pas surjective
Eneffetona:

max(x;y) = 2 = (xy) €0

h((x, Y)) =23 e {min(x; y) =3

Remarque : En fait on a h(R?) = {(x,y) € R%,x > y}. La aussi on peut simuler cela par Python :

-__FE Sl E L =
def f(x,y):
return(max(x,y),min(x,y))
10.0 4 * *
def courbe(n): "?*‘}* .xf‘*‘% Voigte et s
import random as r 757 vt; fr* ,.*** t,n*‘:hn,« By et
abscisse=[] oo | fh:‘ *&gm v *“‘";w * ,,‘4;-",
. *' * ' A
ordonnee=(] | EARYE T R
al= S ¥ *; ol - .*_**. . \
0i=[] t* ::M** fﬂw*#‘ *. ! & Y

for i in range(n):

| e A g

- Ko oe
abscisse.append(20*r.random()-1@) 25 | : **!*g«;:'**:_g:* : ;*-Q:},‘*,%M.
ordonnee.append(20*r.random()-10) ol L P *‘*%i'?ﬁ - ‘q" ‘; :
ai.append(f(abscisse[i],ordonnee[i])[@]) ‘ *‘-.*"H S bl & f-a S

.-&."& - ;’

oi.append(f(abscisse[i],ordonnee[i])[1]) -7.5 1 *‘* "’ ‘*‘% "g v
import matplotlib.pyplot as plt ""*3!3’.‘ "‘%’}“; e {H“*"*"; )
plt.plot(abscisse,ordonnee,"*r")

=10.0

plt.plot(ai,oi, ' .g‘ ) —100 —75 —5.0 —2‘5 O. 7_5 10_0
ssaint.py modulel “‘-‘_)| O-I-0|Q‘*;_=‘
Exercice B.6 : On pose les applications suivantes :
N - N
N-N n . .
: : — sin pair
f {n — 2n e8I n— 2 P

0 si n impair
a) Déterminer si f et g sont injectives ou surjectives.
b) Calculer fog et gof. Que pouvez-vous conclure ?

a) On pose :




Page 10 sur 11

N - N
f:
{n — 2n
1¢" cas : f est injective
Eneffetona:

fn)=f(n') ©2n=2n"©n=n'
Donc f est injective.

21me oqg : f n’est pas surjective

fn)=1=2n=1etneN=neg@
Donc f n’est pas surjective.

Remarque : L’image directe de N par f est I’ensemble des nombres pairs.

De méme on pose :
N - N
n . .
8inisl 3 si n pair
0 si n impair
1" cas : g n’est pas injective
En effeton a :

g(1)=0=y90)
Donc g n’est pas injective.

2itme 0qg : g est surjective

vn' € N,n = g(2n)
Donc g est surjective.
b)Ona:

0 si n impair
n sin pair

f(0) si n impair

f(E) si n pair {
2

vn € N, gof(n) = g(f(n)) =g(2n) =n

On en déduit donc que gof = Idy alors que fog # Idy. Ainsi f et g ne sont pas bijectives et non réciproque I’une de
I’autre (ce qui n’a pas de sens). Cela donne un exemple de I’importance de démontrer que fog = IdDg et gof = Idp,

vn € N, fog(n) = f(g(n)) = {

Exercice B.7 : Soit f une application de E dans E tel que : fof =f.
a) Montrer que f est injective si et seulement si f est surjective.
b) Montrer que si f est injective ou surjective, alors fof=Idk.

a) On doit démontrer une équivalence.
1°¢* cas : On suppose que f est injective.
On a alors :

Vx € E, f(x) = f(f(x)) = x = f(x) car f est injective
On en déduit donc que f est surjective.
2me cas : On suppose que f est surjective
On résout :

f(x) = f(x")
f(x) =f(x") = 3(y,y") € Ez,f(f(y)) = f(f(y’)) car f est surjective, avec f(y) = x et f(y') = ¥’
= f(y) = (f(y")) avec f(y) = xetf(y’) = x'
=x=%

Donc f est injective.

b) Si fest injective ou surjective, alors f est bijective d’apres la question précédente. On en déduit donc qu’il existe g :
E — E tel que gof = fog = Idg. On a alors :

fof = f = go(fof) = gof = Idy = (gof)of = Idg = f = Idg
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Exercice B.8 : Soient E un ensemble puis A une partie de E. Pour tout X € P(E), on pose :

PaX)=XnNA
{LIJ AX)=XUA
1) Montrer que :
@4 estinjective &y est surjective < A=E
2) Montrer que :

P4 est injective 4 est surjective <A=0

I)Ona:

VX € P(E), @a(0a(X) = XNA)NA=XNA=a(X)
On en déduit donc d’apres I’exercice B7 que : @4 est injective @, est surjective
De méme on sait que : @ = Idp(g)
On en déduit donc que :

©pA(E)=ENA=E=AcCE=A=E

On en déduit donc que : 4 est injective & @, est surjective < A=E
2) De méme on a :

VX € P(E), Ya(Ya(X)) = (XUA) UA = XUA = 4(X)

On a donc : PpoPs = Y. Donc d’apres la question précédente on sait que : P, est injective &, est surjective.

De méme on sait que : Y4 = ldp(g)
Deplusona:
Yu(@)=Aup=0
On en déduit donc que :
P4 est injective &, est surjective <A = @




