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Correction DM n°2

Exercice 1 : Un peu de complexes

On pose :
C\R - R
f: Im(z®)
“" Im@)
1) Déterminer I’image de 1 + i.
2) a) Résoudre 1’équation sin(0) = 0.
b) En déduire I’ensemble f~1({0}).
¢) Montrer que f n’est pas injective.
3) On va montrer dans cette question que f n’est pas surjective.
a) Rappeler la formule du binome de Newton.

b) On pose z = x + iy, (x,y) € R X R\{0}. Montrer qu’il existe un polyndome Q tel que f(z) = Q (3)

¢) Etudier la fonction suivante sur R x - 5x* — 10x? + 1.

d) En déduire la valeur de :
_ Im(z®) ~ [(Im(z%)
™= BRImes " (m y ‘CVR)
e) Déterminer f~1({m}).
f) Montrer que f n’est pas surjective.

1) On sait que :
imy 2 i5m 5 2
1+0)°= (x/ie?) =4V2e 7 = Im((1+1)°) = sin (Tn) = —4&% =—4

De plus on sait que Im(1 +1i) =i = (7m(1 + i))5 =Im@i®) =1
On en déduit donc que :

f1+i)=-4
2) a) On sait que :

sin(f) =0 06=nm,nez
b) On sait que :
f=1({0}) = {z € C\R,Im(z®) = 0}
On pose z = re'®. On a alors :
Im(z>) = r®sin(50)

On en déduit donc que :

nm
Im(z°) =0 & sin(50) =0 <= 0 =—,n€Z

5
De plusici z € C\R, donc 6 # km,k € Z
On pose A = {5k, k € Z} =I’ensemble des multiples de 5.
On en déduit donc que :

f~1{o}) = {Z € C\R,arg(z) = ?,n € Z\A}

2im im
f(eS )=0=f(e5)

c)Ona:

Donc fn’est pas injective.
3) a) On sait que :

n

v(ab) € CvneN, @+b)" = > (1)akbrk
k=0
b) On sait que :
(x +iy)® = x° + 5x*iy — 10x3y? — 10x2iy3 + 5xy* + iy®
On en déduit donc que :
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5x*y — 10x2y3 + y° x\ 4 X\ 2 X
f(x + iy) = = 7 yry =5<§) —10(§> +1=Q<§) avec Q(X) = 5X* — 10X2 + 1

¢) On sait que Q € C1(R) et :
vx € R, Q'(x) = 20x3 — 20x = 20x(x% — 1)
On a donc le tableau de variations suivant :

r |00 —1 0 1 400

wl - 1§ =
+00 1 +o0
Q \_4/ \_4/

d) On en déduit donc que :

m= m

in —— = —_—,
2eC\k Tm (z)5 Tm(z)5

Jm(z?) = min(jm(zs) Z € (C\R) =—4
e)Ona:

f1({m}) = {z € C\R, f(z) = —4} = {x + ix,x — ix,x # 0}
f) On sait que :
f=1({-5H =0

On en déduit donc que f n’est pas surjective.

|Exercice 2 : Une bijection sur un sous-ensemble de C|
Dans tout cet exercice on pose :

C\{-i}-C
f:{ zZ—1
271

1) Montrer que f réalise une bijection de C\{i} dans un sous-ensemble de C a déterminer, puis déterminer une
expression de f~1(2).
2) Déterminer f~1(R) = {z € C tel que f(z) € R}.
3) Démontrer que 1’équation f(z) = z admet deux solutions distinctes.
4) Dans cette question on souhaite montrer que :
fHUN-H =R

a) Montrer que :

. 0\ i8
vO € R, 1 —e® = —2isin (E) ez
b) En déduire que :
vo e | ngn[f() 0 o 1
—=—=|.f@)=e Z=—""
2 @D
c¢) Démontrer que :
% EREIIQE] 7Tgn[tl 1
x ,3! ——;—| tel que x = ————
27 tan (3+5)

d) Conclure.
5) a) Soit n € N,n > 2. Rappeler les solutions de z™ = 1.

b) Résoudre 1’équation (f (z))n =1.

1) Soit z" € C. On résout :

f(z)zz’(:),z ' =z oz(1-iz)=i-72
iz—1
1cas:Si1—iz' =0
On sait que :
1-izZ =01z =-i
Orona:

i—(-)=2i%0
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Onen déduitque f(z) = —ie=z€ P
2imeeag i1 —iz' #0
On a alors :
) i—z z'—i ,

&=z o= =g—71@
On en déduit donc que f est bijective de C\{—i} dans lui-méme et qu’elle est involutive : f~1 = f.
2) On sait que f~*(R) = {z € C\{—i},Im(f(z)) = 0}.
On pose z = x + iy, (%, y) € R?\{(0; —1)}. On a alors :

) x+ily—1)
f(x+l}’)=m
G+ -D)C@+D )

1+ y)? +x?
=+ D+x(y -1 —x +1—y?
(I +y)E+x? (1+y)2+x2

On en déduit donc que :
f@)eERe |z| =1 ze U\{-i}
3) On résout :

- l . 2 .
1=Z<=>lZ —-2z+1=0
Ona:A=4-4i2=8
On en déduit donc que I’équation admet deux solutions distinctes car A = 0. On ne cherche pas forcément les

solutions (Ce n’est pas demandé !).
Les voici tout de méme :

|(Zl ﬂ_,(\/— 1)
12:1 =Z<=>4 ou
Ikzz 2-l_ZX/_=—1(1+\/_)

4) a) On sait que :
- o, 16 16 0\ 6
Ve eER,1 —el® = ¢2 (e 2 —eZ) = —2isin(z)ez
b) On sait que :
o

VBE] n_Sn[ (1) = 0 o —i
212 'fZ'_e lZ—l_e
(:)Z(l—iele)=i—e‘9

Sz (1 - ei(9+%)> =i (1 + ei(6+g)>

Remarque : On peut aussi utiliser que :

elf _ e%r el + e_%r ei(g_%) X 2c0s (g + %)

f@)=eloz=f(e¥)oz=— = — =—
ei(zt0) _ 1 (i3+0) _ 4 el(7+1)2i5in (g ¥ %)
0 m
cos\5+ 7
D
i><sin(§+%)
¢) On pose :
g:0 - —1 pour@E] n 37r[
: B 0 m 272
tan(7+z
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On sait que g € D! (]—%; S%D et

vee] z. n[ ") = 1>< ! <0
2R T @)
Donc g est strcitement décroissante. De pluson a :
li o +Z =0t
gff‘g 24"
{ 0>-% = lim g(0) = +oo
Par composé g_, T
~cos(X) N 2
= 400 o>-=
XS0+ sin(X) >3
De méme on a :
(1 0 P
poar 2 &
{ pest = lim g(6) = —
Par composé g_,3_
cos(X)
= —00 9<3=
s sin(X) <%
Ainsi g est :
Continue sur ]— E; 3 —[
- 2’7 2
_ Strictement décroissante sur ]—% ;3 %[
1 [

D’apres le théoréme de la bijection, f réalise une bijection de ]—% ;3 %[ dans | lim_g(8); lim g (H)I =
0—>—— 6-3=
2 2
0>-= <3 [

On en déduit donc que :

cos (3 +5)
sin (3 +5)

/4
VxE[R,EI!BxE] X 2[telqueanc—

d) Il faut montrer que :
fHO\-H =R
On peut raisonner par double-inclusion :
1¢" cas : Montrons que f~1(U\{—i}) c R
Soitz € f~1(U\{—i}). On en déduit donc que :

36 € ]—E 31[ tel que f(z) = e'®
2°72
Donc d’aprés la question précédente :
0 m
—cos|5+
(3

sin(3+7)

fHU\-) c R

Ainsiona:

2me cqs : Montrons que f~1(U\{—i}) D R
Soit x € R. On sait d’apres la question précédente que :

— CoS (% + %)

ale, E]——— tel que x = 0. 7
in(Zx 4+ 2
sm(2 +4)

On a donc :

X = f(eiGX)
R c fH(U\{-i})

On a donc :
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5) a) On sait que :
2ikm
M=1eoz=en ke[0;n—1]

b) On sait que :
n 2ikre —COS(kTHJf%)
(f(z)) =leof(z)=en &z= - aveck € [0;n — 1]
Sin(7+z)

Remarque : L’énoncé est ici est mal fait ! La question 4) nous demande de montrer que :

fHON-) = R

Dans les questions et 2 et 3, on a démontré que f était bijective, que f 1 = f et que f"1(R) = U\{—i}. On a donc :
fIR) = U\{-i} & f(R) = U\{-i} & R = f1(U\{-i}D)
Donc il n’y a aucun calcul a faire. Ce que je viens de faire précédemment, nous ne pouvons le faire que si f est
bijective. Sinon on peut avoir f(4) = B et f ~1(B) # A. Il suffit de prendre f:x — x2,A=[0;1] et B =[0;1].Ona
alors :
fA=Betf B =[-11]+#4
Mais ici il n’y a aucun probléme !



