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Chapitre 9 : Suites numériques
Partie B : Généralités sur les suites numériques

I) Introduction aux suites numériques

a) Les suites numériques : des fonctions de N dans R

Définition : Une suite réelle notée u ou est une application de N dans R :
( N>R
v {n = u(n)
Pour tout n entier naturel, u(n), généralement noté u,,, est appelé terme d’indice ou de rang n. La suite u peut alors
étre notée de (u,) ou (uy), ou (Up)pen
L’ensemble des suites réelles est noté :

RN = {(u,); Vn € N,u, € R}

Exemple L.a.1 : On pose :

N-R
u:{ 1
n

|_)
n+1

Remarque : 11 se peut qu’une suite numérique ne commence qu’a I’indice 1, 2 ou méme « bien plus tard » ! Lorsque
I’on définit une suite numérique, il convient de bien préciser son ensemble de définition (partie non vide de N !).

Exemple L.a.2 : Déterminer les ensembles de définition des suites suivantes :
1 1
u:nl—>H; V:nHm; w: n+—+n?2—3n-10
ATTENTION : Il ne faut pas confondre le n-iéme terme de la suite u avec le terme de rang n. On peut avoir un
décalage d’indice.
Exemple L.a.3: Déterminer le 6-iéme terme de la suite :

N-R
u: 1

ne—
n+1
Remarque : On retrouve cela dans le logiciel de programmation Python pour le rang d’une liste.

>>> a=[1**3 for i in range(2,8)]
>>> print(a)

[8,27, 64, 125,216, 343]

>>> 3[2]

64

>>> a[0]

8

>>> a[2:5]

[64, 125, 216]

b) Différentes facons de définir une suite numérique

Définition : On peut définir une suite numérique de trois fagons différentes :

e Par une formule explicite : chaque terme de la suite est donné directement en fonction de n :

u, = f(n)
e Par une formule de récurrence : u,, est exprimé en fonction de n et des termes précédents :
up = f(uy—1) ouu, = f(uy_q,up_z) -

e Par une formule implicite : Le terme général u,, de la suite est solution unique d’une équation dépendant de n.

Exemple L.b.1 :
Hu: {  N7R Uo = >

. I . . 3 _
nesnZ43n—6 2)u: {VHEN,un=2un_1+3 3) u, estl'unique solution de x> + x =n
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Application Lb.2 : Ecrire les suites qui correspondent aux programmes Python suivant :

Dlea B iblg @Sic-m-les#|([ERAT Dla=B@E ikl @S a-o-|EE
1def masuite(n): 1def masuite2(n):

2 a=[] 2 a=[1]

3 for 1 in range(9,n+l): 4 for 1 in range(1,n+1):

4 a.append((i**2-3)/(1+i)) 4 a.append(a[i-1]*2+3)
5 print(a))| 5 print(a)

Définition (graphe d’une suite) : On appelle représentation graphique d’une suite numérique 1’ensemble des points
de coordonnées (n; uy) :
Cu = {(n;uy);n € N}

Exemple Lb.3 : Déterminer la représentation graphique de la suite :
N->R
u: 1

nw—
n+1

Remarque : On verra plus tard comment représenter les termes d’une suite définie par récurrence.

¢) Opérations sur les suites

Définition : Soient u et v deux suites réelles. On a alors :
e Lasomme de u et v est la suite notée (u+v) définie par :
VneN,(u+v), =u, +v,
e Le produit de u et v est la suite notée (uxv) définie par :
VneN,(uxv), =u, Xv,
e Le produit de u par un scalaire A est la suite notée (A xu) définie par :
vn €N, (Au), = Au,

II) Suites réelles et relation d’ordre

a) Suites monotones

Définition : Soitu € RN.
e On dit que la suite u est croissante (resp strictement croissante) si et seulement si :
Vne€eN,u,yq =u, (respuyyeq > uy)
e On dit que la suite u est décroissante (resp strictement décroissante) si et seulement si :
VneNu, <uy(respuyyq <uy)
On dit qu’une suite est monotone si elle est croissante ou décroissante.

Exemple Il.a.1 : Déterminer le sens de variation des suites suivantes :

N-R _
0 1 V:{ U, =5
n— VneNu, =2u,_{+3
n+1

Remarque : Pour montrer qu’une suite u est monotone on peut étudier :
e Lesignedeuy,; —up:
u est croissante <& VneN,u,,; —u, =0
u est décroissante & VvVn€eN,u,,,; —u, <0
seulement si la suite u est positive :

e Le rapport

Un+1
Up
Upt1

VneEeN, > 1etu, > 0 = uestcroissante

n
Upt1

VneEeN, <1letu, > 0 = uestdécroissante

Up




Application Il.a.2 : Déterminer le sens de variation des suites suivantes :

b) Suites bornées

N* > R N" >R
n
n! vV 1
n=in HHZn+k
k=1

Définition : On dit qu’une suite u est :

e majorée s’il existe MER tel
e minorée s’il existe meR tel

e bornée si elle est majorée et

que :
VneNu, <M
que :
VneN,u, =>m
minorée :
I(mM)ER%,VnENmM<u, <M
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Exemple IL.b.1 : Donner trois suites u,v et w tels que u soit majorée non minorée, v minorée non majorée et w bornée.

Propriété I1.b.2 : Une suite u est bornée si et seulement si la suite [u| est majorée.

¢) Suite stationnaire

Définition : On dit qu’une suite est stationnaire si et seulement si :

Exemple Il.c.1 : On pose :

III) Limite d’une suite numérique

a) Limite infinie

dng €N,Vn=ngu, =uy,

n
vneNu, = 1_[(100 —-Kk)
k=0

Définition : Soit (u,,) une suite numérique. On dit que (u,,) diverge vers +oo si pour tout réel A (aussi grand soit-

il 1), il existe un rang n a partir duquel tous les termes de la suite sont dans I’intervalle |4 ; +oo.

On note alors :

VA eR,3n, ENtelqueVn =>nyu, > A4

lim u,, =limu,, = +o ouencoreu,
X—+00

Exemple IIl.a.1 : On pose la suite définie par :

n-+

vn € N,u, = n?

Alors la suite (up) diverge vers +oo.

Remarque : On a de méme

- 40 ouu, — +o©
(00}

limu, = -0 <& VA €R,3Any; ENtelqueVn =ngpu, <A



Alors (u,,) diverge vers —oo,
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b) Limite finie d 'une suite numeérique

Définition : Soit (u,,) une suite numérique. On dit que (u,) converge vers [ si pour tout £>0 (aussi petit soit-il !!), il

existe un rang n, a partir duquel tous les termes de la suite sont dans I’intervalle |1 —€; 1+ €.
Ve>0,3ny; ENtelqueVn=ngyl—e<u, <l+¢

On note alors :
lim u, =limu, = ¢ ouencore u,

X—+00 n—-+oo

Exemple II1.b.1: On a :
vV q€]o;1], lir_P qQ"=0
n—->+oo

- { ouu,—"?

Propriété I1L.b.2 : On a I’équivalence suivante :
limu, =% < limlu, —¢| =0

Application I11.b.3 Démontrer que :
Vq€e]—-1;1[, lim q"=0

n—+oo

Propriété I11.b.4 : Si la suite u converge, alors sa limite est unique.

Propriété IIL.b.5 : On a I’implication suivante :
limu, = £ = lim|u,| = ||

ATTENTION : La réciproque est fausse !!!

Contre-exemple I11.b.6 : Déterminer une suite u qui converge en valeur absolue mais qui ne converge pas.

2
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[ ]
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Propriété I11.b.7 : Toute suite convergence est bornée.

Propriété I11.b.8 : Soit a un réel et u une suite tels que u converge vers £ et :
{V n€N,u,<a

=F7<a
u, =%

¢) Opérations sur les limites

On a les tableaux suivants :
Limite de (u, + vpn)nen

Iim w, = . — 0
. 11_"’1_190“71 [ [ l +00 o0 +00
Im v, = i ~ _ , PR _
pt Un [ +00 00 +00 o0 00
lim (up+vp) = [+ +o0 —00 400 —00 Forme
n—-+oo
indéterminée

Limite de (u, X vy)nen

lim wu, =
i U [ [#0 +o0 0
lim v, = !’ +o00 +oo +oo
n——+oo
lim (u, X v,) = [ x U +00 +oo Forme
n—+oo
La regle des signes donne le signe du produit indéterminée

. . un
Limite de (—)

Vn

neN
lirP Uy £ ? 400 ou -0 £ #0 0
n—->+40o
lirP vy £ A0 400 Ou -0 400 ou -0 0 0
n—->+4+0co
lim (h) t 0 Forme +00 Forme
n-+co \Vp 7' indeterminé indeterminé

IV) Théoréme d’existence d’une limite

a) Convergence des suites monotones bornées

Propriété IV.a.1 : (Théoréme de la limite monotone) :
1) Toute suite u croissante majorée converge et :

limu, = sup{u,;n € N}
2) Toute suite u croissante non majorée diverge vers +oo
3) Toute suite u décroissante minorée converge et :

limu, = inf{u,; n € N}
4) Toute suite u décroissante non minorée diverge vers -

Application IV.a.2 : Montrer que la suite suivante converge :

n
1
vVne€eNu, = Z_z
1<=1k

Application IV.a.3 : Montrer que la suite suivante diverge :

n Jup = =
k=1k
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b) Minoration ou majoration

Propriété IV.b.1 : (Théoréme des gendarmes) : Soit { un réel et deux suites (u,) et (v,) qui convergent vers £. Soit
(wy,) une suite telle qu’a partir d"un certain rang : u, < wy, < v,. Alors (w,) converge vers { :
lim u, =+¢

n—-+oo
lim v, =7 => lim w, =¥
n-+oo n-+oo

Iny € N,telque Vn = np,u, < w, < vy

Application IV.b.2 : Déterminer la limite des suites suivantes :
n

v N* Z n . [nx]
ne ,Up = - e V,, = ——
n n n n

Propriété IV.b.3 : Soient u et v deux suites réelles.

1)
dnyg €N, telquevVn=nygu, <v .
{ 0 4 0= => lim v, =4
un—)-|-00 n—-+oo
2)
dnyg €N, telquevVn=nygu, <v .
{ 0 q T = => lim u, = -
Un—)—OO n—-+oo

Application IV.b.4 : Déterminer la limite des suites suivantes :

n
1
VnEN,un=Z— et Vn=—n+sin(n2—3n+\/n2+7)
k=1

vn
¢) Suites adjacentes -9
1
Définition : On dit que deux suites u et v sont ' ° v, =1+ Jnol
adjacentes si et seulement si : 16 ° "
e u est croissante * . °
14
e v est décroissante * e .
o lim(u,—v,) =0 12
y=1
, et +———- G- - -¢-0--0-0—-
Exemple IV.c.1 : Démontrer que les suites u et v sont .
adjacentes : o2 w — 1 1
n A _ 113
1 1 08 (n + ‘I')t
vneNu, = E etvn=un+n><n!
k=1 0.4

0.z

A

-2 o 2 4 ] g8

Propriété IV.c.2 : Soient u et v deux suites adjacentes telles que u soit croissante et v décroissante. On a alors :
1) u et v converge vers la méme limite ¢
2)Ona:

vneNu, <€ <v,
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Application IV.c.3 : Démontrer que les suites u et v convergent avec :
1
n X n!

n
1
VnEN,unzzﬁ etv, =u, +
k=1

d) Suites extraites

Définition : On appelle suite extraite de (u,),en (on dit encore sous-suite de (u,)ney ) toute suite de la forme
(u‘P("))neN avec ¢ : N — N une fonction strictement croissante.

@ s’appelle une extraction de N.

Exemple : On pose : V n € N,u, = (—1)". Alors la suite (Uy,)nen €St une suite extraite stationnaire égale a 1 de
méme que (Upp41)nen qui elle vaut -1.

Propriété IV.d.1 : Soit ¢ : N — N une fonction strictement croissante. Alors on a :
VvneN,p(n) =n

Propriété IV.d.2 : Si (u,) converge, alors toute suite extraite (u‘P(”))neN converge vers la méme limite.

ATTENTION : On peut avoir une suite extraite (u(p(n))neN qui converge sans avoir (U,),en qui converge.

Exemple 1V.d.3 : Déterminer une suite qui admet une suite extraite (u‘P(“))neN qui converge telle que (Up)pnen

diverge.

Propriété IV.d.4 (suites divergentes) :
1) Soit (up) e telle qu’il existe une extraction @ telle que (u<P(“))neN diverge. Alors (up)qey diverge.

2) Soit (uy)pen telle qu’il existe deux extractions @, et @, telles que (u‘Pl(“))neN converge vers £, et (u‘Pz(“))neN

converge vers £,. Alors (u,)pey diverge.

Application IV.d.5 : Démontrer la divergence des suites suivantes :

Propriété 1V.d.6 : Soit (u,,) ey telle que (Uzp)nen €t (Uant1)nen convergent vers la méme limite. Alors (Uy,)nen
converge aussi vers la méme limite £.

Application IV.d.7 : Démontrer la convergence de :




