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Chapitre 9 : Suites numériques
Partie C : Suites récurrentes et suites complexes

I) Suites récurrentes d’ordre 1
Dans toute cette partie I désigne un intervalle de Retf: 1 — R
a) Généralité

Définition : On dit qu’une suite est récurrence d’ordre 1 s’il existe une fonction f: I — R telle que :
Vn€eN,f(u,) = up4q

Exemple L.a.1 : Donner deux exemples de suite récurrente d’ordre 1.

Remarque : On peut parfois ne pas définir correctement la suite, si a partir d’un certain rang un terme de la suite n’est

plus dans I’ensemble de définition de la fonction.

{ u0:0,5
u:

Uppr =2+1—uy,

Définition : Soit I un intervalle de R. On dit que I est stable par f'si et seulement si :
vxelfx) el f) cl

R—->R
f: 1
X l—>§x+3

Exemple I.a.2 : On pose :

Exemple I.a.3 : On pose :

Montrer que I =[2 ; 10] est stable par f.

Propriété L.a.4 : Soit [ un intervalle de R, I = Dy, stable par f. On pose la suite définie par :
{ ug € 1
u:
Up41 = f(un)
Alors u est définie sur N.

b) Monotonie et convergence d’une suite récurrente d’ordre 1

Exemples de représentation 1.b.4 : Déterminer graphiquement les premiers termes des suites suivantes :

) u, =0 _ u, =0,1
v {un+1 =e'n v {Un+1 =—ui +1
\ y=e" 12
y=—z>+1
’ "

A LE:]

08

3 0.4

02

-0.1 o o1 0.2 0.3 04 05 06 o7 2] [vR=] \ 1.1 1.2 1.3




Page 2 sur5

Propriété 1.b.2 : Soit f: I — R et I stable par f. On pose :
{ Ug el
u: -
Upt1 = f(uy)
1 cas : Si fest croissante sur I alors (u,) est monotone.
2¢me cas : Si fest décroissante alors (uzn) et (U2q11) sont monotones et de monotonie contraire.

Propriété 1.b.3 (Théoréme de la limite éventuelle) : Soit /: I — R continue sur I et I stable par /. On pose :
{ Ug el
u -
Upt1 = f(uy)
Si la suite u converge, alors elle converge vers un réel point fixe de f: f(£) = ¢

Application 1.b.4 : Déterminer la convergence et la limite de la suite u définie par :

¢) Suites arithmétiques et géométriques

Définitions :
e Soitr € R. On appelle suite arithmétique de raison r toute suite définie par :
u, ER
: {un+1 =up+r
e Soit g € R. On appelle suite géométrique de raison q toute suite définie par :
. u, € R
. {un+1 =qXuy

Propriété 1.c.1 (Formule explicite) : Soit (u,) une suite arithmétique de raison r. On a alors :
Vne€Nu, =uy+nr

Soit (vn) une suite géométrique de raison q. On a alors :
VneN,u, =q" Xu,

Exemple I.c.2 : On pose :
{ up ER { ug ER
u: V:
Upt1 = Up +4 Vner = 3 X Vy
Déterminer le 37™ terme de la suite.

Propriété 1.c.3 (somme) : Soit (u,) une suite arithmétique de raison r. On a alors :

n
n+1 n+1
VnEN,Zuk=u0+---+un=( )(u0+un)=( > )
k=0

> (2uy +nr)

Soit (va) une suite géométrique de raison q#1. On a alors :
qn+1 -1 1— qn+1
-1  1-gq

n
VnEN,Zuk=u0+---+un=
k=0

Application I.c.4 : Une piste d athlétisme mesure 400m de circonférence. Marc décide de courir 10km sur cette piste.
Au final, il a mis 33 minutes et 45 secondes. On sait de plus qu’a cause de la fatigue, il court 2 secondes plus
lentement a chaque tour.

Combien a t'il mis pour parcourir le premier tour ?

Application I.c.5 : Déterminer :

Application I.c.6 : Que vaut 0,9999999999999999..........
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d) Suite arithmético-géométrique

Définition : Soit (a, b) € R2. On appelle suite arithmético-géométrique toute suite définie par :

) u, ER

v {un+1 =aXu,+b

Exemple I.d.1 : On pose :

. u, ER

' {un+1=2xun+1
Déterminer la monotonie de la suite u en fonction de la valeur de u.
Remarque : Si a=1, la suite est arithmétique de raison b et si b = 0 la suite est géométrique de raison a.

Propriété 1.d.2 : Soit (a,b) € R?,a # 1 etb # 0. On pose la suite définie par :

b
VneN,v, =u, —
n n 1 —a
Alors la suite (vq) est géométrique de raison a.
Application 1.d.3 : On pose :
up ER
u: 1
Uppq = > Xu,+1
a) Exprimer u, en fonction de n.
b) Déterminer la limite de u,
c¢) Déterminer en fonction de u, I’expression de :
n
Sn = Z Uk
k=0
Remarque : Soit u est une suite arithmétio-géométrique avec a # 1, si u converge alors u converge vers le réel :
p b
T 1-a

II) Suites linéaires récurrentes d’ordre 2
a) Généralités
Définition : Soit (a, b) € R X R*. On appelle suite linéaire récurrente d’ordre 2 une suite de la forme :

u'{ (up,uy) € R?
“(Vn € N,up,, = auy,q + buy

Exemple I1.a.1 (Suite de Fibonacci) : Déterminer les premiers termes de :
{ (UO' ul) = (1'1)

Upyz = Upp1 T Up

b) Formule explicite

Définition (Equation caractéristique) : Soit u une suite linéaire récurrente d’ordre 2 :
u'{ (up,uy) € R?
“(Vn € N,up,, = auy,q + buy
On appelle équation caractéristique de u I’équation :
(Eg):r2=ar+b
Propriété 11.b.1 (Théoréme de la formule explicite) : Soit u une suite linéaire récurrente d’ordre 2 d’équation
caractéristique :

(Eq):ir?—ar—b=0
e SiA>0:

3!(AB) e R%telqueVn € N,u, = Ar] + Brf
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Our; et 1z sont les deux solutions distinctes de (Eq).
o SiA=0:
3! (A,B) € R%,telqueVn € N,u, = (An + B)r"
Ou r est I’'unique solution de (E).
o SiA<0:
3! (A,B) € R%,telque Vn € N,u, = (Acos(n8) + Bsin(n®))p™
Ou z = pe'® une des deux solutions complexes de (E,).

Exemple I1.b.2 : Déterminer les expressions explicites des trois suites suivantes :

(wo,uy) = (1,1) . . { Vo, v1) = (L,1) W:{ (uo,uy) = (1,1)

vneNuy,, = 3Un+1 + 3Un Vn €N vy =4vyy —4vy VneEN W, =Wy —wy

III) Les suites complexes
a) Généralités

Définition : Soit (z,), : N - C une suite complexe ((z,), € CN). On a alors :
vVn €N, z, =x, +1iy,

Ona: (Xp)p et (Yn)n € (]RN)Z la partie réelle et la partie imaginaire de la suite (z,)y,.
Exemple IIl.a.1 : Expliciter: zg = 1+ietVn€N,z,,; =iX z,

b) Suites bornées et convergentes

Définition : Soit (z,,),, € CN. On dit que la suite (z,,),, est bornée si et seulement si (|z,]),, € RN

Exemple II1.b.1 : On pose la suite définie par :
Zo = 1+1
{Vn eEN,z .1 =i1Xz,
Montrer que cette suite est bornée.

Propriété ITLb.2 : la suite (z,), est bornée si et seulement si les suites (x,)y, et (yn)n € (RN)” partie réelle et partie
imaginaire de la suite (z,,), sont bornées.

Définition : Soit (z,), € CV. On dit que la suite (z,),, est convergente vers un complexe a si et seulement si
lim|z, —a| =0
Exemple : Etudier la convergence de la suite définie par :
{ ZO =1 + i
i

Znt1 = Ezn +1

Remarque : Les propriétés de convergence des suites complexes conservent les propriétés des suites réelles :
e  Opérations sur les limites
e Toute suite qui converge est bornée
e limq"=0 ©qe{zeClz| <1}

Application I11.b.3 : Déterminer :

li (1)
“Z(z)
k=0

On a juste les deux propriétés suivantes :

Propriété I1L.b.4 : Soit (z,),, € CN une suite convergente vers a. On a alors (zZ,,),, convergente vers a.
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Lo . . . 2 .
Propriété I1Lb.5 : Soit (z,),, € CN une suite convergente vers a. Alors les suites (x,,), et (V) € (]RN) partie
réelle et partie imaginaire de la suite (z,),, sont convergentes respectivement vers Re(a) et Im(z).

Application IILb.6 : Déterminer :

n

_ cos(kx)
lim Z _—
2k

k=0
¢) Comparatif réelle ou complexe

On a répertorié dans le tableau ci-dessous ce que 1’on conserve ou non entre les suites réelles et complexes :

Suites réelles Suites complexes

Suite bornée

Minorant ou minorant

Sens de variation

Suites convergente et divergente
Suites géométriques/arithmétiques
Suites récurrences

Opérations sur les limites

Remarque (suite linéaire récurrente complexe d’ordre 2) : Soit u une suite linéaire récurrente complexe d’ordre
2 d’équation caractéristique :
(Eq)ir?—ar—b=0
o SiA#0:
3!(A,B) € C%telqueVn € N,u, = Ar} + Br}

Ou r; et r; sont les deux solutions distinctes de (Eq).

o SiA=0:

3! (A,B) € C%,telqueVn € N,u, = (An + B)r"

Ou r est I’'unique solution de (Eg).

Application Ill.c.1 : 1) Donner ’expression du terme général de la suite récurrente complexe (uy,)pso définie par :
up=0,uy =1+4ietvne€ N,u,,, = (3 —2)upsq — (5 —5i)u,
2) Soit 8 €]0; m[. Déterminer le terme général de la suite réelle (u,,) définie par :
Uupy=0=u; =1letVvn€e N, uy,, —2cos(®)uyy; +u, =0




