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Correction TD 8 : Calcul de primitives

Partie A : Calculs classiques de primitives et intégrale

Exercice A.1 : Déterminer les primitives des fonctions suivantes en précisant leur domaine de validité

1
flix—x3+5x2—3x+1; f:x+ cos(3x) ;f3(x) =e ¥ ;f4(x)=x+—2; f5:xn—>m;
1 1
forx — 73 Brx— fs=X'—>$ o (x) = VX 5 f10(%) = xVX;

fi:x +— x3 + 5x% — 3x + 1 est continue sur R donc admet une primitive définie sur R. On a :

0 ) x* 5x3 3x?
{F1€C’ (R,R),Flzfl}: X'—)Z+T—T+X+C,CER

f,:x > cos(3x) est continue sur R donc admet une primitive définie sur R. On a :

1
{F, e C°(R,R),F, =f,} = {X — gsin(3x) +cc€ ]R}

f3:x +— e~ X est continue sur R donc admet une primitive définie sur R. On a :

1
{F; e C°(R,R),F; =f3} = {x — —Ee—5X +ccE ]R}

faix— ﬁ est continue sur | — oo; —2[ et sur | — 2; +oo[ donc admet une primitive définie sur
chacun de ses deux intervalles. On a :
{F, €C°(]— ; —2[,R),F} =f,} = {x+— In(—x — 2) + ¢,c € R}
Deméme on a:
{F, €C°(]—-2;+o[,R),F}, =f,} = {x— In(x+ 2) + ¢,c € R}

1 . " . : :
fg:x +— = est continue sur ]—1; 1[ donc admet une promitive sur | — 1; 1[ mais en fait sur [—1; 1] car on connait

\/1_
une primitive classique de f :
{Fs € c°([-1;1],R),Fi = fs} = {x > arcsin(x) + ¢,c € R}

1
f6:X|—>1

—z ot continue sur R donc admet une primitive définie sur R. On a :

{Fs € C°(R,R),F§ = fg} = {x > arctan(x) + ¢,c € R}

1 . o e
fix— — est continue sur | — oo; O[ et sur ]0; +o0o[ donc admet une primitive définie sur

chacun de ses deux intervalles. On a :
1
{Fr €€ = ;0 R), F5 = f;} = {x—> — 5+ c.c € R]
X
Demémeona:

1
{F, € c°(J0; +oo[,R),F; = f,} = {x — —F+ C,CE ]R}
X

Remarque : On a :

1 . X
VXiO,f(X):F:X =>F(X)=_—3:_§

fg:x — % est continue sur |0; +oo[ donc admet une primitive définie sur |0; +oo[ que I’on peut prolonger sur [0; cof.
Ona:
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De mémeona:
{Fg € CO([0; +oo[,R), F§ = fg} = {x — 2Vx + ¢,c € R}

Remarque : On a:

= 2VX

1 1
vx > 0,f(x) = T =x 2= F®Xx) =
X

N r—x|N| >,

fy : X > +/X est continue sur [0; +oo[ donc admet une primitive définie sur [0; +oo[. De plus on sait que :

1 2
Vx > 0,f5(x) =Vx =x2 &= Fy(x) = 5 = §x\/§

>
N|W| Nl w

On a alors :

2
{Fy € C°([0; +o[,R),F§ = fy} = {x — §X\/§ +ccE€ ]R}

f0:X P xv/X est continue sur [0; +oo[ donc admet une primitive définie sur [0; +oo[. De plus on sait que :

2
= Zx2yx

3
Vx 2> 0,f15(x) = xVx = x2 &= F4(x) = 5

I
NS

On a alors :

2
{F10 € CO([0; +[,R),Fp = f10} = {x — =x%Vx + c,c ER
0 5

Exercice A.2 : Déterminer les primitives des fonctions suivantes en précisant leur domaine de validité

i g X (600 = ) 0 = f ")
X ; fixe— ; = ; = ; fsix — ;
vXT T e BT T oY 1+ cos?(x) 4 xIn(x) 5iX 1 COSTX
X

fo:x — cos(x) sin*(x) f;:x+— cos3(x)sin*(x) fg:x+—

6 ®)sin*(x)  f; ®sin*(x)  fg Negrs
fiix— 1;;2 est continue sur R donc admet une primitive définie sur R. On a:

X 1 2X 1 v 5

vx € R, f;(x) =m=§x 1+ %2 ZEXm,aVECU(X) =1+x

On a donc :
1
{F, € C°(R,R),F; =f;} = {X — Eln(l +x%)+c¢ccE€ ]R}
frirx— 1fx 5 est continue sur R donc admet une primitive définie sur R. On a :
VxR f X 1 2x 1 u'(x) ® 5
= =—X—— ==X —_—, =

x € R, f(x) o2 25T 002~ 2 Trurgy 2vecut =x

On a donc :
1
{F, € C°(R,R),F, =f,} = {X — Earctan(xz) +ccCcE ]R}
f3:x— Sin(z) est continue sur R donc admet une primitive définie sur R. On a :
1+cos2(x)

sin(x) B —sin(x) B u'(x)
1+cos2(x) 1+ (cos(x)?2  1+u2(x)’

vx € R, f,(x) = avec u(x) = cos(x)

On en déduit donc que :
{F; € C°(R,R),Fj = f;} = {x — —arctan(cos(x)) + c,c € R}




Page 3 sur 34

1

fiix— o est définie et continue sur |0; 1] et ]1; +oo[ donc admet une primitive définie sur
chacun de ses deux intervalles. On a :

1

X

vx > 0,x # 1, avec u(x) = In(x)

xIn(x) In(x) u(x)
{F, € c°(0; 1[,R),F, = f,} = {x — In(— In(x)) + ¢,c € R}
De méme on a :
{F, € ¢°(J1; +[,R),F, = f,} = {x — In(In(x)) + ¢,c € R}

fs:x — cos*(x) est continue sur R donc admet une primitive définie sur R. De plus on a :

eix 4 o-ix\* B e4X 4 421X 4 6 4 4e721X 4 gm4iX 3 40 + 1 20+ 3
5 = T = 5 cos(4x) +-cos(2x) + ¢

vx € R, fs(x) = cos*(x) = <

On en déduit donc que :

1 1 3 sin(4x) sin(2x) 3
4 — — — = —
fcos x)dx = 8f cos(4x) dx + 2fcos(Zx) dx + 8,[ 1dx 37 + 2 g%

On a donc :

+—-x+c¢cc€ER

, sin(4x) sin(2x) 3
{F5€(3°(1R,]R),F5=f5}={>(l—> % + 2 5

fo: x — cos(x) sin*(x) est continue sur R donc admet une primitive définie sur R. On a :
Vx € R, fg(x) = cos(x) sin*(x) = u’(x)u*(x) avec u(x) = sin(x)
On en déduit donc que :
sin®(x)
5

{FGECO(R,R),Fé=f6}={X|—> +c,ceR}

f,:x — cos3(x) sin*(x) est continue sur R donc admet une primitive définie sur R. On a :
Vx € R, f,(x) = cos3(x) sin*(x)
= cos(x) cos?(x) sin*(x)
= cos(x) (1 — sin?(x)) sin*(x)
= cos(x) sin*(x) — cos(x) sin®(x)
On en déduit donc que :

5 .7
{F, € C°(R,R),F, =f,} = {x — () _sin &) +cc€ ]R}

5 5

Astuce a retenir :
Si vous avez a déterminer une primitive d’une fonction du type f: x = sinP(x) cos?(x), il y a seulement un cas
difficile, quand p et q sont pairs.
En effet imaginons que p soit impair :
vx € R, f(x) = sinP(x) cosd(x) = sin?P *1(x) cosd(x)
= sin(x) (sin?(x))P’ cos4(x)
= sin(x) (1 — cos2(x))P cosd(x)

!

p

= sin(x) Z (Il);) (—D¥cos2K(x) | cosq(x)

k=0
p

= (Il)() (=¥ sin(x) cos?k*9(x)
k=0
Ainsi une primitive de f sur R est :



!

p

Vx € R, F(x) = Z (Fl’() (—1)k+

k=0

C052k+q+1(X)
2k+q+1

C’est exactement ce que j’ai fait pour le f;.
Bien stir on a la méme chose si q est impair !

Par contre si I’on a deux puissances pairs, cela devient plus compliqué et il faut linéariser.
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est continue surR donc admet une primitive définie sur R. On a :

X

fg:x — &
Vi+eX
u'(x)

V1 + eX - \/u(x)

vx € R, fg(x) = avecu(x) =1+¢€*

On en déduit donc que :
{Fg € C°(R,R),F§ = fg} = {x > 2V1+e*+ c,c € R}

Exercice A.3 : Calculer les intégrales suivantes :

I—feln(x)d I—fl X d
1_1 X % 2_0(X2+1)3X

Ona:

(I (1 (e, B lnz(x)e_l
Il—f1 , dx-j1 ;ln(x)dx-jlu(x)u(x)dx —[ > ]1—5

(avec u(x)=In(x))

Remarque : On peut observer ce résultat sur une courbe :

S~
I
»x

&
gy
)
E-.<;‘-\
=
S’
=N
I
I

De mémeona:
I_J‘l X d—lfl 2x d_lfl u'(x) 1
N R N B} RN C N ) ER

N———_—_——_—
(avec u(x)=1+x2)
Remarque : On peut observer ce résultat sur une courbe :

|
|
0:4 T T
|
|

02 LTI { (1+ a7

-0:2

h

Iz=fl+'§dl‘=—
L) 16

-0:6

H
s

-0/

B -1 1_ 1(1 1)_3
OWX_EW]O__ZZ_ 16
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Exercice A.4 : On cherche a calculer de deux fagons différentes I’intégrale suivante :

1 T
— —2X _
I—J;e cos(zx)dx
1) a) On pose la fonction :
R-R

8ap * { E ; E —-2x

X (acos(zx) +bsm(2x))e
Déterminer les valeurs de a et b pour que g, 1, soit une primitive de x — e~2* cos (g X).
b) En déduire la valeur de I.

. , . .. _ T .
2) En utilisant les complexes, déterminer une primitive de x — e~?X cos (5 X) puis retrouvez 1.

1) a) On pose :

R->R
8ap * {x — (acos (gx) + bsin (g x)) e~ %X

On sait que g, € D(R) et :

VX € R, gy, (X) = <—a;sin (gx) + gbcos (gx)> e + (—2 acos (gx) — 2bsin (gx)> e 2%

= <(— ? — Zb) sin (g X) + (gb — Za) cos (gx)) e 2X
= e %X cos (g x)
En identifiant on a :

an+2b_0 B 4b B 8
2 o) YT TR )T Twre
L _ i1 8b 210
-b—-2a=1 —b+—=1 b=——
2 2 T 2 + 16

On en déduit donc que

g 8 2m XV <— 8 cos (EX) + 2—ﬂsin (EX)) e %X
“Tien? e 2 + 16 2 m2 4+ 16 2

Est une primitive de x — e~?X cos (g x).
b) On a alors :

1 0L 8 0L 21 01 E 21 8
j— —2X . — _ _ . - —2X _ -2
I—.[Oe cos(zx)dX—[( 1'[2+16COS(2X)+T[—2+16Sln(2X))e ]O—n2+16e +1T2+16

2) On peut écrire que :

T in
—2x —2X+5X
e cos (—2 x) = Re (e 2 )

On en déduit donc d’apres les propriétés de dérivation des fonctions d’une variable réelle a valeur complexe :

1
! L ! in ! in 1 in
= f e X cos (—x) dx = f Re (e_zx+ 2X> dx = Re (f e XT3 de> = Re| |= 027X
0 2 0 0 5 i— 2

Deplusona:

B T, T
1 in 1 in >i+2 —5e 2 -2
Re T[—e_ZXJ'ZX =Re| 7 (e_2+2 —1) = Re —(ZZ—)(e_Zi—l) =—422—
—i{—=2 —ji—2 s = + 16
: 0 - e
2m 8

= -2 +
m®+16° ' m+16
On en déduit donc que :
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! T 2m 8
— —2x _ — -2
I—foe cos(zx)dx Zr16E +T[2+16

On a alors la courbe suivante :

2

Y= cos(g T)e

P — i 8
e
72+ 16 72+ 16

1
/ (:os(I x)e Fdt =
0 2

™ w2 g ami2 3m w2 am gm/2

Partie B : Changement de variable et intégration par partie

Exercice B.1 : Déterminer les primitives des fonctions suivantes en précisant leur domaine de validité
firx— xe3%; f,:x+— (x+3)cos(3x) ;f3(x) = arcsin(x) ;f,(x) = xarctan(x) ; fs:x — x? cos(x) ;

f;:x +— xe3X est continue sur R donc admet une primitive définie sur R. On a :
3% , u'(x) = e3
xe’*dx = | u'(x)v(x)dx avec
v(x) =x
On en déduit donc, a I’aide d’une intégration par partie, avec :
u(x) = le3X
3
vVx) =1

1 1 1 1
fxe3xdx = [§ e3xx] - f§e3xdx = 3 (EX — 5)

1 1
{F, € ¢°(R,R),F; =f;} = {x — 3% <§x —5) +ccE R}

On en déduit donc que

Remarque : On peut aussi faire cet exercice par « intuition » !
On pose g:x — (ax + b)e3*
g est une primitive de f; si et seulement si :
Vx ER, g (x) = f;(x) = xe3¥
De plus on sait que :
vx € R,g'(x) = (3ax + a + 3b)e3* = xe3¥
On identifie :

1
a=r-
3a=1 3
{a+3b=o:> 1
b=—§

3% sont de la forme :

= 3"(1 1)+ ER
X e - X — = CC
3 9

On en déduit donc que les primitives de x = xe
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fy:x — (x + 3) cos(3x) est continue sur R donc admet une primitive définie sur R. On a :

B , u'(x) = cos(3x)

f(x + 3) cos(3x) dx = fu x)v(x)dx avec { V() = x + 3
On en déduit donc, a I’aide d’une intégration par partie, avec :
1
{u(x) = 3sin(3%)
vVx) =1
1 1 1 1
f(x + 3) cos(3x) dx = [§ sin(3x) (x + 3)] — fgsm(3x) dx = gsm(Bx) x+3)+ 5cos(3x)

On en déduit donc que

1 1
{F, € ¢°(R,R),F; =f;} = {x — gsin(Sx) x+3)+ §cos(3x) +cc€ ]R}

Remarque : On peut aussi faire cet exercice par « intuition » !
On pose g : x = cos(3x) (Ax + B) + sin(3x) (Cx + D)
g est une primitive de f; si et seulement si :
vx € R, g'(x) = f;(X) = (x + 3)cos(3x)
De plus on sait que :
vx € R, g'(x) = cos(3x) (A + 3Cx + 3D) + sin(3x) (—3Ax — 3B+ C)

On identifie :
(c_1
3C=1 lc—g
3D+A=3 D=1
—3A=0 )A=0
—3B+C=0 | 1
\B=35

On en déduit donc qu’une primitive de x = (x + 3)cos(3x) est :
1 1
g:x P acos(Sx) + sin(3x) (§X + 1)
On en déduit donc que g est une primitive de x = (x + 3)cos(3x) si et seulement si :

1 1
X - 5cos(3x) + sin(3x) <§X + 1) +cceER

f3:x ¥ arcsin(x) est continue sur [—1; 1] donc admet une primitive définie sur [—1;1]. On a:
jarcsin(x) dx = fu’(x)v(x)dx avec { weo =1

v(x) = arcsin(x)
On en déduit donc, a I’aide d’une intégration par partie, avec :

u(x) =x
1
v'(x) = =
Jarcsin(x) dx = [xarcsin(x)] — _[ \/1X_zdx = xarcsin(x) ++/1 — x?
- X

On en déduit donc que
{F; €c°([-1;1],R),F} =f3} = {X — x X arcsin(x) + /1 —x2 + ¢ cE€ ]R}

f,: x ¥ xarctan(x) est continue sur R donc admet une primitive définie sur R. On a :
u'(x) =x
xarctan(x)dx = [ u'(x)v(x)dx avec {
f () _f COv(x) v(x) = arctan(x)
On en déduit donc, a I’aide d’une intégration par partie, avec :
u(x) =

vi(x) =

2

X
2
1

1+ x2
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f tan(x)d Y LS ) 1f S
xXarctan(x)ax = zarcanx 2 1+X2 X

On sait de plus que :

x? x 1
f xarctan(x)dx = > arctan(x) — > + > arctan(x)

x> +1
{F, € C°(R,R),F, =f,} ={x+—
4 4 =1y

X
arctan(x) — 5 +cCcE R}

f:x — x? cos(x) est continue sur R donc admet une promitive sur R. On a :

fxz cos(x) dx = [x? sin(x)] — f 2xsin(x)dx
De la méme facon on effectue de nouveau une IPP :
f 2xsin(x)dx = [—2xcos(x)] + 2 f cos(x) dx = —2xcos(x) + 2 sin(x)
On en déduit donc que :
fxz cos(x) dx = x?sin(x) + 2xcos(x) — 2 sin(x)
On en déduit donc que :
{Fs € C°(R,R),Fs = fs} = {x — (x% — 2) sin(x) + 2xcos(x) + c,c € R}
Remarque : On peut aussi faire cet exercice par « intuition » !
On pose g :x + cos(x) (Ax? + Bx + C) + sin(x) (ax? + Bx + §)
g est une primitive de f5 si et seulement si :
vx € R, g’ (x) = cos(x) (ax? + Bx + & + 2Ax + B) + sin(x) (—Ax? — Bx — C + 2ax + B)
On identifie :
a=1 a=1
(B+2A=0 (BZA:O
B+6=0 §=-2
ﬁ —A:O:zi

20—B=0
lg—c=0 \
On en déduit donc qu’une primitive de x = x2 cos(x) est :
g:x > (x? —2)sin(x) + 2xcos(x)
On en déduit donc que g est une primitive de x = (x + 3)cos(3x) si et seulement si :
x> gix e (x2 —2)sin(x) + 2xcos(x) + ¢,c € R

I
conwN

B
B
C

Exercice B.2 : A I’aide d’un changement de variable, déterminer une primitive des fonctions suivantes et préciser le
domaine de validité :

7

1 1
1.fix— 2f:x>—— 3fiuxo>—— 4.6, :xeV¥
! (x*+1)? 2 ch(x) 3 (14 x)Vx *
5.f 6.f =1
oixo ———— g oix- |— 7f x> —
5:% eX(1+ e¥) 6 XY x+1 7 X tan(x) + 1

On applique a chaque calcul le méme procédé :
a) On cherche le domaine de continuité de f;.
b) On pose le changement de variable u = f(x), on vérifie que f est de classe C* sur le domaine de continuité et on

d
calcule ==
dx

¢) On change les primitives sans oublier le dx. (ON NE MELANGE PAS LES DEUX VARIABLES !!!).
d) On calcule une nouvelle primitive.
e) On change la variable u.
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(x*+1)?

a) Domaine de continuité.

f; € €(R) donc admet une primitive sur R.
b) Changement de variable.

On pose : u = x*. x: > x* est de classe C! sur R et :

du
43
Ix 4x

1.fi:x -

¢) Une nouvelle primitive
Ona:

fx—d __fx—4 34 _lde
A+x2 " 2) A+ 71 arwz™
d) Calcul de la nouvelle primitive

Ona:

1f v 1f f S RPN SO
2) Groz®=2) 754 A rmzdu =gt tul+ g

e) On change u en x
On sait que u = x*. On en déduit donc que :
1

1m+ ﬂ+1x
——n
x 1+ x*

1l 1 4 1
=— —X
X 4n(I +x|)+4

X
f(1+x4)2d 1+ x*

Remarque :
Avec un peu d’habitude on peut écrire :

4
X
f(1 e X = Zf (1 +x4)2‘"X3dX

_1J‘4X3d 1f 4x3 4
2] 1T 2™

o) o)
f ) f 2™

=-In(1+ ﬂ+1x !
_4n AN TS

2.f !

grx e
2:X ch(x)
a) Domaine de continuité.
On sait que :
e*+e7*¥

Vx € R,ch(x) = — >0

On en déduit donc que f, est définie sur R. f, € C(R) donc admet une primitive sur R.
b) Changement de variable.
On pose : u = e*. x: — eX est de classe C! sur Reet :

du

dx

=eX

¢) Une nouvelle primitive

Ona:
Y P SN Y
ch(x) x= X e X ex 10 T+uz "
d) Calcul de la nouvelle primitive

Ona:

1
2 f T2 du = 2 arctan(u)

e) On change u en x
On sait que u = e*. On en déduit donc que :

1
f h(o dx = 2 arctan(e¥)
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Remarque :
Avec un peu d’habitude on peut écrire :

fld_zf 1 d—Zf exd—Zf ur(x)d_z an(e®)
ch(x) = eX 4 e—X x= e2X 4+ 1 X = 1+ u2(x) X = 2 arctan(e

1
3.fix o —m8—
T (v

a) Domaine de continuité.
On sait que :
1+x)Vx#0= x>0
On en déduit donc que f, est définie sur R**. f, € C(R**) donc admet une primitive sur R**.
b) Changement de variable.

On pose : u = VX. x: = /X est de classe C! sur R** et
du 1
dx  2vx
¢) Une nouvelle primitive
Ona:

1 1 1 1
S RV R S AP P Y
f (14 x)Vx 1+ (&)2 2v/x 1+ u?
d) Calcul de la nouvelle primitive
Ona:

1
2 f T 0 du = 2 arctan(u)
e) On change u en x
On sait que u = v/x. On en déduit donc que :

1
f mdx = 2 arctan(vx)

Remarque :
Avec un peu d’habitude on peut écrire :

1 u'(x) B
f(1+x)\/_ f(l_}_x)xﬁd f1+ NI dx = 2 arctan(vx)

4.fx - eVx
a) Domaine de continuité.
On sait que :

x > eVX est définie si et seulement si x > 0
On en déduit donc que f, est définie sur R*. f, € C(R") donc admet une primitive sur R**,
b) Changement de variable.

Onpose:u = Vx. x: - /X est de classe C! sur R et
du _ 1
dx 24
¢) Une nouvelle primitive
Ona:

j‘rdx—z_[\/_xe \/_dx—z_fueudu

d) Calcul de la nouvelle primitive
On a a I’aide d’une IPP :

2 f uedu = 2[ue"] — 2 f e'du=2(u-—1)e"

e) On change u en x
On sait que u = v/x. On en déduit donc que :

fe& dx = 2(Vx — 1)e‘/§

Remarque :



Avec un peu d’habitude on peut écrire :
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fe‘& dx =2 f VxeVx xziﬁdx =2 f u(x)u’ (x)e'® dx = Z[u(x)eu(x)] -2 f u' (x)e"®dx = 2(u(x) — 1)et®

=2(Vx—1)e®

5.f: _
> Xl_>eX(1+eX)

a) Domaine de continuité.
On sait que :
x P e*(1 + e*) est définie et strcitement positive sur R.
On en déduit donc que fs est définie sur R. fs € C(R) donc admet une primitive sur R.
b) Changement de variable.
On pose : u = e¥. x: > e* est de classe C* sur Ret :
du

X
dx

(S

¢) Une nouvelle primitive
Ona:

1 e* 1
|sare= | mare = | mara®
d) Calcul de la nouvelle primitive
Ona:

j 1 d _fl+u—ud
u?(1+u) 4= u?(1+u) 4

L Freent
= e u(l+u) 4
_ 1 f1+u—ud
T u u(l+u) "

1
= 1 In(Ju]) + In(|1 4+ u|)

e) On change u en x
On sait que u = e*. On en déduit donc que :

1
T —— = —p X _ In(1 X
feX(1+eX)dX e —x+1In(1 +¢e¥)

Remarque :
Avec un peu d’habitude on peut écrire :

1 e L efdx = ! ') d
| sarem = | sare e | smar @

De plus on sait que :

1 14+ u®) —u®
w?(x)(1+u(x) a w?(x)(1+ux)
1 1
G ERTSCET)
1 1 1

- u?(x) a u(x) * 1+ ux)
On en déduit donc que :

1 (v ® o' (%) I ;
fmdx—fuz—(x)dx—fu(X)dX-l—fTu(X)dX—_e X+11’1(1+€)

6.f 3 |x—1
oix o —
6+ X X . x+1

a) Domaine de continuité.
On sait que :
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x—1
De =4x€ER,——=>0¢=R\[-1;1
fo {X x+1 } \l [

On en déduit donc que fg est définie sur R\[—1; 1[. f5 € C(]—o0; —1[) et f5 € C([1; +o[) donc admet une primitive
sur chacun de ces intervalles.
b) Changement de variable.

On pose : u = /X—_l. X /—X_l est de classe C* sur |—oo; —1[ et sur ]1; +oof et
X+1 X+1
du 2

1 1
—_—= X =
dx  (x+1)? x—1 x—1
R 2
2x71 GFD T

¢) Une nouvelle primitive

Ona:
f"jg f\/:x(ﬁl)zji(ﬂ)ler

— |2 — 2
jxXX+ G+ 1) (x+1)m
:j;(xz—l)L
(x+ 12 A

Ici on doit exprimer x en fonction de u.
Ona:

x—1 x—1 w+1
= & X =
x+1 " x+1 X 1—u?

On en déduit donc que :

4
(1 —u?)?
On en déduit donc que :

IS x—ld _3]1—u2>< 4u? q _12f u? q
Xx+107 1+u?2 (1-—u?)? v (1—-u?)(1+u? "

d) Calcul de 1a nouvelle primitive
Ona:

12] v d—6f L 6] L
I—w)A+uw) ") 12 T+uz®
1

u — 6 arctan(u)

=6 ————d
f(l—u)(1+u)
—3]1d+3f1d6t()
= T a u = u arctan(u

1+u
=3 ln( ) — 6 arctan(u)
1—u

e) On change u en x

On sait que u = /:—i On en déduit donc que :

-1
- 1+ \
x—1 x—1
f dx—31n X+1 — 6 arctan
X X+ 1 X — 1/ x+1

>
+
U



1 cas:Six>1:

-1
X+1 \/X+1+\/X—1
1_\/)(—1 Vx+1—vx—-1

1+
=x+/x2-1

x+1
On en déudit donc que :

3
Vle,f—
X

1-—x
1+,/X+ I+ 07— v=—1+V1—x
= =—x+2/x?2 -1
1 [x— . \/1—x V—x—-1-+v1-x
- x+1 TA-T—x

On en déduit donc que :

1 x—1
dx = 31n(x+ X2 — 1)—6arctan —_—
x+1

2ieme cag: Six < —1
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3 |x—1 x—1
Vx<1,f— dX=3ln(—x+ Xz—l)—6arctan
X 1 x+1
7.£5: —_—
7X tan(x) + 1
a) Domaine de continuité.
On sait que :

T T
Dtan = U]_E-l_ kT[;E+ kTI[
kez
De plus on peut voir que :

Dy, = {x € U]——+kﬂ +kn[ tan(x) # —1
k€eZ
On sait que :

T
tan(x) = -1 & x = —Z+k1'[,k€Z

b= (-5 +im -G+ u] -5 oS ke )

keZ

On en déduit donc que :

Pour plus de facilité nous allons restreindre la recherche d’une primitive de f; sur les intervalles ]— -

b) Changement de variable.

On pose : u = tan(x). x: & tan(x) est de classe C* sur ]—g; - E[ et sur ]—g;g[. Deplusona:

u
—=tan’(x) +1=u?+1
dx

On en déduit donc que :

¢) Une nouvelle primitive
Ona:

1
———dx = d
ftan(x) +1% f A+wd+ud) "
d) Calcul de la nouvelle primitive
On cherche a calculer :

f ET T

On décompose en ¢léments simples :

a3
4 42
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1 _au+b+ c (u+b)(A+w+c(l+u?) u*(@a+c)+u(@+b)+c+b
14+uw@+u?) 14uz 14u (1+uw(d+u?) B (1+uw(d+u?)
Par identification on a :

(a=_1
a+c=0 | 12
{a+b=0=>4 b:E
c+b=1 | 1

kc_z

On en déduit donc que :

f 1 d—lfl_ud+1fld
A+wd+®) " 21+ 2) T+

—1f 4 1f U du+ = In(l1 +ul)
21T Tt Ty

1 1 1
= Earctan(u) - Zln(l +u?) + Eln(ll +ul)

e) On change u en x
On sait que u = tan(x). On en déduit donc que :
1 1 1 1
f mdx = Earctan(tan(x)) — Zln(l + tan? x) + Eln(ll + tan(x)|)
On en déduit donc que :

1 1 1
weel- 3l |y ri =7+ n(Veosi) + 3 n + anco)

Exercice B.3 : Déterminer les valeurs des primitives suivantes :

1) ftln(t2 + 1)dt; 2) f(t2 —t+ 3)e?tdt, 3) fln(l + t2)dt

4) f tsin3(t)dt, 5) f J16t2 +9dt 6) f sh(t) sin(t)

1.Onatw~ tin(1 + t?) € C(R) donc elle admet une primitive sur R. De plus on a :

X X

Jtln(tz + 1)dt = % j u' (OIn(u(t))dt avecu(t) =1 +t2

Or on sait, a I’aide d’une IPP, que :
X

fln(t) dt =xIn(x) —x+c,ceR

On en déduit donc que :
X

j u’(t)ln(u(t))dt = u(x) ln(l + u(x)) —u(x)+cceR

(Remarque : On peut vérifier ce résultat trés rapidement en dérivant x: = u(x) ln(l + u(x)) —u(x)).

On en déduit donc que :
X

1
ftln(tz + 1)dt = 5(1 +t)(In(1+t?)—1)+cc€eER

Onaf,:t - (t?2 — t + 3)e?' € C(R) donc elle admet une primitive sur R.

Pour déterminer une primitive de f,, on peut le faire de deux fagons.

Méthode 1 : La méthode intuitive

On pose g: t — (at? + bt + ¢)e?!. On sait que g est une primitive de f, sur R si et seulement si :
vt € R,g'(t) = (2at? + 2bt + 2c + 2at + b)e?" = (t2 — t + 3)e?t
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On identifie :
2a=1 a:1
{2(b+a)=—1:> b 21
b+2c=3 T
c=2

On en déduit donc que :
X
1
f(t2 —t+3)e?tdt = (EXZ —x+ 2)e2x+c,c ER

Méthode 2 : Double IPP

X X
1 1
f(tz —t43)etdt = [(XZ x4+ 3)5e2><] -5 f(Zt — 1)e2tdt

X
1 1 1
=(x?—-x+ 3)§eZX -5 [(ZX - 1)Eezx] — ertdt

—(12 S xto—s +1> 2yl e
= 2X 2X ) 2X 4 e 48 CC
On en déduit donc que :

X
1
f(tz—t+3)e2tdt=(EXZ—X+2>e2X+c,cEIR{

Ona fsz:t » In(1 + t2) € €(R) donc elle admet une primitive sur R.
On effectue une IPP :

X X X
2
fln(l + t2)dt = f 1 X In(1 + t?)dt = [xIn(1 + x2)] — 2 fmdt
De plus on sait que :
X X X
ftz dt—fldt f ! dt = tan(x) + c,c € R
et Trdt=x arctan(x) + ¢, c
On en déduit donc que :
X
jln(l + t?)dt = xIn(1 + x?) — 2x + 2arctan(x) + c,c € R
4) On sait que f,: t = tsin3(t) est continue sur R donc admet une primitive sur R.
De plus on sait que :
ix __ e ix 3 e3ix _ geix + 3e—ix _ e—3ix 1 3
Vx € R,sin3(x) = < T > =— a0 = —Zsin(3x) + Zsin(x)
On en déduit donc que :
X X X

1 3
j tsin3(t)dt = 3 f tsin(3t)dt + 1 f tsin(t)dt
On effectue deux IPP :

; ) xcos(3x)| 1 ; 1 1
ftsm(3t)dt= B — +§fcos(3t)dt = —§XCOS(3X) +§sm(3x)

X X

ftsin(t)dt = [—xcos(x)] + f cos(t)dt = —xcos(x) + sin(x)

On en déduit donc que :
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X

1 1 1 3
f tsin3(tH)dt = — 2 (— Excos(Sx) + asin(BX)) + 7 (—xcos(x) +sin(x)) + c,c € R

X
1 1 3 3
= in3 = —X — — X si — — —qj
ftsm (t)dt 1 cos(3x) 36 sin(3x) 4xcos(x) + 4'sm(x) +cc€eER

5)Onafs:t —» V16t? + 9 est continue sur R donc admet une primitive sur R. De plus on a :

4 2
vte R,\/16t2+9 =3 ’(§t) +1

On effectue un changement de variable. On pose : sh(y) = %t. Cela est possible car on sait que sh définie une
bijection de R dans R. On a donc :
4
VteER,3IIx € ]R,gt = sh(y)
Deplusona:

3
dt = Zch(y)dy

On en déduit donc que :
X

f\/16t2 +9dt=3 f\/shz(y) + 1Zch(y)dy = z fw/shz(y) + 1ch(y)dy = z f ch?(y)dy

De plus on sait que :
ch(2y) +1

Vy € R,ch?(y) = 5

On en déduit donc que :

X X
9 9 rch(2y) +1 9 |sh(2x 9 9
Z—[chz(y)dyz—fidyz—[ ( )+X]=Rsh(2x)+§x+c,cE]R

4 2 8| 2

Il reste a déterminer la valeur de y.
On sait que :

sh(y)=x<=>y=ln(\/x2+1—x)

sh(2y) = 2ch(y)sh(y)
16 4
sh(2y) = 24/1 +sh?(y)sh(y) =2 [1 + ?tz X §t
On en déduit donc que :

X
f\/16t2+9dt—§x 1+Ex2+21n E><2+1—Ex +cc€eER
) 9 8 9 9 '

De plus on sait que :

On en déduit donc que :

6) La fonction fg: x = sh(x) sin(x) est continue sur R donc admet une primitive sur R.
On pose :
) R—-R
& {x ~ ch(x) sin(x) — sh(x) cos(x)
Onaalors g € D(R) et :
Vx € R, g’ (x) = sh(x) sin(x) + ch(x) cos(x) — ch(x) cos(x) + sh(x) sin(x) = 2sh(x) sin(x)

On en déduit donc que :
X

j sh(t) sin(t) = %(ch(x) sin(x) — sh(x) cos(x))

Remarque : On peut déterminer une primitive de fg en utilisant les complexes.
Ona:
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ix —ix X
e

Vx € R, sh(x) sin(x) = - X
_ 2i 2
1 . .
— _Z(elx o e—lx)(ex . e—x)

— _i(ex(1+i) _ ex(—1+i) _ ex(l—i) + e—x(1+i))

On en déduit donc que :
X

- S
fSh(t)sm(t)dt_ T+i  —1+i 1-1 1+

; (ex(1+i) ex(—1+i) ex(l—i) e—x(1+i)>
X
4

i ) ) i )
=5 (4 = DeXHD 4 (14 )eXC1HD 4 (1 + 1)) — (1 - e*(1+D)

i, 1 . i 1 .
= —ge‘x(eX +e™*)+ ge”‘(eX —e *) — ge_”‘(eX —e *)+ ge_”‘(eX +e7¥)

) )

Exercice B.4:

1
1) f ’arcsm(t)d t 2) fcos3(t) sin*(t) dt 3) f(t2 +t+1)e tdt

4) f (3 — 1)ch(Hdt 5) f

2t2+2t+1 )fet+1

1) On sait que :

1—t2

arcsin(t) €O ([0:1],R)

Donc I’intégrale a du sens.

Deplusona:
1 1
2 2
arcsm(t)
[ e[ a=
0

On en déduit donc que :

1
2

w/arcsm(t f u’(t)/u(t) dt avec u(t) = arcsin(t)
0

1
2

u (0/u(®) dt = 2 [uz (t)] z (arcst (;) — arcsin%(O)) = %(g)i

ORNH—I

On a la courbe :

08

06

04

0:2

-0:2

1
2
x/ﬂ‘

aresin(t)
1-—1¢t2
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2)Ona:
T T TC
2 2 2 L L
sin®()]2 [sin’(®]2 1 1 2
f cos3(t) sin*(t) dt = f cos(t) sin*(t) dt — f cos(t) sin®(t) dt = - =——=-=—
5 7 5 7 35
0 0 0 0 0
On a la courbe suivant :
04 Y= (:osg(t) x Sin4(t)

-0

(=]
(R}

3 s 4
s°(t) x sin"(t)dt = —
/ncos()xsm() 35

-0:2

3) On sait que t — (t2 + t+ 1)e~t € ¢([0; 1], R) donc I’intégrale a du sens.
On effectue une double IPP :

1 1
f(t2 +t+ De tdt=[-(t2 +t+ De L, + f(Zt + e tdt
21 e—3e”1 -1

Deplusona:
1

1
f(Zt + De tdt=[-2t+ e YL, +2 je_tdt =—e—3e1—-2[etl, =-5el+e
-1

-1
On en déduit donc que :

1
f(t2 +t+1)e tdt=2e —8e™?!
-1

Remarque :

On peut chercher directement une primitive de t = (t2 + t + 1)e~t sans passer par une IPP.

On pose g, pc: X P (ax? + bx + c)e™™ . On sait que g, c est une primitive de t = (t2 4+ t 4+ 1)e~" si et seulement si :
vx € [-1;1],8, () = (2ax+ b —ax* —bx — c)e™ = (—ax®* + x(2a—b) + b —c)e™* = (x* + x + 1)e™*

On identifie :
a=-1 a=-1
22-=b=1=3{b=-3

b—c=1 c=—4

t

On a donc :
1

f(t2 +t+ e tdt = [(—x* — 3x — 4)e™¥]1, = 2e — 8e™?

-1
On a la courbe :

1
/ (4t +1)e7dt = 2¢ — 8¢7F
-1
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4) On sait que t — (t3 — 1)ch(t) € ¢([—1; 1], R) donc I’intégrale existe. De plus on a :

1 1 1
f(t3 — Dch(t)dt = % f(t3 — Detdt + f(t3 — e tdt
-1 -1 -1
Méthode 1 : On effectue une IPP
Ona:
1
f(t3 — Detdt = [(t3 — De'], -3 ftz etdt
=2e71 21
Deplusona:
1 1
ftzetdt = [t%et]l, — 2 ftetdt
-1 -1

1
=e—e -2 [te']t, — jetdt =e—el-2+el—et+e)=e—5e!
-1
On en déduit donc que :

f(t3 —1Detdt =17e 1 —3e

-1
Demémeona:

1 1
j(t3 —Detdt=[-(t3—De "L, +3 ftze_tdt
-1 -1
Deplusona:

1 1
jtze_tdt = [-t2e "L, + 2 fte_tdt
-1 -1

On en déduit donc que :
f(t3 — e 'dt=e— 15e7t
On en déduit donc que :

1 1
j(t3 — 1)ch(t)dt = E(l7e‘1 —3e) + E(e —15e 1) =e ! —e = —-2sh(1)

Méthode 2 : Avec une fonction impaire

Ona:
1 1 1 1
f(t3 — 1)ch(t)dt = ft3ch(t)dt - jch(t)dt = - jch(t)dt = —[sh()]t; = —2sh(1)
-1 -1 -1 -1
=0 car

t—t3ch(t) estimpaire



Avec la courbe :

Remarque : On a le théoéme suivant. Soit a € R* et f: [—a; a] » R impaire. On a alors :

a

f f(t)dt =0
-a
En effet il suffit d’écrire :
a 0 a
f f(Hdt = f f(H)dt + f f(t)dt
—a —a 0
De plus avec le changement de variable x = —tona:
0 a

ff(—x)(—dx) =— f f(x)dx car f est impaire
a 0

On a donc :
a 0 a a a

f f()dt = f f(dt + Of f(O)dt = — Of f(x)dx + Of f(H)dt = 0

—a —a
On peut le voir sur la courbe :

-25 -2 -1.5
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2
5) On sait que Vt € R, 2t + 2t + 1 =2 (t + %) + % > 0. On en déduit donc que :

to— e eo[0:1]R
ot zir e ¢ G1LR)

Donc I’intégrale a du sens !

Deplusona:
1 1 1 1
f dt B 1f dt B Zf dt B f u'(t)dt ©=2t+1
202+ 2t+1 2 ~N2 1 ) atrze1 T ) T rur Y T
0 0 (t + Z) + Z 0 0
On en déduit donc que :
7 d
t
fm = [arctan(2t + 1)]3 = arctan(3) — arctan(1) = arctan(3) — 7

0
Avec la courbe :

08

1
Y= orror+n

0:6

1

1
m
4t — arctan(3) —
/ﬁ o1 s =y

6) On sait que Vt € R, e' + 1 > 0. On en déduit donc que :
€ c([0;1], R)

te
et+1
Donc I’intégrale a du sens. De pluson a :
1 1 1
dt et +1 et
= = t 1 _
fet+1_fet+1 t_f t+1dt_1_ln(e + 1§ =1-1In(1+e)+In(2)

0 0

Avec la courbe :

1
1
-4 /D e_‘ﬁdt =1+In(2)=Inle+1)

=NA
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Exercice B.5 : En posant X = tan (%) calculer les intégrales suivantes :

2 2

f 2+ cos(t) f - sm(t) J. sin(t) — COS(t) +2

0 0

1) On sait que Vt € R, 2 + cos(t) > 0 donc I’intégrale I, est bien définie.
De plus on sait que :

vt € [0;;],%

On pose le changement de variable x = tan G)

m t . e
€ [O;Z] donc tan (E) est bien définie.

a) Calcul des nouvelles bornes

—
-+ =+
NI:Io
II II
i

b) Calcul du dt
On sait que :

x_—tn(—t>:>t_—2 tan(x) —te[o—]
I
an | arcta car— 7

De plus on sait que :
tx o Zarctan(x) € D((0; 1]) et & = —2
(X P ; —_—=—
X arctan(x ; edX 1T 2
On en déduit donc que :
2

1+ x?
¢) On remplace tout pour obtenir une nouvelle intégrale

De plus on sait que :

dt = dx

cos?(t) —sin*(t) 1 —tan?(t)
cos?(t) + sin2(t) 1+ tan?(t)

vVt € [0;%],cos(2t) =

On en déduit donc que :

s 1—x?
Vt € [O,E] ,cos(t) = m
On en déduit donc que :
7 1 1
'[ dt _f 1 2 d _Zf 1 d
2 + cos(t) ) 1T—x2 " T+xz ™ xZ+3%
0 0 2t 2 0

d) Calcul de la nouvelle intégrale
On sait que :

1

of

On en déduit donc que :

1
1 23 x\1' 23 1 V31

dx =— f dx = [arctan (—)] = ——arctan (—) =—
J 3 3 9

T

2

j dt _ V3m
2+cos(t) 9

0
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On a la courbe suivante :
0.8
1

Y=oy cos(t)

0.6

2) On sait que t = 2 — sin(t) est strictement positive sur R donc I, existe.
De plus on sait que :
m t T t . Lo
vVt € [0; E] 5 € [0; Z] donc tan (E) est bien définie.
On pose le changement de variable x = tan G)

a) Calcul des nouvelles bornes

t=0=>x=0
{t=E=>x=1
2
b) Calcul du dt
On sait que :

=t (—t>=>t——2 tan(x) —te[o—]
o
X an > arctan(x CE-lI'2 ,4

De plus on sait que :

dt 2
t:x » 2arctan(x) € D([0;1]) et& =T+
On en déduit donc que :
2
dt = T2 dx
¢) On remplace tout pour obtenir une nouvelle intégrale
De plus on sait que :
2 cos(t) sin(t) 2 tan(t)

T
[0:3]-5nC0 = e om0 = T w0

On en déduit donc que :

0 T 02X
VvVt € [ ,E],sm(t) =171
On en déduit donc que :
7 1 1
f dt f 1 2 d f 1 d
= X = —_—
2 — sin(t) 5 _ 2x T+xz XZ_x+1
0 T+ <2 0

0 1+ x?
d) Calcul de la nouvelle intégrale
On sait que :

On en déduit donc que :
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1

1 4 3 2 1\1" 4V3 1y 2V3m
fm x=z X — arctan(\/_x _\/__)] = Tarctan (\/—§) =3
On en déduit donc gue :
2
dt V3
b[ 2 + cos(t) 79

On a la courbe suivante :

3) On sait que :
V2 V2 ™
vt € [ ] sin(t) — cos(t) + V2 =2 <— sin(t) — —cos(t) + 1> V2 (— cos (t + Z) + 1)
Or on sait que :
vee[o ] e+ Tere[E] = cos(c+ D) e [0
4’2
On en déduit donc que :
T
vVt € [O;Z] ,sin(t) — cos(t) +v2 >0
Donc 5 a du sens. De plus :

vt € [0;E

] te[o“]d ¢ (t) t bien défini
4 ,2 ,8 onc tan 2 es 1en derlinie.

Deplusona:

LS L L
% % 2
f t V2 f dt V2 f s n)
=— = — on aposéu=t+—
J sin(t) —cos(t) +vV2 2 ) 11— cos _ 2 ) 1= cos(u) P 4
4
On pose le changement de variable x = tan (E)
a) Calcul des nouvelles bornes
i
= — e
u=-=x
T T
u=Z=>x=tan(§)
b) Calcul du dt
On sait que :

X = tan (E) = u = 2 arctan(x) carE € [EE]
Y N 2 18’1
De plus on sait que :

du 2
: 2 arct € D([0; 1)) et—=
u:x » 2arctan(x) ([o;1D e -1+

On en déduit donc que :
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2
du = d
YT ™
¢) On remplace tout pour obtenir une nouvelle intégrale
De plus on sait que :
vVt € [OE] cos(u) = -
4l 1+ x?
On en déduit donc que :
T T
2 2 1
f dt V2 f du 7 f 1 4
= — —_—= X
sin(t) —cos(t) +v2 2 ) 1—rcos(u) 1+x*—(1-x%)
° : an(®
d) Calcul de la nouvelle intégrale
On sait que :
1 1
1 V2 1 V21 17t V2 1
V2 f dx = — f —dx=—[——] =— -1
1+x2—-(1-x2) 2 x? 2 L xlan(@® 2 \tan (E)
tan(g) tan(g) 8 8
On en déduit donc que :
i
f dt N2 1 .
in(t) — T2 m
J sin(t) — cos(t) + V2 tan (8)
On a la courbe suivante :
1
Y=
| sin(t) — cos(t) + 2
3 1 V2o
0:5 dt = =— =1
./O sin(l) — cos(t) + V2 t 2 (t(m% )
Remarque : On peut trouver facilement une valeur de tan (g) En effet on sait que :
T 2 tan(a)
Va € |0;=|,tan(2a) = —————
a [ 8] an(2a) 1 — tan?(a)
On en déduit donc que :
2 tan (%) T
—— = 1=tan (—) est solutionde X> +2X—-1=10
2 8
1 —tan (§)
Or on sait que :
-2-+8
L N
X?+2X-1=0& 2
ou
X=+v2-1

Or on sait que tan (g) >0 carg € ]0 ; %[ On en déduit donc que :
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tan(g)zﬁ—l

On en déduit donc que :

T
f B S
J sin(t) — cos(t) +vV2 2 \W2-1

Ainsi on peut écrire que :
T
f dt V21 oy
J sin(t) — cos(t) + V2 2 \tan (g) a

Partie C : Primitives et intégrales des fonctions rationnelles

Exercice C.1 : Déterminer les primitives des fonctions suivantes en précisant leur domaine de validité

1 x+3 1 2x%+x—9 7x + 1

ax—6 X wax—e "% Taraes Y Teranas Y v e

f.:
X X2 + 2x + 3 X2 —6x+9

1) On sait que :
x’4+x—-6=0Sx=20ux=-3
On en déduit donc que f; admet une primitive sur |—oo0; —3[ ou sur |—3; 2[ ou sur |2; +oo[.
De plus on sait que :
1 1 1

'X2+X—6:(X+3)(X—2):§X—2_§X+3

vx € R\{-3; 2}
On en déduit donc que :
1
VX € ]R\{-?); 2},fm d

On en déduit donc que :

5 ) x—2 __f—dX——ln(|X—2|)——ln(|x+3|)+cCER

1 1 X— 2
VXER\[—g;Z],jde=—1n( )+C,CER

5 \x+3
VX € ] 3-2[] ! d —11 (2_X>+ ER
X ) i rx—6 T N kx3/ T O
2) On sait que :
x+3 1

x € R\{=3;2},f() X24+x—6 x—2
On peut donc prolonger f par continuité sur R\{2} en posant f(—3) = —%

On en déduit que f admet une primitive sur | —oo; 2[ et sur |2; +oof et :

VXER\{Z}f dx—ln(|X—2|)+ccER

3) On sait que :
VXKER x> +2x+3=x+1)?+2>0
On en déduit donc que f3 € C°(R) et :
1 1 V2 V2 2
=—f 5 dx=—arctan<—x+—>+c,cE]R
<\/§ ﬁ) 1 2 2 2

2 Xty

—  dx=|——d
jx2+2x+3 x j(x+1)2+2 x

On en déduit donc que :

1 V2 V2 V2
jmdx=7arctan 7X+7 +cceR

4) On sait que
VXERx2+2x+3=x+1?+2>0
On en déduit donc que f, € CO(R) et :
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2x24+x—9 2(x*+2x+3)—-3x—15 3x+ 15
VXE]R'x2+2x+3: X%+ 2x+3 T YT X2+ 2x+ 3
On en déduit donc que :
2x2+x—9 3x + 15
fx2+2x+3dx=2x—fX2+2X+3dx
On calcule :
3x+ 15
fx2+2x+3dX
:%f%dx+12fmdx=;ln(x2+2x+3)+6\/§arctan<\/7§x+?)+c,ce]R

On en déduit donc que :

3x — 3 3 V2 2
f—dx =-In(x*+2x+3) + 6\/§arctan<7x+—> +cceR

x2+2x+3 2 >
On en déduit donc que :
2x2+x—-9 3 NG N
jmdx = 2x —Eln(x2 + 2x + 3) — 6V2arctan <7x+7) +c¢cER

5) On sait que :
Vx € R,x? —6x+9 = (x — 3)?
On en déduit donc que :

vx € R\(3}, f .

7x+ 1 d _7f 2X—6
“6x+9 "7 2

1
- - 22 | ——
x2—6x+9dx+ f(X—S)ZdX
7 22
==In(x> —6x+9)———+ccER
2 x—3
On en déduit donc que :

veR{3}f Xl = 7m(x—3) -2+ cceR
X \i35, x2 —6X4+9 X = /X x—3 ©c

Exercice C.2 : Calculer :

2
1
Il:fx3+1dx
0

On sait que x ~ x3 + 1 € C([0; 2], R) donc I; a du sens. De plus on sait que :
VxERX3 +1=x3—-(-1)*=(x—(-1))x*—-x+1) = x+DE*—x+1)

2
De plus on sait que x> —x + 1 = (X — %) + % > 0 donc la factorisation sur R est maximale !

On décompose a présent en éléments simples :

x3+1

1 a bx + ¢
vx € [0; 2]

) = = +
x3+1 E+DE?2—x+1) x+1 x?2-x+1

On a alors :
a bx + ¢ a(x? —x+1)+ (bx+c)(x+1)
X+1+X2—X+1= x3+1
x?(@a+b)+x(b+c—a)+a+c
- x3+1

vx € [0;2],

Par identification on en déduit donc que :

|(
1 a N bx + ¢ a+b=0 4 1
— =
x34+1 x+1 x2—-x+1 l

On en déduit donc que :
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vx € [0: 2] 1 _1 ( 1 X — 2 )
A T T3 k1 X2 —x+1
On en déduit donc que :
2 2 2
f 1 q _1 J‘ 1 q f X—2 q
x3+1 X_3 X+1X X2 —x+1
0 0 0

On calcule les intégrales séparément :

= [In(x+ 1)]% = In(3)

fei

Deplusona:
2 2 2
f X —2 d_lf 2x-1 3 L
—x+1 0 2 —x+1 T2 e —x+1 "
0 0 0
2
1[1 + 1)]3 ; ! d
=3 n(x?—-x+1) Ef 7 3 X
0 (x=3) +3
2
_L ) 3X4f 1 .
—2" 273 <2 1)2+1 X
0 |=x——=
V3§ V3
1 V3 2 1
= Eln(3) -2 [7 arctan (Tx — T)]

1 1
= Eln(3) -3 <2arctan (ﬁ)>

1 s
:Ell’l(3)—\/§>(§

On en déduit donc que :

2
1 1/1 i
I :f dx =§<Ell’1(3) +\/§X§)
0

On a la courbe suivante :

Exercice C.3 : On cherche a calculer :

3 1
= fg sin(t) + tan(t) de

1) En effectuant le changement de variable u = cos(t), montrer que I’on peut écrire :
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B

[ = j R(u)du avec R une fraction rationnelle.

o
2) En déduire la valeur de I’intégrale 1.

1) On sait que :
T T
6’3
Donc I; existe. De plus effectue le changement de variable u = cos(t).
a) Calcul des nouvelles bornes

vVt € [ ],sin(t) + tan(t) > 0

t I \/§
= — = —
6 2
. m 1
= — = —
37 %72
b) Calcul du dt
On sait que :
T T
u = cos(t) = t = arccos(u) cart € [65] c [0; ]
De plus on sait que :
. W eD 143 e 1
u e == —=-
u +— arccos(u 25 e T Nepr
On en déduit donc que :
dt = du
V1 —u?

¢) On remplace tout pour obtenir une nouvelle intégrale
De plus on sait que :

vee [£:5],sin(® = VT cos2(® = V1 - u? ettan(o) = 8 _ \/1_*

On en déduit donc que :

1
T 2
3 1 -1 du
Lsin@mn(t)dt:f -2 Vi-w
5 FVT—w Yot Vi-u
2
V3
2
[ — =
= u
— .2
11—u2+1 u
2
V3
2
_j u
_1 —ud—u?+u+1
2

On en déduit donc que :

u
w+ui-u-1

3 1
——dt=— d
_f% sin(t) + tan(t) 4

NIH\ N|®

On a donc ici :
1 V3 u
=-, = —¢etR = —
“ 2B 2 etR(w) w+ui—-u—-1

2) On doit factoriser le polynome u® + u? —u— 1 = P(u)
On voit que P(1) = 0, on peut donc factoriser P paru— 1. On a :
Vue RPW=ud+uv?-u—-1=@wW—-1DW?+2u+1)=@w-1D@+1)>?
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On décompose a présent en ¢léments simples.

ATTENTION a la décomposition en éléments simples de :
1

(u=—1)(u+1)2

On peut le faire de deux facons.

On cherche a, b et ¢ réels tels que :
1 a b c

G-—Du+1? -1 Tu+1 ws?

Méthode 1 : Astuce

On sait que :
1
1=Z[(u+1)2—(u2—1)—2(u—1)]
On a alors :
1 _1(u+1)2—(u2—1)—2(u—1)_1( 1 1 2 )
(u-Du+1?2 4 (u—1)(u+ 1)2 " 4\u—-1 u+1 (u+1)?
Méthode 2 : Comme en SI
On écrit :
1 a b c

G-Du+1? a-1 1+u Arw?
On met au méme dénominateur :
a b c a(l+uw?+b?—-1)+cu—1)
1 Tru aArwr - D@+ D?
uw?(a+b)+u(Za+c)+a—b-c
B (u—1Du+1)2

On identifie :

—_
a5
I
by

N R =

a+b=0
2a+c=0 =1b

a—b—-—c=1 l

C

On en déduit donc que :

1 _1 1 1 2
(u—l)(u+1)2_Z(u—l_u+1_(u+1)2)

A présent on peut calculer I’intégrale de cette fonction rationnelle !

Ona:
V3 /ﬁ V3 V3 \
2 2 2 2
f - d —llf 2y +f d f ~ du |
w+ut-—u-1 u—4\ (u+1)2 " w1 u—1 u/
1 1 1 1
2 2 2 2
On calcule séparément les intégrales :
V3 V3 V3
2 2 2
2u d _f 2u+2 f 2 d
/ (u+1)2 4= J (u+1)2 " J (u+1)2 "
2 2 2
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— [2In(1 + u) [

:21n<1+§)—21n(z>+4(2—\/§)—§

V3 V3 V3
2 2 2

u u+1 1 V3—-1 BV3-1 V3 3

_ _ _ 2 2 z

!u_i_ldu—lfu_l_ldu !u+1du > [ln(1+u)]% 5 ln<1+ 2>+ln(2)
2 2 2
V3 V3 V3
2 2 2

u u-1 1 V3 - B3-1 V3 1

_ _ — 12 _ 22\ (=

fu—ldu_fu—ldu-l_fu—ldu_ + [In(1 u)]% 5 +ln<1 2) ln(z)
1 1 1
2 2 2

V3 V3
2 2
2u u u
—du+f du—j du
1 1
2 2

N|

:21n<1+§>—21n(§)+4(2—\/§)—§+‘/§2_1 ln<1+§>+ln(g)
V3-1 V3 1

=ln<1+§>—ln(;)+ln() ln<1—£>+ (V3 - 2)——

—~12v3
= 21n(2 + \/§) —1n(3) +T
On en déduit donc que :
3 1 1 1 20 — 123
——— dt==In(2++vV3) —-In(3) + ———
jg sin(t) + tan(t) 2 n(2+v3) - 7InG3) 12
On a la courbe suivante :
08 2 == —1
aie sin(t) + tan(t)
0.6
04 i 1 1 - I 20— 12y/3
B [ TR dt = S ln(2 + V3) = In(3) + e

Partie D : Suites d’intégrale

Exercice D.1 : On pose :
vneN,I, = f(ln(x))n dx
1

1) Montrer que :
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1
vneN,I, = ft“etdt

0
2) Donner une relation de récurrence entre I, 4 et [,

3) Montrer que la suite (I,),, converge et déterminer sa limite.

1) 11 faut faire un changement de variable. On pose x = e’.

a) Calcul des nouvelles bornes
{x =1=t=0
x=e=>t=1
b) Calcul du dt
De plus on sait que :

dx
x:t- et € D([0;1]) eta = et

On en déduit donc que :
dx = etdt
¢) On remplace tout pour obtenir une nouvelle intégrale

On en déduit donc que :
1

e 1
vneN,I, = f(ln(x))“ dx = flnn(et) etdt = ftnetdt
1 0 0
2) On pose :
f, =t thet
On sait que f,, € D([0;1]) et :
vt € [0; 1], f141(0) = ((n+ D" + t2+1)et
On en déduit donc que :
1 1
ff,’m(t)dt = f((n + D" + " )etdt = (n + DI, + Inyg
0 0

De plus on sait que :
1

ffr,1+1(t)dt =fh1 (D) —f1(0) = e
0
On en déduit donc que :
vneN,I,,; =e—(n+ DI,
3) On sait que :
Vte[0;1],0<e'<e

= Vvte [0;1],0 < thet < tle
1 1 1

:>f0dts ftnetdts ftnedt
0

0 0
=0 <
"Tn+1
De plus on sait que :
e
li =0
r n+1
On en déduit d’apres le théoréeme de gendarmes que :
lim [, =0

n—-+oo

Exercice D.2 : On pose :

VneN,I, =] x"sin(x) dx

O\Nl:
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1) Etablir une formule de récurrence entre I,,,, et L.
2) En déduire, pour tout p € N, I, et I, 44 sous forme de somme.

1) On sait que :

T

T T
2 2

vneN, I, = f x"*2sin(x) dx = [—x"*? cos(x)]g +(+2) f x"*+1 cos(x) dx
0 0

=(m+2) /[ el sm(x)] —(n+1) f x™ sin(x) dx>

T\ n+1
=0+2)(3) -~@+ DO+,

2) On en déduit donc que :
2p-1

Ly=p)(3) - @P@p—Dizpy

2p-1 2p-3

= (2p) (g) —(2p)2p—1) <(2p -2 (2)

m?2-1  (2p)! m2P=3  (2p)!
"G @men@)  ta-me

—(2p—-2)2p-— 3)12p—4>

On en déduit donc que :
10\ 2P—1-2k

p-1
(2p)!
Vp € N,Izp = ;(—1)km(i) + (_l)p(zp)' IO

Or on sait que :

[, = | sin(x)dx =1

On en déduit donc que :
2p-1-2k

|
VpEN, I, = Z( 1)k(2p(—p)2k)( ) + (—DP(2p)!

Demémeona:

2
pn = @p+ D) (3) — @p + D@Plaps

2p-2

T\ 2P TC
=@ +D(3) —@+DEP ((Zp -D(;) -@p-D@p- 2)12p_3)

Cp+ 1! m2p  (2p+ 1! m2r-2 (2p+1)!
i T RS U
(2p)! \2 (2p—2)I\2 (2p —3)!
On en déduit donc que :

2p—-2k

2p + 1)!
Vp EN,Ippy1 = z( k(p—+21)()() + (=DP2p+ D!y

Or on sait que :

T

xsin(x) dx = [—xcos(x)](z) + | cos(x)dx =1

11::

e
S —— 3

On en déduit donc que :

L @p+ D! m ( )Zp—Zk

pEN, Ly, = Z( D =20 +(~DP@p+ D!
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On en déduit donc que :

Kk (2p+ 1)! (H)ZP_Zk

T
2 P
2p+1 o — _ _
Vp € N,f x sin(x) dx kzo( 1) Zp =210 \2
0 =



