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Correction DS n°2

\Exercice 1 : Une dérivée n-iéme\

On pose la fonction définie sur R par :

f(x) = e*cos(x)

1) a) Démontrer que :
I
Vx € R, cos(x) — sin(x) = V2 cos (x + Z)
b) En déduire que :
[
vx € R, f'(x) = V2e* cos (x + Z)
2) En déduire que :
I
Vx ER, f""(x) = 2e* cos (x +2 X Z)
3) Démontrer que :
n I
Vx ER VneE N,f(")(x) = 22e* cos (x + n—)

4
4) Déterminer les valeurs de x tel que :

f™ 60 =0

1) a) On sait que :
V(a,b) € R?,cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
On a donc :

vx € R, V2 cos (X + ) V2 [cos(x) cos ( ) — sin(x) sin (g)] =2 [cos(x) —2 — sin(x) —]

= cos(x) — sin(x)
Donc :
T
Vx € R, V2 cos (x + Z) = cos(x) — sin(x)
b) fest de la forme u X v doncon a:
T
Vx € R, f'(x) = e* cos(x) + e* (—sin)(x) = e*(cos(x) — sin(x)) = V2e* cos (x + Z)
2) 11 suffit de dériver une f’ toujours de la forme u X v :
T T
7 _ X ) — X oF —
vx ER, f"(x) = V2e cos(x+4) V2e sm(x+4)
s T
— X — | — 1 —
=/2e (cos (x + 4) sin (x + 4))
=2 cos(x+4+4)
= 2e* cos (2 X E)
4

3) On raisonne par récurrence. Pour tout entier naturel n on pose la proposition P(n) suivante :

n T
P(n):"vx € R, f™(x) = 22e* cos (x + nz) "

Initialisation : Pour n=0 :
0 T
22e* cos (x +0 X Z) = e* cos(x) = f(x)

Donc P(0) est vraie.
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Hérédité : Soit n un entier naturel fixé. On suppose vraie P(n). On a donc :

n i
vx € R, f™(x) = 2ze* cos (x + nZ)

n T n T
(n+1) — 99 pX ) 995 ,%X of _
>Vx€ER,f (x) = 22e cos(x+n4) 22e Sm(x+n4)

| o)

n T n+i T
=ZZex|cos(x+n4)—sm(x+n | Zexcos(x—I—(n—I—l)xZ)
\ \/_cos(x+nx + /

Conclusion : P(0) est vraie et P(n) est héréditaire donc d’apres le principe de récurrence, P(n) est

toujours vraie.
4) On résout :

Donc P(n+1) est vraie.

n T T T 2k + 1)m
f(”)(x)=0<:>25excos(x+nz)=0<:>cos(x+nz)=0®x+nzz%;kez
k1r+n nr
& x = -
x 2 4

\Exercice 2 : Limite d’un produit\

1) Démontrer que :

V(@ b) ERLVnE N:a™l —pn+l = (g — b)E akpnk

k=0
2) En déduire une factorisation de :
P(x)=x3—1etP(x) =x3+1
3) Démontrer que :
n n+1
vnen,| [ +k+n =] [o2-k+D
k=0 k=1
4) En déduire que :
Tki-1 2

lim ==
n—+oo x k3+1 3

5) 5) Ecrire un programme Python qui en entrée vous demande une valeur de n (on pourra

utiliser une fonction ou bien un input) et en sortie affiche dans une liste les différentes

valeurs de u,, pour n allant de 2 a n avec :
n
k3—1

o N R
k=2

1) C’est du cours. 11 suffit de prendre le membre de droite et de faire un télescopage :
n n

vV (a,b) e R, VYne N, (a—>b) Z akpnk = Z aktipn-k — Z akpnk+1

k=0 k=0
n—1 n

— an+1 + Z ak+1bn—k _ bn+1 _ Z akbn—k+1

k=0 k=1
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Orona:

n-1 n n

z qktipn-k — z akpn—(k-1) — Z akpnti-k

k=0 k=1 k=1
On en déduit donc que :

n
V(a,b) eR:3,¥Yne N,(a—b) ) akp* ™k = g+t — pnt1
k=0

2)Ona:
VX ER P (x)=x3—-1=x3-13=(x-1D%*+x+1)
De méme on a :
VXERP(x)=x3+1=x>—-(-1)=(C+1Dx*—x+1)

3) On a par décalage d’indice :
n+1 n+1 n+1

K+k+1D)=| |[(k—-1D?*+k-1D+1)=]| |(K*-2k+1+k)=]| |(K*-Kk+1)

4)Ona:

-1 1qk-1DE2+k+1) TU1k—1 TUk2+k+1

r— = — X _—

k3+1 k+1)(k%2—-k+1) k+1 k? —k+1
k=2 k=2 k=2

k—1 1x2Xx.x(n—-1) B 2
_2k+1_3><4><...x(n—l)an(n+1)_n(n+1)

De méme on a:
TR+ k+1 [, +k+1) o,k +k+1) n?+n+1
. k2 —k+1 nokP—k+1) [IiZi(k2+k+1) 3

On en déduit donc que :

n
k3—1_2xn2+n+1
_2k3+1_3 nn+1)

k=
Orona:
1 1
o n?+n+1 | 1tpts
llm—1=llm 1 =1
n nn+1) n 1+
On en déduit donc que :
. Tk -1 2
im —_— ==
n—+oo kK3+1 3

k=2
5)Ona:

def simul(n):
u=[7/9]
print(u)
for 1 in range(3,n+1):
: u.append(u[-1]*(i**3-1)/(i**3+1))
print(u)
return u




Page 4 sur 12

Cela donne :

>>> simul(6)
[0.7777777777777778,
©.7222222222222222,
0.7,
©.6333888888888889,
©.6825396825396826 ]

|Exercice 3 : Une bijection sur une partie de (Cl

On pose a€ C, tel que |a| < 1. On pose alors la transformation suivante :

(C\{l} C
-t =
. a
fa: zZ—a
(v d
z 1—az

1) Démontrer que :
Izl =1 zxz=1
2) Démontrer que :
vze(lzl=1=|f,(2)| =1
3) Démontrer que la réciproque est vraie.
4) On définit :
U={z€C(C|z| =1}

U->U
M EL

On pose alors :

zZe —
1—-az
(on dit que g, est la restriction de f;, sur U, noté aussi : f; |y).
Démontrer que g est bijective et en déduire une expression de g, ! en fonction de g, ou b est a

déterminer.

1)Ona:
Izl =1 |z]’=12zxZ=1
2)Ona:
VzEC |z|=1=7zz=1
De plus on sait que |a|] < 1. Donc :

QO | =

VZEC |z|=1=z#
On a donc :

Vz € [Urfa(z) Xfa(z) = 1—az
_ 1—az—az+ aa

X

Z—a (z—a) Z—a Z—a ZZ—az—az+ aa

1—az/ 1—-az 1—-azZ 1—azZ-—az+ azaz

(carzz=1)=1

" 1-az—az+aa
Ainsion a :
vz e U, f,(z) xf,(z) =1
On en déduit donc que :
vze(qlzl=1=|f,(z)| =1
3) On suppose que :
|fa(z)| =1
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On a donc:
— z—a zZ—a o
fe@DI=1=fi@D X fo(D)=1=T—F— X7 =-=1=-a)Z-d)
=(1-az)(1-az)
= 7Z—aZ—az+aa=1—az—az+azaz = 7zzZ(1 —al?) =1—|al®* (caraa = |al?)
Or on sait que :

lal] <1 =1-1]al?#0

On a donc :
zzA—-lal)=1—-|al*=zz=1=|z| =1

Donc :

Ifa(@)|=1=|z| =1
La réciproque est vraie !
4) On a démontré précédemment que :

zeUso f,(z) €U

Donc la fonction g, est bien définie.
On va résoudre :

9qa(z) =z avecz' € U

Ici ’inconnue est z :
zZ—a B
g(2) =7 & — =z o z(14+az')=a+7
1—az

Or on sait que :

laz'| = lal|z'| = la| < 1=V 2z € U,az' # -1
On a donc :
_ a+z
zl+az')=a+z o z= —
1+az'
On en déduit donc que :
vz €U g.(2) ) a+z
z ,002) =2 &z = —
Ga 1+az

On a donc :
vz' €U, 3! € Utel que g,(z) =2’
Donc g, est bijective et de plus on a démontré que :

U->U
-1, Z+a

ga:
Z -
1+az

On en déduit donc que :

9a'=9-a




Page 6 sur 12

\Exercice 4 : Encore une somme\
Soitn € N, x € R. On propose de simplifier I’écriture des fonctions suivantes :
( n n

A, (x) = ) [cos(kx)]? = ) cos?(kx)
B,(x) = ) [sin(kx)]* = in®(kx)
k X Z sin(kx ;)sm X

1) Déterminer I’ensemble de définition de 4,, et B,,.

Dans toute la suite on pose les fonctions suivantes :
n=4,+B,etd, =A,+B,

2) Démontrer que s,, est constante et déterminer sa valeur.

3) a) Démontrer que :
n

Vx € R d,(x) = z cos(2kx)
b) Rappeler la formule de linéarisation de co: (fl) sin(b).
c) Démontrer que :
Vx € R,d,,(x) sin(x) = cos(nx) sin((n + 1)x)
d) En déduire la valeur de d,,(x) (on pourra distinguer plusieurs cas !).
4) Déterminer les valeurs de A, (x) et B, (x).

1) On sait que D, = R et Dy;;,, = R donc 4A,, et B,, sont définie sur R.

2)Ona:
n
VXER,VnEN,s,(x) =A,+B, = Z cos?(kx) + Z sin?(kx)
n k=0 n k=0
Z[cosz(kx) + sin?(kx)] = Z
k=0 k=0

Remarque : On peut aussi dériver :
vn e N,Vx € R,s),(x) = A,,(x) + B;,(x) = z —2k cos(kx) sin(kx) + Z 2ksin(kx) cos(kx)

=0
Donc on en déduit que :
Vx ER,s,(x) =s,(0)=n+1
3) a)Ona:
n n n
vneNA,—B, = z cos?(kx) — z sin?(kx) = Z[cosz(kx) — sin?(kx)]
k=0 k=0 k=0
Or on sait que :
V (a;b) € R?,cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
= V x € R, cos(2x) = cos?(x) — sin?(x)

Ainsi on a:
n

n
vneN,d,(x) =A4,(x)— B,(x) = Z:[cos2 (kx) — sin?(kx)] = Z cos(2kx)
k=0 k=0
Remargque : On peut aussi faire une récurrence. C’est plus long mais cela fonctionne !



On pose :

n

vn e N, P(n) ="d,(x) = z cos(2kx)"
k=0
Initialisation : n = 0
Ona:
do(x) = Ag(x) — By(x) =1
0
z cos(2kx) = cos(0) =1

k=0

Donc P(0) est vraie.

Hérédité : Soit n un entier naturel fixé. On suppose vrai P(n). On a alors :
n+1
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d,1(x) = Z[cosz(kx) — sin?(kx)] = d,(x) + cos?((n + x) — sin?((n + Dx)

k=0 =cos(2(n+1)x)
n n+1
= z cos(2kx) + cos(2(n + 1)x) = Z cos(2kx)
k=0 k=0

Donc la propriété est héréditaire.
Conclusion : On conclut d’apres le principe de récurrence.
b)Ona:

N =

cos(a) sin(b) = =[sin(a + b) — sin(a — b)]

¢) On sait que :
n

Vx €R,d,(x)sin(x) = l COS(ka)] sin(x) = cos(2kx) sin(x)
2, 2.

k=0
1 n
== (sin((2k + 1)x) — sin((2k — 1)x
2;[ ( )
C’est une somme télescopique :
Z[(sin((Zk + 1)x) — sin((Zk — 1)x)] = sin((Zn + 1)x) — sin(—x)
k=0

= sin((Zn + l)x) + sin(x)
On en déduit donc que :

Vx€R,d,(x)sin(x) = %[sin((Zn + 1)x) + sin(x)] = % X 2 X sin (2n2+ 2 x) cos (2—nx)

On en déduit donc que :
Vx € R, d,(x)sin(x) = cos(nx) sin((n + l)x)
d) On en déduit donc que :

n n+1six=0[m]
sin((n + Dx)

2

VxeERVneNA,(x)—B,(x) = Z cos(2kx) =
k=0

cos(nx)

sin(x)
4) 11 suffit de voir que :
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( A,+B,=n+1
n+1six=0[r]

cos(nx) sin(s(iz(q;)l)x)

An(x) —Bn(x) =

VXE]R,VnEN,i

ler cas : SI x = 0[]
On a alors :

Remarque : Cela est logique car :
n

x =0[n] = VneN,Vvk € [0;n],sin?(kx) =0=Vn€eN,B, = z sin?(kx) = 0
k=0
Et de plus :

n

x =0[n] = Vn€N,Vk € [0;n],cos?(kx) =1=VneN,A, =2cosz(kx) =n+1

k=0
2iéme cas : SI x # 0[m]
A, +B,=n+1
VneEN, sin((n + 1)x)
A,, — B, = cos(nx) Sinx)
n+1 1 sin((n+ 1)x
A, = —— + = cos(nx) (( )%)
_ 2 2 sin(x)
B n+1 1 ( )sin((n+1)x)
no2 g oS\ sin(x)

\Probléme 1 : Une petite égalité\

Le but de ce probléme est d’exprimer plus simplement la fonction suivante :

Aresi ( 2x )
. g
fix resin 1T 22

Partie A : Etude classique de fonction

On pose :
2x

1+ x?

h:x —
1) Déterminer 1I’ensemble de définition de 4.
2) Etudier la parité ou I’imparité de h.
3) Etudier la limite de /4 en +oo. Quelle conséquence graphique pouvez-vous observer pour C;, ?
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4) Déterminer les variations de la fonction /4 sur [0 ;+oo[ et en déduire le tableau de variations de /
sur son ensemble de définition.

Partie B : Simplification de f

1) Rappeler I’ensemble de définition de la fonction arcsin.
2) En déduire que f est définie sur R.

3) Démontrer que :

Vo E] n_n[ oy = 2tan(0)
2’2 ,$in(20) = 1 + tan2(0)
4) a) Démontrer que : Vx € R, 3! 64 € ]—g,g[ tel que x = tan(0y)

b) En déduire que :
Vv x € [0;1], f(x) = 2arctan(x)
c) Démontrer que :
Vx € [1; +oo[, f(x) = m — 2 arctan(x)
5) a) Rappeler ’ensemble de dérivabilité de arcsin.
b) Calculer :

lir?_ f'(x) et 1ir{1+ f'(x)

X— X
¢) Tracer la représentation graphique de f, notée Cy, sur R. On fera apparaitre les
eventuelles points de Cr ou la fonction n’est pas dérivable.

6) On pose de méme :

R—-R
(v d
X rccos 1 +X2

Déterminer une écriture plus simple de g puis en déduire sa courbe.

Partie A :

1) h est définie si et seulement si 1 + x2 # 0. Or on sait que :
VXER 14+x2=>1>0

On en déduit donc que :

Dh == R
2)Ona:
2(—x) 2x
V E R, - _-— _h

* f(==) 1+ (—x)? 1+ x? ()
On en déduit donc que h est impaire.
3)Ona:

2x 2 _ 1

lim = lim ———— = 0car lim x<1+—)=+oo
x—+0 1 + xZ x—+00 1 x—+00 X

X (1 + —)
X
On en déduit donc que D, admet une asymptote horizontale en + (et en —oo par imparité)
d’équation y = 0.
4)Ona:

(1+x?)—2x*  1-x?
(1+x2)2 1+ x2)?
On en déduit donc le tableau de signe et de variations suivant :

Vx € R, A (x) =2
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r |0 1 +oo
f@] + ) -
I
Par imparité on obtient :
r| —0 -1 0

1 +oo
0 1
f \\\\*__1////,/0/””/)7 \\\\\*U

Partie B : Simplification de f
1)Ona:
Daresin = [—1;1]
2) D’apres I’étude des variations de h effectuée dans la partie A, on a :
Vx € R h(x) € [-1;1]
On en deduit donc que Dy = R.

3)Ona:
“ 2 sin(0) sin(0)
m T 2tan 0) cos(0) _ cos(0) 2
Ve T ® T ran@y? 2 Teos@F + 5@ @)
(COS(G))

= 2sin(6@) cos(0)
Or on sait que :
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a) = sin(26) = 2 sin(@) cos(O)
On en déduit donc que :
2 tan(0)

1 + tanZ(0)

4) a) On sait que tangente est continue et strictement croissante sur ]— g; g[ De plus :

M T
VBE]—E;E[,sin(ZB) =

lim tan(x) = +o et lim tan(x) = —
X—% X—%
X<y X<y

D’apres le théoréme de la bijection, tan réalise une bijection de ]— g ; g[ sur R.

Donc :
mT
vxeR3 6, € ]—E;E[telquex = tan(6,)
On a alors :
6, = arctan(x)
b)Ona:
mT T
vx e R, 3! 0, € ]—;;;[telquex = tan(6,)
On a donc :

f(x) = arcsin (1 -ZI_xxz) = arcsin (1 _I_Z(t:;;((gg)))z) = arcsin(sin(26,))
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. . . r e . . T T
Or on sait que arcsin est la fonction réciproque de sinus, restreint sur [— > 5]'

Orona:
s
Vo, € [o;Z] ,tan(6,) = x € [0; 1]
On en déduit donc que :
vis
vx € [0;1],3!6, € [O; Z] tel que x = tan(6,)
On a donc :
T
vx € [0;1] = 26, € [O;E] = arcsin(sin(26,)) = 26, = 2 arctan(x)

On en déduit donc que :
vx € [0;1], f(x) = 2 arctan(x)
c)Ona:
tan(0,) = x
vx € [1; +oo[,{ ]—n n[=>9 e[ —[=>29 e[ ;n| = - 26, e]—— q

On en déduit donc que :
Vx € [1; +oo[, f(x) = arcsin(sin(260,)) = arcsin(sin(w — 20,)) = T — 20,
= 1 — 2 arctan(x)
5)  a) On sait que arcsin est définie sur [—1; 1] mais dérivable sur | — 1; 1[.
b)Ona:

Vx € [0; 1], f'(x) = T2 = JE}rln_f’(x) =1

De mémeona:

= -1

Vi €]1; oo, £ () = 5

¢)Onadonc:

, 2z
Y= a,rcsm(l in a:Q)

6)Ona:
8 1— sin?(8) cos?(8) — sin?(0)
1 —tan~(0 cosZ(0) c0s2(0) B .
e ] [ 1+ tan2(8) 1 4 Sin?(6) B cos2(0) + sin2(0) = cos*(6) — sin®(6)
- cos?(6) cos2(0)
= cos(20)

Soit x € R, on effectue le changement de variable suivant :

x = tan(0,), 0, E] 12T12T[

On a donc :

1—x? 1 — tan(0,)?
g(x) = arccos (1 n x2> = arccos (H—Tngei;J = arccos(cos(20,))

Or on sait que :
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V6 € [0; ], arccos(cos(6,)) = 0,
On en déduit donc que :

yis
Vx = 0,60, = arctan(x) € [O;E[ = 20, € [0; [ = arccos(cos(20,)) = 20, = 2 arctan(x)

Par parité de la fonction g, on en déduit que :
Vx <0,9(x) = g(—x) = 2arctan(—x) = —2 arctan(x)
On en déduit donc que :
vx € R, g(x) = 2arctan(|x|)
On a donc la courbe suivante :

2

2)

1 -z

. Yy = m‘ccos(l s
x




