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Fiche TD 12
Rudiment d’arithmétique

Partie A : Diviseurs et multiples

Exercice Al : Démontrer que :

V3¢ Q
Exercice A2 : Soit (a,b) € Q2 tels que vVa & Q etvb & Q . Montrer que vVa + Vb & Q
Exercice A.1: Soit n un entier naturel non nul. Déterminer la division euclidienne de 7n+16 par 2n+3.
Exercice A.2 : Soit n un entier naturel non nul. Déterminer la division euclidienne de 7n+16 par 2n+3.

Exercice A.3 : La différence de deux entiers naturels est 538. Si 1’on divise 1'un par l"autre, le quotient est 13
est le reste est 34. Déterminer ces deux nombres.

Exercice A.4 : Soit (ag;ay;...;a,) € [0; 9], On pose :
apap_1 .49 =a, X 10" +a,_; X 10" 1 + .- +a; X 10+ a,
Démontrer que :

n
3lajag_1 a2 < 3| ) ax
k=0
Exercice A.5 : Montrer que :
_2In-3

15n — 2
a, = 2 =—

etb, = 7

Ne sont pas simultanément dans 7

Partie B : PPCM et PGCD

Exercice B.1 : Calculer 9100 A 1848 et 9100 v 1848
Exercice B.2 : Soit n € N*. Calculer (n® + 2n) A(n* +3n?2 + 1) et (n® + 2n) v (n* + 3n? + 1)

Exercice B.3 : a) Déterminer les entiers n € N* tels que s on divise 4373 et 826 par n, on obtient respectivement 8 et 7
pour restes.
b) Déterminer les entiers n € N* tels que s on divise 6381 et 3954 par n, on obitent respectivement 9 et 6 pour restes.

Exercice B.4 : On considére trois entiers naturels n,p ,qavecn = 2 et q > 0.
1) On écrit la division euclidienne de p par q sous la forme p = aq + r. Montrer que la division euclidienne de n? — 1

parn? — 1est:
a-1
nP—1= (z nkq+r) M-+ M -1)

k=0
2) En déduire (n? — 1)A(n% — 1) en fonctionde net p A q.

Exercice B.5 : 1) Montrer que pour tout (a,b) € N2, pour tout A € N, (Aa) A (Ab) = A(a Ab).
2) En déduire que pour tout (a,b) € N2, pour tout A € N, (Aa) v (Ab) = A(aV b)

Exercice B.6 : Chercher les couples d’entiers (a, b) tels que :
{ aAb =42
avb=1680
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Exercice B.9 : Déterminer les entiers b naturels non nuls tels que 28 Vb = 140

Partie C : Nombres premiers

Exercice C.1 : Soit (a,n) € (N*)?2, soit p un nombre premier. Montrer que :
pla” = p"[a"
Exercice C.2 : Soit (a, b, ¢, k) € (N*)*. Montrer que :

— -~k
{aa/lz b_=C 1 = EI(O(: B) € (N*)Z,tels que {

:’:1—0(k
b = Bk

Exercice C.3 (petit théoréme de Fermat) :
1) Montrer que :

p
VpePVke[1;p—1],p] (k)

2) En déduire que :

V n € Z,p|(nP — n)
3) a) Montrer que :

Vn€Z42|(n” —n)
b) Montrer que :

n’” n° 23n
Vne Z,7+?+¥E Z

Exercice C.4 : On suppose qu’il existe un nombre fini d’entiers premiers de la forme 4n — 1 oun = 1. On les note
P1, ---, Py €t on forme le nombre 4p; X ... X py — 1. Montrer que ce nombre admet nécessairement un diviseur
premier de la forme 4n — 1, et en déduire une contradiction. Conclure.

Exercice C.5: Soitn € N*,n = p(l)‘1 X ... X py* sa décomposition en produit de facteurs premiers.
1) Calculer le nombre de diviseurs positifs de n.

2) Calculer la somme S(n) des diviseurs positifs de n.

3) Montrer que si m et n sont premiers entre eux, alors S(mn) = S(m)S(n).



