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Correction DM n°3, PCSI 2024-2025

Exercice 1 : Variation de la constante en dimension 2
On cherche a résoudre 1’équation différentielle a valeurs dans R suivante sur ]— g; g[ :(E):y" + 4y = tan(t)

1) Résoudre I’équation homogéne. On ne donnera que les solutions a valeurs dans R. On pose dans toute la suite :

] T T R ] T T[[ R
—_=] - —_=] -
Y1:I 2'2 etyzz{ 2'2
t > cos(2t) t — sin(2t)
2
2) a) Soit (A4,1,) € (C’1 (]— g ; ED) . On cherche a trouver une solution particuliére a (E) qui vérifie la
relation :
{y =My1 + 2292
y' = My1 + A2y
Montrer si y est solution de (E) et vérifie la relation précédente, on a alors :
{ My1 + A3y, =0
Ay1 +2zy; = tan(t)
b) En déduire que :
Aj(t) = —sin?(t)

T T
vVt € ]——;—[, , 1
220N = Ecos(Zt) tan(t)

¢) En déduire toutes les solutions de (E).
3) Résoudre le probléme de Cauchy :
y" + 4y = tan(t)
y(0) =0
y'(0)=1

1) On sait que :
y" +4y = 0 & 3(A,B) € R?, Vvt € R,y(t) = Acos(2t) + Bsin(2t)
2) a) On sait que :
Y =My + Ay =y = My1 + Ay + Ay + A3y
On en déduit donc que :
y = My1+ A2y, , ,
, ) , = Myt Ay, =0
{y =My1 +A2y2 TRy
De plus si y est solution de (E) on a alors :
y" + 4y = tan(t)
Deplusona:
y' =My1 + Ay, =y =My + Ay + Myt + A7
On en déduit donc que :
y" 44y = tan(t) = Ay + A3y7 + Ay1 + Ayz + 4(y; +2Azy,) = tan(b)
= My1 + 2252 + M(y1' +4y1) + 2, (v2 + 4yz) = tan()
De plus on sait que y; et y, sont solutions de I’équation homogeéne donc :
yi +4y1 =0=y; +4y,
On en déduit donc que :
A1y1 +Azy; = tan(t)
On en déduit donc que y est solution de (E) et vérifie la relation précédente, on a alors :
{ Ay1 + 23y, =0
1V1 + A2y, = tan(t)
b) On sait d’apres la question précédente que :
vt e ]_ T _[ { A1 () cos(2t) + A5 () sin(2t) = 0
27 217 (=221 () sin(2t) + 225 (t) cos(2t) = tan(t)
On sait que ce systéme admet une unique solution si et seulement si :
2 cos?(2t) + 2sin?(2t) # 0
Or on sait que :
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vVt € R,2cos?(2t) + 2sin?(2t) = 1
On en déduit donc que le systéme admet une unique solution, donné par :

(D) = — sin(2t) tan(t)

vee ] = “[ 2
2°20) cos(2t) tan(t)
M) = 2o
Or on sait que :
™ M _ sin(2t) tan(t) _
Vvt € ]_E;E[' sin(2t) = 2 cos(t) sin(t) = ——— =" sin?(t)
On en déduit donc que :

() = — sin(2t) tan(t)
™ T 1\ =

AR VAR e
2727 ., o cos(2t) tan(t) 27217 | A, (t) = = cos(2t) tan(t)
M = S 2
On sait que :

2

o = E(cos(Zt) -1

MmN 1 /sin(2t)
:HCER’VtE]_E;E['Al(t):E 2 —t)+c

it __ it
Vte]—g:g[,xa(t)=—sin2<t)=—(l> -

Deplusona:

1 %sin(t) 1
MG Ecos(Zt) tan(t) = 5(2 cos?(t) — 1) tan(t) = cos(t) sin(t) —

~ Laine2n 1 sin(t)

cos(t) zsm 2 cos(t)
On en déduit donc que :

3deR Ve |-, 2p(1) = L cos(2t) + Sn(cos(®) + d
, 53] A2(®) = — 7 cos > In(cos
On pose :
T T R
i

f: ;
te <% (sméZt) — t> cos(2t)> + (—%cos(Zt) + %ln(cos(t))) sin(2t)

On vérifie alors facilement que :

T

vVt € ]—E;E[,f”(t) + 4f(t) = tan(t)
Donc f est une solution particuli¢re de (E).
On en déduit donc que :

{y” + 4y = tan(t)

T T
tE]—E;E[
T T
= 3(AB) € RZ,VtE]—E;E y(®

B 1 sin(2t) —t+A]cos2t) ) + (—lcos(Zt) + lln(cos(t)) + B) sin(2t)
“z2\ 72 4 2

3) En reprenant les notations de la question précédente on a :

y(0) =A=0
Deplusona:

1 3
y'(0) = (—Z+B)2 —1—B=2
On en déduit donc que :

y" + 4y = tan(t)
y(0) =0
y'(0=1

M 1 /sin(2t) 1 1 3\ .
& Ve ]_E;E['Y(t) = E( 7~ t> cos(2t) + (—Zcos(Zt) + Eln(cos(t)) + Z) sin(2t)



= —ltcos(Zt) + <1 In(cos(t)) + E) sin(2t)
2 2 4
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Probléme 1 : Intégrale de Wallis

Le but de ce probléme est de démontrer que :

n
i Z 1 _112
M6
k=1

n
1
Vn € N*,Sn = Z—Z
k=1k

Dans toute la suite de ce probléme on pose :

Partie A : Converge de la suite (S,,)
1) Démontrer que la suite (S,,) est croissante.
2) On pose :

n
1
e,y =Y L
nESyn k(k + 1)
k=1
a) Exprimer v, en fonction de n.
b) En déduire que :
vn€eN,S, <2

c¢) Démontrer que la suite (S,,) converge.

On pose dans toute la suite de ce probléme la suite (W,,) définie par :
T

2
vVneNW, = f cos"(t) dt
0
Remarque : Ces intégrales s’appellent les intégrales de Wallis.

Partie B : Une formule explicite des intégrales de Wallis
1) A I’aide d’une intégration par parties, montrer que :
n+1

VneNW,,, = 1’1—+2Wn
2) On pose la suite :

vn € N, u, = (n+ 1))W,;; W,
Démontrer que la suite (u,) est constante.
3) a) Démontrer que :

(2n)! i
VI’IEN,W2n =WXE
b) Déterminer une expression de W, en fonction de n.

Partie C : La limite des intégrales de Wallis
1) Démontrer que la suite (W,,) est décroissante.

2) a) Démontrer que :

W, n+2

VneN, 1< <
ht1 N+1

b) En déduire :
W.
lim—=2 =1
W2n+1

¢) En déduire la formule de Wallis :
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. (2n ()"

—_ X~ =
my (2n!)2
Partie D : La limite de la suite S,

Dans toute cette partie on pose :

LS
2
s on 4" (n!)?
vn € N,K, = | t°cos*"(t)dtetu, = WKH
0
1) a) A ’aide d’intégrations par parties successives, exprimer W, a I’aide de K, et de K,,_.

b) En déduire que :
i
Vn € N*,m = Up—q1 — Uy
c¢) En déduire que :
2

T 4
VHEN*,SH =€—Eun

2) a) Montrer que :
VX € [O;E],O <x< Esin(x)
2 -T2

b) Montrer que :
2

T
vneN,0 <K, < T(Wzn —Wany2)
c¢) En déduire que :
limu, =0
n

d) Conclure.

Probléme 1 : Intégrale de Wallis

Le but de ce probléme est de démontrer que :

n
i 1
IPZF_?
k=1

n
1
vn € NS, = Z—Z
k=1k

Dans toute la suite de ce probléme on pose :

Partie A : Converge de la suite (S,,)

1) On sait que :

n+1 n
UAPRTPRPRP I of ) o B S
n , —Sh=) 55— = >
n+1 n - k2 - kZ (n + 1)2
On en déduit donc que la suite (S,,) est croissante.
2)a)Ona:
n n n n n
vn € N* _Z 1 B (k+1)—k_z(1 1 )_ 1 1 . 1
PEN = A ktk+ ) - L kk+1D  L\k k+1) T Lk kK+1 — n+1
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

b) On sait que :

vn € N*, vk € [1;n],k? > k(k— 1)
On en déduit donc que :
1

1
vn € N ,n>2,Vk e [[Z;HH,ES Kk— 1)




On en déduit donc que :

K2 )
k=2 k=2
n n
=V EN*,Z < 1+Z
n K2 k(k— 1)
k=1 k=2
n-1 1
=V EN*,Z _1+z
n K2 k(k + 1)
k=1
= 1
=>Vn€N*,Z§31+1——
k=1
VneN,S, <2

¢) 1l suffit de voir que la suite (S,) est croissante et majorée.

Partie B : Une formule explicite des
1) Ona:

On pose :
{u(t) =
v'(1)

= Vn€eNW,,, = [cos"1(t) x sin(t)]g

= Vne N, WI'H-Z = (n + 1)Wn - (n + 1)Wn+2

n+1
=VneNW,,,= mwn
2) On sait que :
n+1
vn € N,Wp,, = mwn = Uy = 0+ 2)W Wi = M+ DWWy = 1y
Ainsi la suite (u,,) est constante.
3) On veut démontrer que :
(2n)! i
v ENWon = oantanz <2
Méthode 1 : Par récurrence :
On pose :
. B (2n)! T,
Vn € N,Pn = WZH—WXE

Initialisation :

intégrales de Wallis
T
2

VneNW,,, = j cos"*2(t) dt
0

TC

2
= f cos™t1(t) cos(t) dt
0

u(t) v/ (t)

cos™1(t) - {u’(t) = (n + 1)(=sin(t)) cos™(t)

= cos(t) v(t) = sin(t)

T

=0
T

2
=(m+1) _[ sin?(t) cos™(t) dt
0

T

2
=(m+1) f(l — cos?(t)) cos™(t) dt
0

2
— f(n + 1)(— sin(t)) cos™(t) sin(t) dt
0
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(0)! " T T W
2000n272 27 0
Donc Py est vraie.
Hérédité : Sit n un entier naturel fixé. On suppose vraie P,.
Ona:
(2n)! m
Won= 22z X 2
Or on sait que :
n+1
vneNW,,.,= — 2Wn
On a donc :
2n+1

Womt1) = Wanyo = nt2 2W2n
2n+1 (2n)! m
= X X —
2n+2" 22n(n)2° 2

1 (2n+1)!
T2+ D) 20mn2 2
2(n+1) @Cn+1)! =
T2+ D+ 22mD? 2
(2n+2)! i

= X [—
2202 ((n+1)NH2 2
Donc P, est vraie.

Conclusion : P, vraie et P,, héréditaire implique par le principe de récurrence que P, est vraie pour tout entier naturel
n:

B (2n)! i

VDEN,WZD—WXE
Méthode 2 : Par itération de la formule de récurrence :
On sait que :

n+1
VneNW,,, =1’1—+2 n
Ainsiona:
2n—1
VneNW,, = 5 Ven-2

2n—1 2n-3 W
= X
2n 2n-—2 "t
2n—1 2n-3 2n—5W
= X X

2n " 2n—2"2n—4 °"°°
: On réitere le procédé n fois
_ 2n—1 2n-3 1

X X ... X=
2n 2n — 2 2W°

Or on sait que :
W _T[
072
Deplusona:
2n—1 2n-3 1 (2n—-1)x@2n-3)x..x3x1
X X . X==
2n 2n — 2 2 2nX 2n—2)..%x2
_(2n—1)><(2n—3)><...><3><1
- 2'nx (n—1) x ..x 1
~(@n-1)x(2n—-3)x..x3x1
a 28n!
_2n(Zn-1)X(2n—-2)x(2n—-3) X ..Xx3x2Xx1
h 2'n! x 2n X (2n — 2) ... % 2
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_ (@n)
- 22n(n!)2
On a donc :
(2n)! i
VnEN,Wzn:WXE

b) C’est la méme chose que la question a précédente, soit par récurrence ou par itération de la formule de récurrence.
Comme on ne nous donne pas de formule a démontrer, nous allons le faire grace a la méthode 2.
Méthode 2 : Par itération de la formule de récurrence :

On sait que :
n+1
vneNW,,,= n_l_ng
Ainsiona:
2n
vneN,Wpyy = 2r1—-|-1W2n_1
2n 2n—2
= W2n—3

2n 2n—2 2n-— 4W
X X
2n+1"2n—1""2n-3 *"°7°
: On réitere le procédé n fois

2n 2n—2 2
i1 o1 3
Or on sait que :
w, =1
Deplusona:
2n 2n—2 2 2n!
X X .. X==
2n+1 2n-1 3 2n+1)x(2n—-1)..%x3
(2™n!)?
=D

(2"n))?2  22"(n!)?
2n+1)! (2n+1)!

Vne N,W2n+1 =

Partie C : La limite des intégrales de Wallis
1) On sait que :

YVt € [O;;],O <cos(t) <1

s
= VneN,Vvte [O;E] ,0 < cos™1(t) < cos™(t)

TC T T
2 2 2

= Vne N,f 0dt < f cos"t1(t)dt < f cos"(t) dt
0 0 0

=>VnEN,OSWn+1SWn
2) a) On sait que :

VvneN W, <W, <W,_,

A W, _
=1<—2 <21
n+1 Wn+1
Or on sait que :
n+1
‘v’nEN,WnH:n_'_ZWn
On adonc:
n
VHEN'Wn+1:mWn—1
W, _ n+1
VneEN, n-l_

Whi1 n



On a donc :

b) On sait que :

Or on sait que :

n+1
Vne€E N,Wn+2 = Il—-l-zwn
On a donc :
2n
VneN Wy = Zn—_l_1W2n—1
Wono1 2n+1
VneN, an-l
Wan+1 2n
On a donc :
Wy, 2n+1
VneN, 1< <
2n+1 2n
De plus on sait que :
1
_ 2n+1 145
lim = lim =1
n-+c 2N n—-+oo
D’apres le théoreme des gendarmes :
. w2n _
lim =1
n-+0o Wop g
¢) On sait que :
_ @n)! m _ 22" (nh)?
Vne N'WZH = W XE etW2n+1 = m

On en déduit donc que :

On adonc:

Partie D : La limite de la suite S,
Dans toute cette partie on pose :

T
2

vn € N,K, = f t2 cos?"(t) dtetu, =
0

W, Sn+1

n+1 n

VneN 1<

Vn €N, Wppyg < Wi < Wy
W. W, —
=1< 2n < 2n—-1
2n+1 W2n+1

W, (2n)! m (2n+ 1)!
VneEeN, = X =X
Woner  22°(mD? 2 227(n))?

2
= (2n+1)=x ((L)')‘;
2 (2n(nD)

2
lim (2n+1)Ex((2L!)—1

n-+oo 2 (Zn(nl))4 =
1 em) 1
D) s L2 _1
(2n(mh)” T
n 4
= lim ! ><(2 (n!)) =

noteo +% (2n!)2

. 2n(n1))”
et — —_—_— =
m (2n!)2 b

= lim (n +

n—-+o

47 ()2
(2n)! Kn
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1) a) On sait que :

T

2

TT T
. 2 2
W, = f 1 X cos?™(t) dt = [t x coszn(t)]g + 2nf t X sin(t) X cos?™(t) dt = 2nf t X sin(t) X cos?™1(t) dt
—

0 =0 0 0

De plus on sait que :

t X sin(t) x cos?™1(t) dt

t? z 7t2
= |7 sin(t) x coszn‘l(t)] — f = X (cos(t) x cos?™1(t) — (2n — 1) sin?(t) cos?"~2(t)) dt
0 o

=0

T T

1 z 2 1 H
n —
= —Ef t2 cos?™(t) dt + f t? (1 — cos?(t))cos®™ (1) dt
0 0
1 2n—1 2n—1
= 2fat g K m K
2n—1
= —nK, +TKn_1

On en déduit donc que :
vn € N*,W,, = —2n?K, + n(2n — D)K,_;
b) De plus on sait que :
(2n)! i
vn € N,W,, =sz

On en déduit donc que :
(2n)! i
220 (a2 < 2
4" (n!)? 4" (n!)?
(2n)! n(n—1) (2n)! Kn-1 = 2
n(2n—1)4n?  42-1((n—1)!)* -
* (2n)(2n — 1) % (2n —2)! net

= 2nz(un—l - un) = E

vn € N, —2n?K, + n(2n — DK,_; =

= —2n°K,, x

5 T
= —2n°u, 5

c)Ona:

Or on sait que :

On en déduit donc que :

4 o w4
VnEN,Snzﬁx ﬁ—un =——-—u,

2) a) Montrons que (cfex Bl du TD 4) :
VXE [O;E],EX < sin(x)
27T

On pose :
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[O;E] >R
2
f: 2
X » —x — sin(x)
On sait que f est dérivable sur [0 ; g] et :
Vx € [ ] /() = =~ cos(x)

De plus on sait que :
e  cos est continue

e  cos est strictement décroissante sur [0 ; g]
e cos(0)=1 etcos( ) =0
Donc d’aprés le théoréme de la bijection (ou théoréme des valeurs intermédiaires), pour tout y € [0; 1], il existe un
unique x € [0; g] telle que cos(x) =y
Or on sait que :
2
0<-=<1
i
On en déduit donc qu’il existe un unique a €]0; 1] tel que cos(a) = %

On a donc le tableau de variation suivant :

T 0 o 2
%—COS(JC) — <)
f 0 \

On en déduit donc que :
m 2
VX € [0;—],—){ —sin(x) <0
21
On en déduit donc que :
VX € [OE] Ex < sin(x)
Sl XS
On en déduit donc que :
VX € [OE] 0<x< Esin(x)
2T T2
b) On sait d’apres la question précédente que :

T N
vVt € [O;E]’O <t< Esin(t)

2o (M. 2 2 - n
=0t < (E) sin“(t) car x » x~ est croissante sur [O;E]

T

2
2

TC TC
2 2
m
= _[ 0dt < j t? cos?™(t) dt < f (E) sin?(t) cos?"(t) dt (par croissance de l'intégrale)

0 0 0

n
2 :
0<K Tf(l — cos?(t)) cos?™(t) dt
0
2
=VvVneNO<K,<— 4 (Wap — Wapi2)
¢) On sait que :
2
vneN,0 <K, < T(WZn — Wany2)

On sait de plus que :



_ (@n)! i
Wan = 220z < 2
On en déduit donc que :
4" (n!)? 4%(n? w?( (2n)! 2n + 2)!
vnen o< b A7 mf GOt m  @ne 2t
(2n)! (2n)! 4 22n(n!)2 2 22n+2((n + 1)!)

3 < _(2n+2)(2n+ 1)))

TC
—VneNO0<u, <—|1
" tn =g 4(n + 1)2

3

vn€eN,0 < <_(1_—2n 1)
=1
" W =tn="g 2(n+1)

Or on sait que :
. 2n+1 1
T2+ 1)
On en déduit donc que :
3

I i1 (1 2n+1>_0
g 20+ 1))~
On en déduit donc d’apres le théoréme des gendarmes que :
limu, =0
n
d) On sait que :
2

Vn e N*,S, = - !

n ,Sp=———u
n 6 T n

D’apres la question précédente on en déduit donc que :

n 2 +0o
li 1 n 1
re ZF‘?_ZF
k=1 k=1

Tt

2

)
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