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Correction DM n°3, PCSI 2024-2025 

 

Exercice 1 : Variation de la constante en dimension 2 

On cherche à résoudre l’équation différentielle à valeurs dans ℝ suivante sur ]−
π

2
;
π

2
[ : (E): y′′ + 4y = tan(t) 

1) Résoudre l’équation homogène. On ne donnera que les solutions à valeurs dans ℝ. On pose dans toute la suite :  

y1: {
]−
π

2
;
π

2
[ → ℝ

t ↦ cos(2t)
 et y2: {

]−
π

2
;
π

2
[ → ℝ

t ↦ sin(2t)
 

2)  a) Soit (λ1, λ2) ∈ (𝒞
1 (]−

π

2
;
π

2
[))

2

. On cherche à trouver une solution particulière à (E) qui vérifie la 

relation : 

{
y = λ1y1 + λ2y2
y′ = λ1y1

′ + λ2y2
′  

Montrer si y est solution de (E) et vérifie la relation précédente, on a alors :  

{
λ1
′ y1 + λ2

′ y2 = 0

λ1
′ y1
′ + λ2

′ y2
′ = tan(t)

 

 b) En déduire que :  

∀t ∈ ]−
π

2
;
π

2
[ , {

λ1
′ (t) = −sin2(t)

λ2
′ (t) =

1

2
cos(2t) tan(t)

  

 c) En déduire toutes les solutions de (E). 
3) Résoudre le problème de Cauchy :  

{

y′′ + 4y = tan(t)

y(0) = 0

y′(0) = 1

 

 

1) On sait que :  

𝐲′′ + 𝟒𝐲 = 𝟎⟺ ∃(𝐀, 𝐁) ∈ ℝ𝟐, ∀𝐭 ∈ ℝ, 𝐲(𝐭) = 𝐀𝐜𝐨𝐬(𝟐𝐭) + 𝐁𝐬𝐢𝐧(𝟐𝐭) 
2) a) On sait que :  

y = λ1y1 + λ2y2⟹ y′ = λ1y1
′ + λ2y2

′ + λ1
′ y1 + λ2

′ y2 

On en déduit donc que :  

{
y = λ1y1 + λ2y2
y′ = λ1y1

′ + λ2y2
′ ⟹ λ1

′ y1 + λ2
′ y2 = 0 

De plus si y est solution de (E) on a alors : 

y′′ + 4y = tan(t) 
De plus on a :  

y′ = λ1y1
′ + λ2y2

′ ⟹ y′′ = λ1
′ y1
′ + λ2

′ y2
′ + λ1y1

′′ + λ2y2
′′ 

On en déduit donc que :  

y′′ + 4y = tan(t) ⟹ λ1
′ y1
′ + λ2

′ y2
′ + λ1y1

′′ + λ2y2
′′ + 4(λ1y1 + λ2y2) = tan(t) 

⟹ λ1
′ y1
′ + λ2

′ y2
′ + λ1(y1

′′ + 4y1) + λ2 (y2
′′ + 4y2) = tan(t) 

De plus on sait que y1 et y2 sont solutions de l’équation homogène donc :  

y1
′′ + 4y1 = 0 = y2

′′ + 4y2 

On en déduit donc que :  

λ1
′ y1
′ + λ2

′ y2
′ = tan(t) 

On en déduit donc que y est solution de (E) et vérifie la relation précédente, on a alors :  

{
𝛌𝟏
′ 𝐲𝟏 + 𝛌𝟐

′ 𝐲𝟐 = 𝟎

𝛌𝟏
′ 𝐲𝟏
′ + 𝛌𝟐

′ 𝐲𝟐
′ = 𝐭𝐚𝐧(𝐭)

 

b) On sait d’après la question précédente que :  

∀t ∈ ]−
π

2
;
π

2
[ , {

λ1
′ (t) cos(2t) + λ2

′ (t) sin(2t) = 0

−2λ1
′ (t) sin(2t) + 2λ2

′ (t) cos(2t) = tan(t)
 

On sait que ce système admet une unique solution si et seulement si :  

2 cos2(2𝑡) + 2 sin2(2𝑡) ≠ 0 

Or on sait que :  
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∀𝑡 ∈ ℝ, 2 cos2(2𝑡) + 2 sin2(2𝑡) = 1 

On en déduit donc que le système admet une unique solution, donné par :  

∀t ∈ ]−
π

2
;
π

2
[ , {

λ1
′ (t) = −

sin(2t) tan(t)

2

λ2
′ (t) =

cos(2t) tan(t)

2

  

Or on sait que :  

∀t ∈ ]−
π

2
;
π

2
[ , sin(2t) = 2 cos(t) sin(t) ⟹ −

sin(2t) tan(t)

2
= −sin2(t) 

On en déduit donc que :  

∀t ∈ ]−
π

2
;
π

2
[ , {

λ1
′ (t) = −

sin(2t) tan(t)

2

λ2
′ (t) =

cos(2t) tan(t)

2

⟺ ∀t ∈ ]−
π

2
;
π

2
[ , {

λ1
′ (t) = − sin2(t)

λ2
′ (t) =

1

2
cos(2t) tan(t)

 

On sait que :  

∀t ∈ ]−
π

2
;
π

2
[ , λ1

′ (t) = − sin2(t) = −(
eit − e−it

2i
)

2

=
1

2
(cos(2t) − 1) 

⟹ ∃𝐜 ∈ ℝ,∀𝐭 ∈ ]−
𝛑

𝟐
;
𝛑

𝟐
[ , 𝛌𝟏(𝐭) =

𝟏

𝟐
(
𝐬𝐢𝐧(𝟐𝐭)

𝟐
− 𝐭) + 𝐜 

De plus on a :  

λ2
′ (t) =

1

2
cos(2t) tan(t) =

1

2
(2 cos2(t) − 1) tan(t) = cos(t) sin(t) −

1
2 sin

(t)

cos(t)
=
1

2
sin(2t) −

1

2

sin(t)

cos(t)
 

On en déduit donc que :  

∃𝐝 ∈ ℝ,∀𝐭 ∈ ]−
𝛑

𝟐
;
𝛑

𝟐
[ , 𝛌𝟐(𝐭) = −

𝟏

𝟒
𝐜𝐨𝐬(𝟐𝐭) +

𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝐭)) + 𝐝 

On pose :  

f:

{
 

 ]−
π

2
;
π

2
[ → ℝ

t ↦ (
1

2
(
sin(2t)

2
− t) cos(2t)) + (−

1

4
cos(2t) +

1

2
ln(cos(t))) sin(2t)

 

On vérifie alors facilement que :  

∀𝑡 ∈ ]−
𝜋

2
;
𝜋

2
[ , 𝑓′′(𝑡) + 4𝑓(𝑡) = 𝑡𝑎𝑛(𝑡) 

Donc 𝑓 est une solution particulière de (E). 
On en déduit donc que :  

{
y′′ + 4y = tan(t)

t ∈ ]−
π

2
;
π

2
[

 

⟺ ∃(𝐀,𝐁) ∈ ℝ𝟐, ∀𝐭 ∈ ]−
𝛑

𝟐
;
𝛑

𝟐
[ , 𝐲(𝐭)

= (
𝟏

𝟐
(
𝐬𝐢𝐧(𝟐𝐭)

𝟐
− 𝐭 + 𝐀) 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝐭)) + (−

𝟏

𝟒
𝐜𝐨𝐬(𝟐𝐭) +

𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝐭)) + 𝐁) 𝐬𝐢𝐧(𝟐𝐭) 

3) En reprenant les notations de la question précédente on a :  

y(0) = A = 0 

De plus on a :  

y′(0) = (−
1

4
+ B) 2 = 1 ⟹ B =

3

4
 

On en déduit donc que :  

{

𝐲′′ + 𝟒𝐲 = 𝐭𝐚𝐧(𝐭)

𝐲(𝟎) = 𝟎

𝐲′(𝟎) = 𝟏

 

⟺ ∀𝐭 ∈ ]−
𝛑

𝟐
;
𝛑

𝟐
[ , 𝐲(𝐭) =

𝟏

𝟐
(
𝐬𝐢𝐧(𝟐𝐭)

𝟐
− 𝐭) 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝐭) + (−

𝟏

𝟒
𝐜𝐨𝐬(𝟐𝐭) +

𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝐭)) +

𝟑

𝟒
) 𝐬𝐢𝐧(𝟐𝐭) 
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= −
𝟏

𝟐
𝒕𝒄𝒐𝒔(𝟐𝒕) + (

𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝐭)) +

𝟑

𝟒
) 𝐬𝐢𝐧(𝟐𝐭) 

 

 

Problème 1 : Intégrale de Wallis 
 

Le but de ce problème est de démontrer que :  

lim
n
∑

1

k2

n

k=1

=
π2

6
 

Dans toute la suite de ce problème on pose :  

∀n ∈ ℕ∗, Sn =∑
1

k2

n

k=1

 

Partie A : Converge de la suite (𝑺𝒏) 
1) Démontrer que la suite (Sn) est croissante. 

2) On pose :  

∀n ∈ ℕ∗, vn =∑
1

k(k + 1)

n

k=1

 

a) Exprimer vn en fonction de n. 

b) En déduire que :  

∀n ∈ ℕ, Sn ≤ 2 

c) Démontrer que la suite (Sn) converge. 

 

On pose dans toute la suite de ce problème la suite (Wn) définie par :  

∀ n ∈ ℕ,Wn = ∫ cos
n(t)

π
2

0

dt 

Remarque : Ces intégrales s’appellent les intégrales de Wallis. 

 

Partie B : Une formule explicite des intégrales de Wallis 

1)  A l’aide d’une intégration par parties, montrer que :  

∀ n ∈ ℕ,Wn+2 =
n + 1

n + 2
Wn 

2) On pose la suite :  

∀n ∈ ℕ∗, un = (n + 1)Wn+1Wn 

Démontrer que la suite (un) est constante. 

3)  a) Démontrer que :  

∀ n ∈ ℕ,W2n =
(2n)!

22n(n!)2
×
π

2
  

b) Déterminer une expression de W2n+1 en fonction de n. 

 

Partie C : La limite des intégrales de Wallis 

1) Démontrer que la suite (Wn) est décroissante. 

2)  a) Démontrer que :  

∀ n ∈ ℕ, 1 ≤
Wn
Wn+1

≤
n + 2

n + 1
 

b) En déduire :  

lim
W2n
W2n+1

= 1 

c) En déduire la formule de Wallis :  
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lim
1

n
×
(2n(n!))

4

(2n!)2
=   π 

Partie D : La limite de la suite 𝐒𝐧 

Dans toute cette partie on pose :  

∀n ∈ ℕ, Kn = ∫ t
2 cos2n(t)

π
2

0

dt et un =
4n(n!)2

(2n)!
Kn 

1)  a) A l’aide d’intégrations par parties successives, exprimer W2n à l’aide de Kn et de Kn−1. 
b) En déduire que :  

∀n ∈ ℕ∗,
π

4n2
= un−1 − un 

c) En déduire que :  

∀n ∈ ℕ∗, Sn =
π2

6
−
4

π
un 

2)  a) Montrer que :  

∀x ∈ [0;
π

2
] , 0 ≤ x ≤

π

2
sin(x) 

 b) Montrer que :  

∀n ∈ ℕ, 0 ≤ Kn ≤
π2

4
(W2n −W2n+2) 

 c) En déduire que : 

lim
n
un = 0 

 d) Conclure. 

 

 

Problème 1 : Intégrale de Wallis 

 

Le but de ce problème est de démontrer que :  

lim
n
∑

1

k2

n

k=1

=
π2

6
 

Dans toute la suite de ce problème on pose :  

∀n ∈ ℕ∗, Sn =∑
1

k2

n

k=1

 

Partie A : Converge de la suite (𝑺𝒏) 
 

1) On sait que :  

∀n ∈ ℕ∗, Sn+1 − Sn =∑
1

k2

n+1

k=1

−∑
1

k2

n

k=1

=
1

(n + 1)2
> 0 

On en déduit donc que la suite (Sn) est croissante. 

2) a) On a :  

∀n ∈ ℕ∗, vn =∑
1

k(k + 1)

n

k=1

=∑
(k + 1) − k

k(k + 1)

n

k=1

=∑(
1

k
−

1

k + 1
)

n

k=1

=∑
1

k

n

k=1

−∑
1

k + 1

n

k=1

= 1 −
1

n + 1
 

b) On sait que :  

∀n ∈ ℕ∗, ∀k ∈ ⟦1; n⟧, k2 ≥ k(k − 1) 
On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ∗, n ≥ 2, ∀k ∈ ⟦2; n⟧,
1

k2
≤

1

k(k − 1)
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⟹ ∀n ∈ ℕ∗, n ≥ 2,∑
1

k2

n

k=2

≤∑
1

k(k − 1)

n

k=2

 

⟹∀n ∈ ℕ∗,∑
1

k2

n

k=1

≤  1 + ∑
1

k(k − 1)

n

k=2

 

⟹ ∀n ∈ ℕ∗,∑
1

k2

n

k=1

≤ 1 +∑
1

k(k + 1)

n−1

k=1

  

⟹ ∀n ∈ ℕ∗,∑
1

k2

n

k=1

≤ 1 + 1 −
1

n
 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ, Sn ≤ 2 

c) Il suffit de voir que la suite (Sn) est croissante et majorée. 

 

Partie B : Une formule explicite des intégrales de Wallis 

1)  On a :  

∀ n ∈ ℕ,Wn+2 = ∫ cos
n+2(t)

π
2

0

dt 

= ∫ cosn+1(t)⏟      
u(t)

cos(t)⏟  
v′(t)

π
2

0

dt 

On pose :  

{
u(t) = cosn+1(t)

v′(t) = cos(t)
⟹ {

u′(t) = (n + 1)(− sin(t)) cosn(t)

v(t) = sin(t)
 

⟹∀ n ∈ ℕ,Wn+2 = [cos
n+1(t) × sin(t)]0

π
2

⏟              
=0

−∫(n + 1)(− sin(t)) cosn(t) sin(t)

π
2

0

dt 

= (n + 1)∫ sin2(t) cosn(t) dt

π
2

0

 

= (n + 1)∫(1 − cos2(t)) cosn(t) dt

π
2

0

 

⟹ ∀ n ∈ ℕ,Wn+2 = (n + 1)Wn − (n + 1)Wn+2 

⟹ ∀ 𝐧 ∈ ℕ,𝐖𝐧+𝟐 =
𝐧 + 𝟏

𝐧 + 𝟐
𝐖𝐧 

2) On sait que :  

∀n ∈ ℕ,Wn+2 =
n + 1

n + 2
Wn⟹ un+1 = (n + 2)Wn+2Wn+1 = (𝐧 + 𝟏)𝐖𝐧+𝟏𝐖𝐧 = 𝐮𝐧 

Ainsi la suite (𝐮𝐧) est constante. 

3) On veut démontrer que :  

∀ n ∈ ℕ,W2n =
(2n)!

22n(n!)2
×
π

2
 

Méthode 1 : Par récurrence :  

On pose :  

∀n ∈ ℕ, Pn = "W2n=
(2n)!

22n(n!)2
×
π

2
" 

Initialisation :  
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(0)!

20(0!)2
×
π

2
=
π

2
= W0 

Donc P0 est vraie.  

Hérédité : Sit n un entier naturel fixé. On suppose vraie Pn. 

On a :  

W2n=
(2n)!

22n(n!)2
×
π

2
 

Or on sait que :  

∀ n ∈ ℕ,Wn+2 =
n + 1

n + 2
Wn 

On a donc :  

W2(n+1) = W2n+2 =
2n + 1

2n + 2
W2n 

=
2n + 1

2n + 2
×

(2n)!

22n(n!)2
×
π

2
 

=
1

2(n + 1)
×
(2n+1)!

22n(n!)2
×
π

2
 

=
2(n + 1)

22(n + 1)(n + 1)
×
(2n+1)!

22n(n!)2
×
π

2
 

=
(2n+2)!

22n+2((n+1)!)2
×
π

2
 

Donc Pn+1 est vraie.  

Conclusion : P0 vraie et Pn héréditaire implique par le principe de récurrence que Pn est vraie pour tout entier naturel 

n :  

∀ 𝐧 ∈ ℕ,𝐖𝟐𝐧 =
(𝟐𝐧)!

𝟐𝟐𝐧(𝐧!)𝟐
×
𝛑

𝟐
 

 

Méthode 2 : Par itération de la formule de récurrence : 

On sait que :  

∀ n ∈ ℕ,Wn+2 =
n + 1

n + 2
Wn 

Ainsi on a :  

∀ n ∈ ℕ,W2n =
2n − 1

2n
W2n−2 

=
2n − 1

2n
×
2n − 3

2n − 2
W2n−4 

=
2n − 1

2n
×
2n − 3

2n − 2
×
2n − 5

2n − 4
W2n−6 

⋮ On réitère le procédé n fois 

=
2n − 1

2n
×
2n − 3

2n − 2
× …×

1

2
W0 

Or on sait que :  

W0 =
π

2
 

De plus on a :  

2n − 1

2n
×
2n − 3

2n − 2
× …×

1

2
=
(2n − 1) × (2n − 3) × …× 3 × 1

2n × (2n − 2)…× 2
 

=
(2n − 1) × (2n − 3) × …× 3 × 1

2nn × (n − 1) × …× 1
 

=
(2n − 1) × (2n − 3) × …× 3 × 1

2nn!
 

=
2n(2n − 1) × (2n − 2) × (2n − 3) × …× 3 × 2 × 1

2nn! × 2n × (2n − 2)…× 2
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=
(2n)!

22n(n!)2
 

On a donc :  

∀ 𝐧 ∈ ℕ,𝐖𝟐𝐧 =
(𝟐𝐧)!

𝟐𝟐𝐧(𝐧!)𝟐
×
𝛑

𝟐
 

b) C’est la même chose que la question a précédente, soit par récurrence ou par itération de la formule de récurrence.  

Comme on ne nous donne pas de formule à démontrer, nous allons le faire grâce à la méthode 2.  

Méthode 2 : Par itération de la formule de récurrence : 

On sait que :  

∀ n ∈ ℕ,Wn+2 =
n + 1

n + 2
Wn 

Ainsi on a :  

∀ n ∈ ℕ,W2n+1 =
2n

2n + 1
W2n−1 

=
2n

2n + 1
×
2n − 2

2n − 1
W2n−3 

=
2n

2n + 1
×
2n − 2

2n − 1
×
2n − 4

2n − 3
W2n−5 

⋮ On réitère le procédé n fois 

=
2n

2n + 1
×
2n − 2

2n − 1
× …×

2

3
W1 

Or on sait que :  

W1 = 1 

De plus on a :  

2n

2n + 1
×
2n − 2

2n − 1
× …×

2

3
=

2nn!

(2n + 1) × (2n − 1)…× 3
 

=
(2nn!)2

(2n + 1)!
 

∀ 𝐧 ∈ ℕ,𝐖𝟐𝐧+𝟏 =
(𝟐𝐧𝐧!)𝟐

(𝟐𝐧 + 𝟏)!
=
𝟐𝟐𝐧(𝐧!)𝟐

(𝟐𝐧 + 𝟏)!
 

 

 

Partie C : La limite des intégrales de Wallis 

1) On sait que :  

∀t ∈ [0;
π

2
] , 0 ≤ cos(t) ≤ 1 

⟹ ∀ n ∈ ℕ, ∀t ∈ [0;
π

2
] , 0 ≤ cosn+1(t) ≤ cosn(t)  

⟹ ∀ n ∈ ℕ,∫ 0

π
2

0

dt ≤ ∫ cosn+1(t)

π
2

0

dt ≤ ∫ cosn(t)

π
2

0

dt 

⟹ ∀ 𝐧 ∈ ℕ, 𝟎 ≤ 𝐖𝐧+𝟏 ≤ 𝐖𝐧 

2) a) On sait que :  

∀ n ∈ ℕ,Wn+1 ≤ Wn ≤ Wn−1 

⟹ 1 ≤
Wn
Wn+1

≤
Wn−1
Wn+1

 

Or on sait que :  

∀ n ∈ ℕ,Wn+2 =
n + 1

n + 2
Wn 

On a donc :  

∀ n ∈ ℕ,Wn+1 =
n

n + 1
Wn−1 

∀ n ∈ ℕ,
Wn−1
Wn+1

=
n + 1

n
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On a donc :  

∀ 𝐧 ∈ ℕ, 𝟏 ≤
𝐖𝐧

𝐖𝐧+𝟏
≤
𝐧 + 𝟏

𝐧
 

b) On sait que :  

∀ n ∈ ℕ,W2n+1 ≤ W2n ≤ W2n−1 

⟹ 1 ≤
W2n
W2n+1

≤
W2n−1
W2n+1

 

Or on sait que :  

∀ n ∈ ℕ,Wn+2 =
n + 1

n + 2
Wn 

On a donc :  

∀ n ∈ ℕ,W2n+1 =
2n

2n + 1
W2n−1 

∀ n ∈ ℕ,
W2n−1
W2n+1

=
2n + 1

2n
 

On a donc :  

∀ n ∈ ℕ, 1 ≤
W2n
W2n+1

≤
2n + 1

2n
 

De plus on sait que :  

lim
n→+∞

2n + 1

2n
= lim
n→+∞

1 +
1
2n
1

= 1 

D’après le théorème des gendarmes :  

𝐥𝐢𝐦
𝐧→+∞

𝐖𝟐𝐧

𝐖𝟐𝐧+𝟏
= 𝟏 

 

 

c) On sait que :  

∀ n ∈ ℕ,W2n =
(2n)!

22n(n!)2
×
π

2
 et W2n+1 =

22n(n!)2

(2n + 1)!
  

On en déduit donc que :  

∀ n ∈ ℕ,
W2n
W2n+1

=
(2n)!

22n(n!)2
×
π

2
×
(2n + 1)!

22n(n!)2
 

= (2n + 1)
π

2
×
((2n)!)

2

(2n(n!))
4 

On a donc :  

lim
n→+∞

(2n + 1)
π

2
×
((2n)!)

2

(2n(n!))
4 = 1 

⟹ lim
n→+∞

(n +
1

2
) ××

((2n)!)
2

(2n(n!))
4 =

1

π
 

⟹ lim
n→+∞

 
1

n +
1
2

×
(2n(n!))

4

(2n!)2
= π 

⟹ 𝐥𝐢𝐦
𝟏

𝐧
×
(𝟐𝐧(𝐧!))

𝟒

(𝟐𝐧!)𝟐
=   𝛑 

 

Partie D : La limite de la suite 𝐒𝐧 

Dans toute cette partie on pose :  

∀n ∈ ℕ, Kn = ∫ t
2 cos2n(t)

π
2

0

dt et un =
4n(n!)2

(2n)!
Kn 
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1)  a) On sait que :  

W2n = ∫1 × cos
2n(t)

π
2

0

dt = [t × cos2n(t)]0

π
2
 

⏟          
=0

+ 2n∫ t × sin(t) × cos2n(t)

π
2

0

dt = 2n∫ t × sin(t) × cos2n−1(t)

π
2

0

dt 

De plus on sait que :  

∫ t × sin(t) × cos2n−1(t)

π
2

0

dt 

= [
t2

2
× sin(t) × cos2n−1(t)]

0

π
2

⏟                  
=0

−∫
t2

2
× (cos(t) × cos2n−1(t) − (2n − 1) sin2(t) cos2n−2(t))

π
2

0

dt 

= −
1

2
∫ t2 cos2n(t)

π
2

0

dt +
2n − 1

2
∫ t2 (1 − cos2(t))cos2n−2(t)

π
2

0

dt 

= −
1

2
Kn +

2n − 1

2
Kn−1 −

2n − 1

2
Kn 

= −nKn +
2n − 1

2
Kn−1 

On en déduit donc que :  

∀𝐧 ∈ ℕ∗,𝐖𝟐𝐧 = −𝟐𝐧
𝟐𝐊𝐧 + 𝐧(𝟐𝐧 − 𝟏)𝐊𝐧−𝟏 

b) De plus on sait que :  

∀n ∈ ℕ,W2n =
(2n)!

22n(n!)2
×
π

2
 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ,−2n2Kn + n(2n − 1)Kn−1 =
(2n)!

22n(n!)2
×
π

2
  

⟹−2n2Kn ×
4n(n!)2

(2n)!
+ n(2n − 1)

4n(n!)2

(2n)!
Kn−1 =

π

2
 

⟹−2n2un +
n(2n − 1)4n2

(2n)(2n − 1)
×
4n−1((n − 1)!)

2

(2n − 2)!
Kn−1 =

π

2
 

⟹ 2n2(un−1 − un) =
π

2
 

⟹ ∀𝐧 ∈ ℕ∗,
𝛑

𝟒𝐧𝟐
= 𝐮𝐧−𝟏 − 𝐮𝐧  

c) On a :  

∀n ∈ ℕ, Sn =∑
1

k2

n

k=1

=∑
4

π
(uk−1 − uk)

n

k=1

=
4

π
× (u0 − un) 

Or on sait que :  

u0 = K0 = ∫ t
2dt

π
2

0

= [
t3

3
]
0

π
2

=
π3

24
 

On en déduit donc que :  

∀𝐧 ∈ ℕ, 𝐒𝐧 =
𝟒

𝛑
× (

𝛑𝟑

𝟐𝟒
− 𝐮𝐧) =

𝛑𝟐

𝟔
−
𝟒

𝛑
𝐮𝐧 

2) a) Montrons que (cf ex B1 du TD 4) : 

∀ x ∈ [0;
π

2
] ,
2

π
x ≤ sin(x) 

On pose :  
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f ∶  {
[0;
π

2
] → ℝ

x ↦
2

π
x − sin(x)

 

On sait que f est dérivable sur [0;
π

2
] et :  

∀x ∈ [0;
π

2
] , f ′(x) =

2

π
− cos(x) 

De plus on sait que :  

 cos est continue 

 cos est strictement décroissante sur [0;
π

2
] 

 cos(0) = 1 et cos (
π

2
) = 0 

Donc d’après le théorème de la bijection (ou théorème des valeurs intermédiaires), pour tout y ∈ [0; 1], il existe un 

unique x ∈ [0;
π

2
] telle que cos(x) = y. 

Or on sait que :  

0 <
2

π
< 1 

On en déduit donc qu’il existe un unique α ∈]0; 1[ tel que cos(α) =
2

π
 

On a donc le tableau de variation suivant :  

 
On en déduit donc que :  

∀x ∈ [0;
π

2
] ,
2

π
x − sin(x) ≤ 0 

On en déduit donc que :  

∀x ∈ [0;
π

2
] ,
2

π
x ≤ sin(x) 

On en déduit donc que :  

∀𝐱 ∈ [𝟎;
𝛑

𝟐
] , 𝟎 ≤ 𝐱 ≤

𝛑

𝟐
𝐬𝐢𝐧(𝐱) 

b) On sait d’après la question précédente que :  

∀t ∈ [0;
π

2
] , 0 ≤ t ≤

π

2
sin(t) 

⟹ 0 ≤ t2 ≤ (
π

2
)
2

sin2(t)  car x ↦ x2 est croissante sur [0;
π

2
] 

⟹∫0dt

π
2

0

≤ ∫ t2 cos2n(t) dt

π
2

0

≤ ∫ (
π

2
)
2

sin2(t) cos2n(t) dt

π
2

0

 (par croissance de l′intégrale) 

⟹ 0 ≤ Kn ≤
π2

4
∫(1 − cos2(t)) cos2n(t) dt

π
2

0

 

⟹∀𝐧 ∈ ℕ, 𝟎 ≤ 𝐊𝐧 ≤
𝛑𝟐

𝟒
(𝐖𝟐𝐧 −𝐖𝟐𝐧+𝟐) 

c) On sait que :  

∀n ∈ ℕ, 0 ≤ Kn ≤
π2

4
(W2n −W2n+2) 

On sait de plus que :  
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W2n =
(2n)!

22n(n!)2
×
π

2
 

On en déduit donc que : 

∀n ∈ ℕ, 0 ≤
4n(n!)2

(2n)!
Kn ≤

4n(n!)2

(2n)!
×
π2

4
(
(2n)!

22n(n!)2
×
π

2
−

(2n + 2)!

22n+2((n + 1)!)
2 ×

π

2
) 

⟹∀n ∈ ℕ, 0 ≤ un ≤
π3

8
(1 −

(2n + 2)(2n + 1))

4(n + 1)2
) 

⟹ ∀n ∈ ℕ, 0 ≤ un ≤
π3

8
(1 −

2n + 1

2(n + 1)
) 

Or on sait que :  

lim
n

2n + 1

2(n + 1)
= 1 

On en déduit donc que :  

lim
n

π3

8
(1 −

2n + 1

2(n + 1)
) = 0 

On en déduit donc d’après le théorème des gendarmes que :  

𝐥𝐢𝐦
𝐧
𝐮𝐧 = 𝟎 

d) On sait que :  

∀n ∈ ℕ∗, Sn =
π2

6
−
4

π
un 

D’après la question précédente on en déduit donc que :  

𝐥𝐢𝐦
𝐧
 ∑

𝟏

𝐤𝟐

𝐧

𝐤=𝟏

=
𝛑𝟐

𝟔
= ∑

𝟏

𝐤𝟐

+∞

𝐤=𝟏

 

 


