
Programme de Colle nº14 

(Du 12 au 16 janvier 2025) 
 

Arithmétique  

 

Limite de fonctions 

 

Continuité en un point 

 
 

Remarque : Le théorème de Bézout et de Gauss ne sont pas au programme. Pour le chapitre sur les limites, on pourra 

donner des exercices de calculs de limites (taux de variations, croissances comparées, composition…), et aussi 

demander aux élèves de prolonger des fonctions par continuité. Nous ne traiterons que les théorèmes généraux 

(TVI…) lundi matin.  

 

Questions de cours 

 

Propriété I.1 : On a les inclusions strictes suivantes :  

ℕ ⊊ ℤ ⊊ 𝔻 ⊊ ℚ ⊊ ℝ 

 



Propriété III.b.1 (Lemme d´Euclide) : Soient a et b deux entiers non nuls. On pose la division euclidienne de a par 

b : a=bq+r. Alors on a : 

a ∧ b = b ∧ r 

 

Propriété IV.c.1 (caractérisation séquentielle de la limite) : Soient f ∶ I → ℝ, a ∈ I ̅et ℓ ∈ ℝ̅. On a l’équivalence :  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = ℓ ⟺ (∀(𝑢𝑛)𝑛∈ℕ  ∈ 𝐼ℕ 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 𝑎 , 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑓(𝑢𝑛) = ℓ) 

 

Infinitude des nombres premiers 

 

Exercices du type 

TD 12 

Exercice A.4 : Soit (a0; a1; … ; an) ∈ ⟦0; 9⟧n+1. On pose :  

anan−1 … a0̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = an × 10n + an−1 × 10n−1 + ⋯ + a1 × 10 + a0 

Démontrer que :  

3|anan−1 … a0̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⟺ 3| ∑ ak

n

k=0

 

 

Exercice B.6 : Chercher les couples d’entiers (a, b) tels que :  

{
a ∧ b = 42

a ∨ b = 1680
 

 

Exercice C.3 (petit théorème de Fermat) :  

1) Montrer que :  

∀ p ∈ 𝒫, ∀k ∈ ⟦1; p − 1⟧, p| (
p

k
) 

2) En déduire que :  

∀ n ∈ ℤ, p|(np − n)  
3) a) Montrer que :  

∀ n ∈ ℤ, 42|(n7 − n)  
b) Montrer que :  

∀ n ∈ ℤ,
n7

7
+

n5

5
+

23n

35
∈ ℤ 

TD 13 

Exercice B.3 : Calculer les limites suivantes si elles existent : 

L1 = lim
x→+∞

    x sin(x)   ;   L2 = lim
x→0

   
(−1)⌊

1
x

⌋

x
 ;   L3 = lim

x→0
   cos(x) cos (

1

x
) 

 

Exercice B.4 : Etudier la limite (éventuellement à gauche et à droite) de chacune des expressions suivantes au point 

considéré :  

x2 − (a + 1)x + a

x3 − a3
   en a   ;    

√x3 − 2x2 + x

x − 1
   en 1    ;   

√1 + x − √1 − x

x
   en 0 

 

Exercice B.5 : Calculer les limites suivantes si elles existent : 

L1 = lim
x→α

sin2(x) − sin2(α)

x2 − α2
      L2 = lim

x→0

tan (5x)

sin(2𝑥)
      L3 = lim

x→0

1 − cos(𝑥)

x2
 

 

Exercice C.2 : Soient I un intervalle de ℝ non réduit à un point x0 ∈ I
o

, ℓ ∈ ℝ et f une fonction définie sur I telle que  

lim
x→x0

f(x) = ℓ 

a) Soient a et b deux réels tels que a < ℓ < b. Montrer que :  

∃ μ > 0, ∀ x ∈ |x0 − μ; x0 + μ|, a < f(x) < b 

b) Soit α un réel tel que ℓ ≠ α. Montrer que :  

∃ μ > 0, ∀ x ∈ |x0 − μ; x0 + μ|, f(x) ≠ α 


