Programme de Colle n°14
(Du 12 au 16 janvier 2025)

Arithmétique

¢) Ensembles de nombres usuels

Entiers naturels, entiers relatifs, divisibilité dans Z, divi-
seurs, multiples.

Théoreme de la division euclidienne.

PGCD de deux entiers relatifs dont I'un au moins est non
nul.

PPCM.

Algorithme d'Euclide.

Nombre premier.

L'ensemble des nombres premiers est infini.

Existence et unicité de la décomposition d'un entier na-
turel non nul en produit de nombres premiers.

Nombres décimaux, rationnels, réels, irrationnels.

Le PGCD de a et b est défini comme étant le plus grand
élément (pour I'ordre naturel dans Z) de I'ensemble des
diviseurs communs a a et b.

La démonstration est hors programme.
Application au calcul du PGCD et du PPCM.
La construction des ensembles de nombres usuels, en

particulier celle de R, est hors programme.

Limite de fonctions

a) Limite d’'une fonction en un point

Etant donné a fini ou infini appartenant a I ou extrémité Les définitions sont énoncées avec des inégalités larges.

de I, limite finie ou infinie d'une fonction en a.

Unicité de la limite. Notations f(x) o £, ;lciirng(x)'

Si f est définie en a et posséde une limite en a,

alors )lfin}?f(x) = f(a).

Si f possede une limite finie en a, alors f est bornée au

voisinage de a.

Limite a droite, limite a gauche. Notations }chn}?f(.t) ou xl'_tfgf(x).
X=a

Caractérisation séquentielle de la limite (finie ou infinie).

Opérations sur les limites : combinaison linéaire, produit,
quotient, composition.

Passage a la limite d'une inégalité large.

Existence d'une limite par encadrement (limite finie), par
minoration (limite +co),par majoration (limite —co).
Théoreme de la limite monotone.

Continuité en un point

b) Continuité en un point

La continuité de f au point a de I est définie par la rela-
tion f(x) ;Haf{a).

Continuité, prolongement par continuité en un point.

Continuité a gauche, a droite.
Opérations sur les fonctions continues en un point : com-
binaison linéaire, produit, quotient, composition.

Remarque : Le théoréeme de Bézout et de Gauss ne sont pas au programme. Pour le chapitre sur les limites, on pourra
donner des exercices de calculs de limites (taux de variations, croissances comparées, composition...), et aussi
demander aux ¢€léves de prolonger des fonctions par continuité. Nous ne traiterons que les théorémes généraux
(TVI...) lundi matin.

Questions de cours

Propriété 1.1 : On a les inclusions strictes suivantes :




Propriété I11.b.1 (Lemme d Euclide) : Soient a et b deux entiers non nuls. On pose la division euclidienne de a par
b : a=bqgtr. Alorsona :
aAb=DbAr

Propriété IV.c.1 (caractérisation séquentielle de la limite) : Soient f: I > R,a € I et £ € R. On a I’équivalence :

limf(x) =¢& (V(un)neN € INtel que lim u, = a, lim f(u,) = {’)
x—-a n-+oo n-—+oo

Infinitude des nombres premiers

Exercices du type
TD 12
Exercice A.4 : Soit (ag;ay;...;a,) € [0;9]"*. On pose :
apan_1 .49 =a, X 10" +a,_; x10" 1 +...42a, x 10+ a,

Démontrer que :

n
3lajag_1 a2 < 3| ) ax

k=0
Exercice B.6 : Chercher les couples d’entiers (a, b) tels que :
{ aAb =42
avb=1680

Exercice C.3 (petit théoréme de Fermat) :
1) Montrer que :

VpeP Vke[L;p—1]p| (i)
2) En déduire que :
Vn € Z,p|(nP —n)
3) a) Montrer que :
Vn€Z42|(n” —n)
b) Montrer que :

n” n® 23n
VhneZ —+—+——€E7Z
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Exercice B.3 : Calculer les limites suivantes si elles existent :
1
)l

1
L; = lim xsin(x) ; L, =lim ; Ly =lim cos(x) cos (—)
X—+00 x—0 X

x—0 X

Exercice B.4 : Etudier la limite (éventuellement a gauche et a droite) de chacune des expressions suivantes au point
considéré :

x?—(@+1x+a Vx3 — 2x2 +x Vi+x—+v1-—x
ena ; ——  enl ; en0
x3 —ad x—1 X

Exercice B.5 : Calculer les limites suivantes si elles existent :

L = lim sin?(x) — sin?(a) i tan(5x) L = lim 1 — cos(x)
17 xsa x%2 —a? 27 x-0sin(2x) 37 x50 x2

(o]
Exercice C.2 : Soient [ un intervalle de R non réduit a un point xy € I, £ € R et f une fonction définie sur I telle que
lim f(x) = ¢

X—-Xq
a) Soient a et b deux réels tels que a < £ < b. Montrer que :
Ju>0,VXE [xg—WwXo+ 1, a<f(x)<b
b) Soit a un réel tel que £ # a. Montrer que :
Ju>0,VXE [xg— WX+ 1|, f(X) #



