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Chapitre 15 : Calcul matriciel
Partie B : Les matrices carrées, premiers résultats

Dans toute cette partie n dédigne un entier naturel non nul : n € N*
I) Des matrices particuliéres

a) Les matrices carrés

Définition : Soit A € M, , (). On dit alors que A est une matrice carrée et par soucis de commodité, on note M, (K)
I’ensemble des matrices carrés d’ordre, ¢’est-a-dire I’ensemble des matrices a n lignes et n colonnes.

Exemple L.a.1 : Donner une matrice de M, (C) et une matrice de M, (R).

b) Stabilité par le produit mais pas commutativité

Remarque : Lorsque les matrices A et B sont carrés et de méme dimension, le produit matriciel AB peut toujours se
réaliser et la matrice obtenue est de méme dimension que A et B :

V(A,B) € M,(K),A x B € M,(K) et Bx A € My (K)
ATTENTION : Le produit n’est toujours pas commutatif !!!

Contre-exemple Lb.1 : Déterminer deux matrices de M3(R) tel que :
AXB#BXxA

ATTENTION : Il existe cependant des matrices qui commutent.
Exemple L.b.2 : Déterminer deux matrices de M, (R) qui commutent.

¢) Matrices diagonales

Définition (Diagonale d’une matrice carré) : Soit A = (ai,]-) L € M, (K). On définit la diagonale de A par

1s<ij<
I’ensemble des (ai'i)ie[[l;n]]'
On dit qu’une matrice est diagonale si et seulement si :

aj; = 0desquei=+j

Exemple I.c.1 : Déterminer une matrice diagonale de M, (R).

Propriété I.c.2 : Soient A = (ai'j)1<ij<n etB= (bi,]-)1<i]_<n deux matrices diagonales. On a alors :

AXB=BXxA= (Ci,j) avec Ci,j = air]- X bj,i X Si,]'

1<i,jsn
Avec :
1sii=j
Sij = { . ]
’ 0 sinon

Remarque : §;; s’appelle le symbole de Kronecker
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d) La matrice identité

Définition (La matrice identité) : Soit n € N*. On définit la matrice identité de M, (K) :

1 0 .. 0
0o =~ -

Iy = | € M, (IK)
0O .. 0 1

[, est une matrice composée que de 1 sur la diagonale et des 0 partout ailleurs.

Propriété 1.d.1 : La matrice identité est 1’¢lément neutre pour la multiplication :
VA € M, o(K),I,A=AetAlg=A

e) Les matrices triangulaires

Définition : Soit A = (ai,]-) € M, (K). On dit que A est une matrice triangulaire supérieure (resp. supérieure

1<i,jsn
stricte) si et seulement si tous ses €léments en dessous de sa diagonale sont nulles :
aj; = 0desquei > j(resp.i >j)

Exemple Le.1 : Déterminer deux matrices de M5(R), I’une triangulaire supérieure, 1’autre triangulaire supérieure
stricte.

Remarque : On définit de manicre analogue les matrices triangulaires inférieures ou inférieures strictes.

Propriété L.e.2 : Le produit de deux matrices triangulaire supérieures (resp. strictes) sont triangulaires supérieures
(resp. triangulaires supérieures) et les coefficients de leur diagonales sont les produits des coefficients diagonaux :

a1 s 3)1___1 s f-'f-l_._lbl,l s \
0 {':2__2 (*) % 0 bgl_g (*) . 0 (!.2.23)2__2 (*)
0 o 0 ann 0 -~ 0 bun 0 0 dpnban )

II) Puissances d’une matrice carrée

a) Introduction

Définition : Soient k € N et A € M, (KK). On définir la puissance k-iéme de A, noté AX par :

o A0=1],
[ ] Al = 1
o Vk>2AK=AXx..xA
k fois
1 1 1
Exemple IL.a.1 : Onpose: A=(1 1 1 | Déterminer A" pour tout entier naturel n.
1 11
2 1 1
Application ILa.2 : Onpose: :A=|1 2 1| Enexprimant A? i I’aide de A et de I3, déterminer A",
1 1 2

ATTENTION : On peut avoir :
AP=0A#0etA?=0
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Exemple I1.a.3 : On pose : A = ( 1

-1 2
_1). Calculer A“.
De la méme fagon que 1’on peut avoir AB = 0 sans avoir A =0ou B = 0.
. _(1 2 _(2 4 . . .
Exemple I1.a.4 : On pose A = (2 4) etB = (_ 1 _2). Déterminer AB puis BA.

b) Application aux matrices diagonales et triangulaires supérieures

Propriété IL.b.1 : Soit A une matrice triangulaire supérieure (resp triangulaire inférieure, diagonale). Alors pour tout
entier naturel p, AP une matrice triangulaire supérieure (resp triangulaire inférieure, diagonale). De plus si : diag(A) =

Ay o Ap):

AP . Moo Moo -0
P N B . k
AP 0 Ay ) , Tesp. A2 o , Tesp. O A2
T (x) . 0 S ||
0 --- 0 A Ak 0 0 Ak

Remarque : On peut montrer et on le fera dans un cadre plus large que les matrices triangulaires supérieures (ou
inférieures) strictes s’annule a partir d’un certain rang : 3p > 2, AP = 0. On dit alors que A est nilpotente.

¢) Formule du bindme de Newton

Propriété Il.c.1 : Soit (A,B) € (MH(K))Z qui commutent (AB = BA). On a alors :

n

n
n _ kpn-k
vn € N, (A + B) —Z(k)A B
k=0
1 2 6
Application II.c.2 : Onpose A=(0 1 2 |. Calculer AP pour tout p entier.
0 0 1

Application I1.c.3 : Soit (uy,vy) € R%. On pose :

vn e N {un+1 =1Uu, +Vvj,

Vn+1 = ~Up
Déterminer une expression explicite de u, et vy,.




