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DM n°5

\Exercice 1 : Une suite classique\
Dans tout cet exercice on pose :

R->R
x .

f: xH{ex_lslx;tO
1six=0

1) Déterminer le DL, (0) de f.
2) a) En déduire que f est continue et dérivable sur R. On donnera la valeur de f'(0).
b) Etudier la position de f avec sa tangente (notée (Ty)), au point d’abscisse x = 0. On fera
un graphique pour représenter cette position !
c) f est-elle de classe C* sur R ?
3) Montrer que f est décroissante sur R.
4) Résoudre I’équation f(x) = x sur R.
(Indice : On pourra montrer que 0 n’est pas solution de cette équation).

5) Montrer que :
1
Vx =0,|f'(x)| < E
6) On pose la suite (u,,) définie par :
u, €]0; 1]
Vn €N, Up

un+1 = eun _ 1
a) Montrer que :
vn € N,u, €]0; 1]
b) En déduire que :
1
ltns1 — In(2)] < lun, —In(2)]

¢) En déduire que (u,) converge et déterminer sa limite.

|Pr0bléme (facultatif) : Irrationnalité de ln(2)|

Partie A : Une suite qui converge vers In(2)

Dans toute cette partie on pose :
1

tn
I, = dt
" f 1+t
0
1) Montrer que I, est bien définie pour tout entier naturel n.

2) a) Calculer I et I;.
b) Déterminer (a, b, c) € R3 tel que :

2

t c
vt e [0;1], —at+b+—o
;1) o7 =at+b+1

¢) En déduire la valeur de I,.
3) Démontrer que :

o (- Dk
Vn e N,z = 1n(2) — (D™
k=0
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2) a) Démontrer que :
1
vneN,0<I <—
b) En déduire la valeur de :
+oo
1)k —1)k
s= i Y DS ED
n—-+oo
k= k=0
Partie B : Critére de d’Alembert
On veut montrer le théoréme suivant :
Soit (up)peny € (RPN. Ona:
Un+1
sfavect<1l1=u, -0
n
Dans toute cette partie on pose :
u
vneN,y, = n+l
n

On suppose de plus que :

lim v, =favec0<¥<1
n—-+oo

1) Démontrer que :
Ang € N, telqueVn eEN,n=>ny,0<v, <1
2) En déduire que la suite (u,,) est décroissante a partir d’un certain rang.
3) Démontrer que la suite (u,,) converge, puis que sa limite est 0.
4) La réciproque du théoréme est-elle vraie ?

Partie C : Irrationalité de In(2)

On va prouver I’irrationalité de In(2) en raisonnant par I’absurde. On suppose que :
3(p, @) € (N)?,In(2) = 2 etpAq=1

On pose de méme :
1
vneN,]J, = = f(l — tZ)netln(z)dt

1) Calculer J, et ];.
2) Montrer que :
vneN,], >0
3) Démontrer que :
vD € R,D"J, - 0
4) Démontrer que :
49> 4n + 6)q>
VN € Nngz = Iy =

5) Montrer que pour tout entier naturel n, il existe une fonction polynomiale a coefficients entiers A, tel que :
2n+1 1 p
=) (24 () -5 (5]

vn € N*,D"], € N*

n+1

6) Montrer que si D = 2p3, alors :

7) En déduire ’irrationalité de In(2).



