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Correction DM n°4

DM n°4

Partie A : Théoréme de Rolle généralisé
Dans cette partie on se propose de démontrer le théoréme de Rolle généralisé, donc voici I’énoncé.
Si h est continue et dérivable sur [xy; +oo[ telle que :
h(xo) = lim_h(x)
Alors il existe ¢ €]xg; +oo[ tel que h'(c) = 0.
Dans cette partie on pose h € C1([xg; +]) tel que :
h(xo) = lim_ h(x)
1) Démontrer que si h est constante alors le théoréme est vrai.
2) a) On suppose a présent que h n’est pas constante. Montrer que :
Jx; €]xg; +oo[ tel que |h(x;) — h(xg)| >0
b) Montrer que :

1
3x €xy; +oo[ tel que |h(xz) — h(xp)| = 5 1h(x1) — h(xo)]
¢) Montrer que :
Ay €]xo; x4 [ tel que h(y) = h(x;)
En déduire que :
dc € [y; x,]tel que h'(¢) = 0

Remarque : On peut démontrer de méme que :
Si f est continue et dérivable sur R telle que :
lim h(x) = lim h(x)
X—>—00 X—+00
Alors il existe ¢ €]xg; +oo] tel que h'(c) = 0.

On utilisera ce résultat pour la suite.

Partie B : Une dérivée n — ieme
Soit a > 0. On pose :
Jaq: X > arctan (Z)
1) Montrer que :
vn = 1,3P, € R[X] tel que
n

d P,
Vx € ]R,m(ga(x)) = )

(x?2 +a?®)n
On déterminera P; puis une relation entre Py, B, et B,'.
2) a) Démontrer que :
Vx €ER,(x? +a®)g,(x) =a
b) En déduire que :
vn > 2,Vx € R, Py, (x) = —2nxP,(x) — n(n — 1)(x? + a®)P,_,(x)
c) Démontrer que :
vn > 1,Vx € R, P,(—x) = (-1)™*1P,(x)

Qu’en déduit-t-on sur B, ?

d) Montrer que :

vn € N*, B, € R,,_4[X]

Partie C : Etude de P,,
Dans cette questionn > 1.
1) Déterminer :

lim (g4)™ (x)
x—too
2) En déduire que (g,)"™ s’annule au moins n — 1 fois sur R.
3) En déduire que (g,)™ s’annule exactement n — 1 fois sur R.
4) Montrer que :
| (x+ia)"— (x —ia)"
’ 2i

vn>1,P,(x)=(-D"1(n-1)

5) Déterminer le degré de P, ainsi que son coefficient dominant.
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| 6) Résoudre P, (x) = 0 et en déduire une expression factorisée de B,.

Partie A :
1) Si est constante alors :
Vx €]xg; +oo[, h(x) = h(xy) = Vx > xo,h'(x) =0
On a h'(x) = 0 donc la propriété est vraie pour par exemple ¢ = x, + 1.
2) a) On raisonne par contraposée :
Vx > xo, |h(x) — h(xy)| = 0 = Vx > xo, h(x) = h(xy)
Donc h est constance.
Donc par contraposée, si h n’est pas constance :
x4 €]xq; +oo[ tel que |h(x1) — h(xy)| > 0
b) On pose :

1
frx = [hCx) = h(xo)l = 5 1A (1) — h(xo)l
On a f continue par composée de fonctions continues (la valeur absolue est continue sur R). On a :
e f continue sur |xy; +0[,

e f(x)>0
. xl—i»Toof(x) <0

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires :
Jx, €]xy; +o tel que f(xy) =0

1
= 3x; €]xq; +oo| tel que, [h(xz) — h(xo)| = 5 |h(x1) — h(xo)|

c¢) L’énoncé est mal posé. Il faut distinguer deux cas :

1° cas : h(x;) > h(xgy)

On a alors :

h est continue donc prend toutes les valeurs intermédiaires sur [h(xg); h(x;)] pour x € [x(; x;]. Donc :

3y € [xg; 1] tel que h(y) = 5 (h(x1) — h(xp))

De méme on a :
3x; € [xy; +oo[ tel que h(x;) = 5 (h(x1) — h(xo))
Ainsiona:
Jy €]xq; x1[ tel que h(y) = h(x;)
1°" cas : h(x;) < h(xg)
On a alors :
h est continue donc prend toutes les valeurs intermédiaires sur [h(x;); h(x,)] pour x € [xy; x;]. Donc :

3y € [x; 1] tel que h(y) = 5 (h(xy) — h(xo))

De méme on a :
3x; € [xy; +oo] tel que h(xz) = 5 (h(x1) — h(xp))

Ainsiona:

3y €]xq; x1[ tel que h(y) = h(xy)
Dans les deux cas on a :

Jy €]xq; x1[ tel que h(y) = h(xy)
¢) On applique le théoréme de Rolle sur I’intervalle car y est dérivable.
Ainsi :

dc € [y; x,|telque h'(c) = 0

Partie B :
1) On raisonne par récurrence. On pose :

dn P,(x)
vn = 1,P(n):" 3B, € R[X] tel que Vx € R —(g (x)) =__""°
- o “dxn e (x2 + a?)n
Initialisation
Ona:
d? 1 1 a P, (x)
VxER,W(ga(x))—ax ({)2 T x24a2 x2+a?
a

Ainsi P(1) est vraie avec P; (x) = a.
Hérédité : Soit n un entier naturel, n = 1. On suppose P (n) vraie. On a alors :
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an P, (x)
Vx € ]R ( a( )) m
On a alors :
dn+l d [ P
vx € R g (9a) = d—<ﬁ)
= ;_x (P,()(x? +a®)™) = Pi(x)(x? + a®)™ — 2nxP,(x)(x? + a?)™ "1
_ (x® + a®)Py(x) — 2nxPy (x)
- (xz 4+ aZ)n+1
Orona:

(x? + a®)P (x)

P, € R[X] = P,/ € R[X] = { 2P (o

= (x%2 + a?)P}(x) — 2nxP,(x) € R[X]

Ainsi en posant :
Poi1(X) = (X% + a®)Pp(X) — 2nXP,(X)
La propriété est héréditaire.
Conclusion : On conclut d’apres le principe de récurrence.
2)a)Ona:
dl a 2 2 ’
Vx € ]R,E(ga(x)) =g vx €R, (x> +a*)g’ ,(x) = a
b) On applique la forme de Leibniz car sont dérivables sur R. On a :
n n—k

vn>1Vx €ER, —[(x +a?)g' ()] = Z (n) d:k (x%2 +a?) dd — (g'a(x))
k=0

Orona:
. x> +a’pourk =0
d 2x k=1
2 pour
(x +a) 2pour k=2
0 pourk >3
On a donc :

vn>1,Vx €ER, —[(x +a?)g' ()] =

n-2

( )(x +a2)£(g (x)) ( )Zxdd;:ll (g (x)) (n) dd — (g'a(x))
= (x*+ az)g(n+1)(x) + ang(")(x) +n(n — 1)g(n 1)(x)

Priq(x) B (x) Pp_q(x)
=(x%+ az)—(x2 - :12)n+1 + 2nx—(x2 a7y +nn-1) ot ayl :12)71—1
Ppi1(x) + 2nxP,(x) + n(n — 1) (x% + a?)P,_1 (%)
B (x2 + a?)n

Deplusona:
n

d
vn = 1,VXER,W[(I] =0

On en déduit donc que :
vn > 2,Vx € R, Ppyq(x) + 2nxP,(x) + n(n — 1)(x? + a®)P,_;(x) = 0
= Vx ER, Py, (x) = —2nxP,(x) —n(n — 1)(x? + a®)P,_,(x)

Remarque : A partir ce cet instant, nous avons plusieurs possibilités pour résoudre les questions suivantes. Tout
d’abord nous avons deux formules de récurrences pour démontrer certaines choses sur Pn (par exemple son dégré, son
coefficient dominant, ses racines...). On peut utiliser :
P (X) = (X? + a®) Py (X) — 2nX P, (X)
Pni1(X) = —2nXP,(X) — n(n — D(X? + a®)P,_1(X)

Nous déduisons aussi de ces deux formules de récurrence une nouvelle égalité :

X2+ a®)By(X) = —n(n — 1)(X% + a®)P,_1 (X)

= (X% + a®)[P(X) + n(n — 1Py, (X)] = Ogpx)

= Py(X) + n(n — 1DP,_1(X) = Or[x] (par intégrité de R[X])
= &) =-—nn-1DP,X)
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Dans certaines questions qui suivent, je vais utiliser les trois formules pour prouver les questions par 3 raisonnements
différents. A vous de choisir celle qui vous semble la plus « facile » pour vous ! Sachez seulement qu’un seul
raisonnement suffit ! Bien évidemment !

©)
¢ Raisonnement 1 : Par récurrence double si on utilise la formule de récurrence :
Ppy1(X) = =2nXP,(X) — n(n — D(X? + a®)P,_1(X)
e Raisonnement 2 : En remarquant que :
Py (X) = —n(n — DP,_1(X)

Raisonnement 1 : On raisonne par récurrence double.
Onpose:Vn =>1,R,:"Vx € R,P,(—x) = (—1)"*1P,(x)"
Initialisation : On a :

P,(X) =aet P,(X) = —2aX
On en déduit donc que :
Vx € R,P;(—x) = P;(x) et P,(—x) = —P,(x)
Donc la propriété est vraie aurangn = 1 et n = 2.
Hérédité : On pose un entier n, n > 1. On suppose la propriété est vraie au rang n et n + 1. On a alors :
wref, D= DR

Py (—x) = (_1)n+2Pn+1(x)

On sait d’apres la question précédente que :
Vx ER,Ppir(x) = —2(n + DxPyyq1(x) — (n+ Dn(x? + a®)P,(x)
= Vx € R,Pp4(—x) = 2nxP 11 (—x) — (n + Dn((—x)? + a?)P,(—x)
= 2nx(=1)"Ppy1 (x) — (0 + Dn(x? + a®)(=1)" B (x)
= (1" (=2nxPy1(x) — (n + Dn(x? + a?)P,(x))

= (=)™ Pyyp (%)
Donc la propriété est héréditaire.
Conclusion : On conclut d’apreés le principe de récurrence double.
On en déduit que P, est paire lorsque n est impair et est impaire lorsque n est paire.

Raisonnement 2 : On raisonne par récurrence simple.
Initialisation :
Ona:
P,(X)=a
On en déduit donc que :
Vx € R, P (—x) = P;(x)
Donc la propriété est vraie au rang n = 1.
Hérédité : On pose un entier n, n = 1. On suppose la propriété est vraie au rang n. On a alors :
Vx € R, P,(—x) = (1) 1P, (x)
Or on sait que :

Vx € R, Ppii(x) =— B, (x)

1
nn—1)
= Vx €ER,Ppyi(—x) = ———< P (—x)

nn-—1)
Or on sait d’apres [’hypothese de récurrence que :
Vx € R,P,(—x) = (-1)"1P,(x)
= Vx €R,—Pi(—x) = (-1 1P",(x)
= Vx € Rn(n — DPyy1(—x) = —(=1D" 'n(n — DPpyq (x)

= Vx € R, Ppyi(—x) = (—1)"Pry1(x)
Donc la propriété est héréditaire.
Conclusion : On conclut d’aprés le principe de récurrence simple.

d) On peut la encore raisonner de trois fagons :
e Raisonnement 1 : Par récurrence double si on utilise la formule de récurrence :
Pn1(X) = —2nXP,(X) — n(n — D(X? + a®)P_1 (X)
e Raisonnement 2 : Par récurrence simple si on utilise la formule de récurrence :
Prp1(X) = (X* + a®) B (X) — 2nX P, (X)
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e Raisonnement 3 : En remarquant que :

F(X) = —n(n — DPy_1(X)

Raisonnement 1 : On raisonne par récurrence double.
Onpose:Vn >1,0,:"B, € R,_1[X]"

Initialisation :

Ona:

Pi(X) =a= P; € Ry[X]
P,(X) = —2Xa = P, € R,[X]
Donc la propriété est vraie aurangn = 1 et n = 2.
Hérédité : On pose un entier n, n = 1. On suppose la propriété vraie au rang n et n + 1. On a alors :
{P n € Ry [X]
PryaRn[X]
On sait d’apres la question précédente que :
Priy(X) = =2+ DXP,(X) —n(n+ 1)(X% + a®>)P,(X)

Orona:

{Pn € IR?‘L—l[X] :{(XZ +a2)Pn(X) € Rn+1[X]

Pn+1 € ]Rn[X] 2(n+1)XPn(X) E]Rn+1[X]
Donc la propriété est héréditaire.
Conclusion : On conclut d’apres le principe de récurrence double.

= Pnia € Rpyq[X]

Raisonnement 2 : On raisonne par récurrence simple.
On pose :

vn=>1,0,:"P, € R,_4[X]"
Initialisation :
Ona:
Pi(X) =a= P; € Ry[X]
Donc Q(1) est vraie.
Hérédité : On pose un entier n, n = 1. On suppose vraie. On a alors :
P, € Ry1[X] = P € Ry 5[X]
{(X2 + a?)P)(X) € R, [X]
2nXP,(X) € R,[X]
Orona:
Pop1(X) = (X? + a®) Py (X) — 2nX P, (X)
On a donc :
Pn+1 € Rn[X]
Donc la propriété est héréditaire.
Conclusion : On conclut d’apres le principe de récurrence.

C’est plus rapide ici, donc on gagne du temps en DS !

Remarque : Je n’y avais pas pensé de prime abord, utilisant directement la question précédente. Merci a Eloise et a
Candice de m’avoir fait remarquer que cela était plus facile ici !

Raisonnement 3 : Directement
On sait d’apres les questions précédentes que :
P (X) = —n(n — DP,_1(X)
= deg(P,) = deg(P',)) + 1 =deg(P,,_1) +1
Ainsi deg(B,) est une suite arithmétique de raison 1 et de premier terme deg(P;) = 0. On en déduit donc que :
vn > 1,deg(P,) =n—1

Donc P, € R,_1[X].

Remarque : Dans le raisonnement 3 on est beaucoup plus précis car nous avons démontré que P, était exactement de
degré n — 1 et non inférieur ou égal a n — 1. Ce n’était pas demandé mais qui peut le plus peut le moins !
PS : Ce raisonnement j’y ai pensé tout seul ! ™

Partie C : Etude de P,
1) On sait que :
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P (%)
Vx € R, (go) ™ (x) = G2+ ad)n
Or on a vu précédemment que :
n-1
deg(B,) <n—1= 3(py, ..., Pn-1) € R™ tel que P, (x) = Z prxk
k=0
On a donc :
n-1
Pn(x) _ 1 1 x Pk
2 2yn ~ 4n+l 2n n-1-k
(x* +a?) * 1+(%) k=0x
Orona:
. 1
x_l)ﬂ__noo xnt+1 =0
. 1
lim ———-=1
{4 (E) = lim (g,)™(x) = 0 (par produit)
X x—+oo
n-1
lim _Pr Pn-1
\x—>ioo = xn—-1-k n-

2) On raisonne par récurrence. On pose :

vn = 1,Pn) : "(9o)™ s’annule au moins n — 1 fois"
Initialisationn = 1
Jq' s annule au moins 0 fois. C’est immédiat car cela est vraie pour toutes les fonctions !
Hérédité : Soit n > 1 un entier. On suppose vraie P(n).
On a alors :
3(ay, ..., p_q) ER" L ¢y < < c,_q telque:

vie[1;n—1],g{"(a) =0

On applique le théoréme de Rolle sur chaque intervalle [a;, a;41] car g((ln) est dérivable sur R.
On a alors :

3(cy, .., Cp_y) € R" 2 tel que (gc(ln)) (c)=0=g"V()vie[sn-1]
Deplusona:

Jim g () =0
On applique donc le théoreme de Rolle généralisé sur | — oo; a4] et donc :
dc; €] — ;a4 tel que gc(lnﬂ)(cl) =0
De méme sur [a,_q; +o[:
dcy, €lay_q; +o[ tel que génﬂ)(cn) =0
Ainsi g((lnﬂ) s’annule au moins n fois. Donc la propriété est héréditaire.

Conclusion : On conclut d’apres le principe de récurrence.

3)Ona:

n Py (x)
)W) =0 G2+ a2

Or B, € R,,_1[X] donc g((ln) s’annule au plus n — 1 fois sur R.

n . . . . . .
Donc gé ) ’annule exactement n — 1 fois. Ainsi les racines de sont toutes simples et s’annule exactement fois sur

R.
4) L’énoncé nous donne la réponse donc on peut le faire par récurrence, la encore simple ou double. On peut aussi le
faire directement, cela sera mon raisonnement 3 ! Voici I’architecture de ma correction :
e Raisonnement 1 : Par récurrence double si on utilise la formule de récurrence :
Pry1(X) = =2nXB,(X) —n(n — 1)(X? + a*)P,_1(X)

=0 PB,(x)=0
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e Raisonnement 2 : Par récurrence simple si on utilise la formule de récurrence :
Prp1(X) = (X* + a®) B (X) — 2nX P, (X)
¢ Raisonnement 3 : Directement en remarquant que :

d _ a
E(g“(x)) T (x2 4+ a?)
Raisonnement 1 : On raisonne par récurrence double.

On raisonne de méme par récurrence double. On pose :

vn>1,P(n) = "Vx € R P, (x) = ()" 1(n—1)! (x +ia)" — (x — ia)"

20
Initialisation : n = 1
Ona:
Vx € R,P(x) = aet P,(x) = —2ax
x4 ia)t — (x —ia)?t
VxER,(—l)l_l(l—l)!( ) Zi( ) =a
x +ia)? — (x —ia)? x?% + 2aix — a? — (x? — 2iax — a?
VxeR,(—1)2—1(2—1)!( ) Zi( ) =— 21'( ):—Zax

Donc la propriété est vraie aurangn = 1 et n = 2.
Hérédité : On pose un entier n, n = 1. On suppose la propriété vraie au rang n et n + 1. On a alors :

Py(x) = (=) '(n - 1)! SR 2_1 S
(x + ia)"*! — (x — ia)™*?
20

Vx € R,

Ppy1 () = (=D ()!
On sait d’apres la partie B :
Vx € R, Py (X) = —2(n + 1xP,(x) — n(n + 1)(x? + a®)P,(x)

— 20+ Dx(1)r e & )™ 2_ (o — i)™
l

—nn+ D2+ a®)n(n+ D% +a®)(-1)" 1 (n—-1)
(D™ + 1)

' (x+ia)™ — (x —ia)"™

' 21

[2x((x + i)™ = (x — ia)™*1) — (x + ia) (x — iQ) [(x + ia)" — (x — ia)"]]

=DM+ 1)
21

[(x + i)™ [2x — (x — ia)] — (x — i@)™* [2x — (x + ia)]]
(—)"™ i+ 1))
B 2i

X ((x +ia)"? — (x — ia)"*?)
Donc la propriété est héréditaire.
Conclusion : On conclut d’apres le principe de récurrence double.

Raisonnement 2 : On raisonne par récurrence simple.
On pose :

x +ia)" — (x —ia)"
vn>1,P(n)="vx € R,P,(x) = (-D"(n- 1)!( ) 2i( ",
Initialisation :

Ona:
Ona:
Vx ER,Pi(x) =a
x4 ia)! — (x —ia)?t
VxeR,(—1)1—1(1—1)!( ) 2,( ) =
i

Donc P (1) est vraie.
Hérédité : On pose un entier n > 1, . On suppose vraie. On a alors :

Vx € R, Pn(x) = (_1)n—1(n —1)! (x+ia)" — (x —ia)"™

20
On sait d’apres la premicre question que :
Vx € R, P, 1(x) = (x? + a®)P(x) — 2nxP,(x)
11 faut donc dériver deux fonctions d’une variable réelle a valeur complexe :
faixe (x+ia)" et gpix - (x —ia)™
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On sait que la dérivée d’une fonction a valeur complexe est la dérivée de sa partie réelle plus fois la dérivée de sa
partie imaginaire. On peut montrer par récurrence immeédiate que :
fa:x e n(x+ia)" et g'pix o nlx —ia)* 1
Ainsiona:
Vx € R, Py (x) = (x + ia)(x — ia)P, (x) — 2nxB,(x)

. Nn—1 _ s \n-1 - o
= Gt i) i) x (-t ST OO g i BT
D

2 [( +ia)"[(x —ia) — 2x] — (x — ia)" Y [x + ia — Zx]]

_ =Dl
20

———[(x +ia)™*! — (x — ia)"*!]

Donc la propriété est héréditaire.

Conclusion : On conclut d’apres le principe de récurrence.

C’est plus rapide ici, donc on gagne du temps en DS !

Remarque : Pauline m’a interloqué sur cette question car elle m’a dit : « utiliser une récurrence c’est un peu triché » !
Cela n’est pas du tout triché, mais cela sous-entend que 1’on a déja la réponse. La véritable question est : comment
peut-on penser a écrire P, sous cette forme. C’est une excellente question qui améne a plusieurs réponses.

Tout d’abord vous n’étes pas sirs de pouvoir le faire a votre niveau, ou bien la conjecture a bien ét¢ établie par
quelqu’un, soit en cherchant, soit en le faisant par hasard (cela arrive plus souvent qu’on ne le pense !). Il faut donc
parfois avoir I’humilité de se dire que nous ne pouvons pas poser cette conjecture, mais c¢’est souvent un manque de
temps ! Mais ici nous pouvons le faire. En voici une démonstration :

e Raisonnement 3 : Directement en remarquant que :

d a
a(g“(x)) - (x2 + a?)
Ona:
a x+ia— (x —ia) 1 1 1
vneR — - oy ( _ )
" (ga( )) (x? +a2) (x+ia)(x —ia) 2i(x+ia)(x—ia) 2i \x—ia x+ia
Ainsi il faut derlver n — 1 fois ces deux fonctions complexes :
1
: tg:
f xHx—ia g xHx+ia

Ona:
VXER f(X)=(x—ia) 1= f(x)=-(x—-ia)?= f"(x) =2(x —ia)~3
On démontre par récurrence que :
vk € N*,Vx € R, f®(x) = (=1)*(k)! (x — ia)~*+D
On a de méme :
vk € N*,Vx € R, g™ (x) = (=1)*(k)! (x + ia)~*+D

On a alors :
vn € N*,vx € ]R{,%(ga(x)) = Zil x (O D) - gV ()
= X ()P DY G- i)~ (<17 1! e ) ™)
L Corim—1)x ( LI )
21 (x—ia)" (x+ia)"
(=1)"1(n — 1)! (x+ia)" 2_1 (x —ia)"
- (x% 4+ a?)n
P (x)
pear
Ainsiona:

x+ia)" — (x —ia)"

Vx ER,P,(x) = (D" 1(n-1)! 5

5) 11 suffit de voir que :
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n

Vx ER,(x +ia)* — (x —ia)" = Z (Z) (ia)" kxk — i (Z) (—ia)" kxk

k=0 k=0
=x"—x"+ (rll) (ia + ia)x™ 1 + R,,(x) avecdeg(R,) <n —2

= 2ianx™1

Ainsi P, est de degré n — 1 (déja vu précédemment grace au raisonnement 3 de la question 2) d) de la partie B).

Deplusona:

| (x+ia)" — (x —ia)™

P(x) = (D" (n—-1) 57

= (1" nla + Q,(x) avec deg(Q,) <n-—2

Ainsi on en déduit que :

deg(P)=n—1etCD(P,) = (-1)" nlxa

6)Ona:
Px) =0 (x+ia)" = (x —ia)"
x + ia\" ,
4:)( ) = 1avecx # ia
x —ia
2ikn
S x+ia=e n (x—ia)etx #iaetk € [0;n—1]
2ikm 2ikm
<:>x<1—e n >=—ia<1+e n )etke[[1;n—1]]carsik=0,x=—ia
o (km ) km
& —2isin (—)x = —liacos (—)
n n
km
1 cos(T) _ (km
(=>x=—xW,ke[[1;n—1]](car51n(—)¢0aveck€[[O;n—l]])
sin(— n
On a alors :
nl 1 cos( )

vneEN,n>2,P,(X)=(-1D"n!xa X—=x



