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Correction DM n°5

\Exercice 1 : Une suite classique\
Dans tout cet exercice on pose :

R-R
f: xH{ex_lslxi
1six=0

1) Déterminer le DL, (0) de f.
2) a) En déduire que f est continue et dérivable sur R. On donnera la valeur de f'(0).
b) Etudier la position de f avec sa tangente (notée (T;)), au point d’abscisse x = 0. On fera
un graphique pour représenter cette position !
¢) f est-elle de classe C* sur R ?
3) Montrer que f est décroissante sur R.
4) Résoudre I’équation f(x) = x sur R.
(Indice : On pourra montrer que 0 n’est pas solution de cette équation).
5) Montrer que :

1
Vx = 0,|f (x)] < 3

6) On pose la suite (u,,) définie par :

u, €]0; 1]
Vn €N, Up
un+1 = eun _ 1

a) Montrer que :
vn € N,u, €]0; 1]
b) En déduire que :
1
[tns1 = In(2)] < 3 luy = In(2)

¢) En déduire que (u,) converge et déterminer sa limite.

1)Ona:
*=1+ +x2+x3+ (x?) . ! 1 <x+x2>+<x+x2>2+ (x?)
er = X+t —+—+oXx") = = =1—|=+— -+ — o(x
x _ 2
2 6 e 1 1+%+%+0(x2) 2 6 2 6
x x? x? x 1
:1———— JR— 2 :1__ a2 2
5 6+4+0(x) ARk + o(x?)
2) a) Comme f admet un DL, (0), elle admet un DL, (0).
Deplusona:

lim f(x) =1=£(0)

Donc f est continue, dérivable en 0 et f'(0) = ~2

2
b) D’aprésle DL;(0) on a:
1
(To):y=1- 5%
Deplusona:

flx) — (1 — g) = %xz + 0(x?)

Ainsiona:
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x 1,
- (1-3) 2y
Ainsi au voisinage de 0, f est au-dessus de sa tangente.
c)Ona:
e¥ —1—xe*
(eX —1)?
Par composée, f est de classe C®, donc C*, sur chaque intervalle ]0; +oo[ et ] — o0; O[.
Deplusona:

Vx € R f'(x) =

2
1+x+% -

P 5 1—x—x%+o0(x?) 1
x) =

x2 4+ o(x?) N _E-I—o(l)

Ainsiona:
1
lim f'(x) = == = f'(0)
x—0 2
Donc f est de classe C! sur R.
Remarque : On aurait pu utiliser le calcul de f’ en dehors de 0, puis chercher la limite en 0. On aurait trouver — % et

on aurait pu conclure que f'(0) existe et vaut — 5 etque f est de classe C* d’aprés le théoréme de la limite-dérivée.

3)Ona:
e* —1—xe*

VX ERLS ) =—m Tz

Etudions le signe de x = e* — 1 — xe* sur R.

Ona:

Vx €ER,g'(x) = e* —e* —xe* = —xe*
On a ainsi le tableau de variation suivant :
€T 0 +o0
glo)| + 0 —
0

BN
['z) -
f

On en déduit donc que :
VxER,f'(x)<0
Donc f est décroissante sur R.
4)On a f(0) = 1 donc 0 n’est pas solution de cette équation.
De plus sur R* :

x
f=x _1=x<=>e"—1=1<:>x=ln(2)

ex
5)Ona:
Vx=>0,f'(x) <0

Montrons que :

1
Vx > 0,—§Sf'(x)

Ona:
Vx>0f,(x)+_=ex—l—xex+l=Zex—2—2xex+(ex—1)2
=" 2" (e —1)2 2 2(e* —1)2
e?* —2xe* — 1 u(x)
2(e¥ —1)2  2(e* —1)2
Ona:

Vx > 0,u'(x) = 2e?* — 2e* — 2xe* = 2e*(e* — x — 1) = 0 (par convexité)
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On en déduit donc que u est croissante sur R*. Or u(0) = 0. On a donc :

1
Vx> 0u(x)=20= f'(x) > —3

Ainsion a:

1
Vx> 0,|f ()l <5

6) a) On fait une récurrence.
Initialisation : On a uy €]0; 1[. C’est immédiat.
Hérédité : Soitn € N, fixé. On suppose que :
0<u,<1=f1)<f(u, < f(0) (car f décroissante sur ]0; 1[)

1
=>0<eT1<un+1<1

= Up41 €]0; 1]
Conclusion : On conclut d’apres le principe de récurrence !
b) f est continue et dérivable sur ]0; 1[. On peut donc appliquer le théoréme des accroissements finis :

f(xi : f») _ f,(cx,y)

V(x,y) €]0; 1[%,x # y,3 ¢y, €]0; 1[ tel que "

Or d’aprés la question 5 on en déduit que :
1
Vx €]0; 1[, |f'(x)| < >

On en déduit donc que :

_ 1 -
%jy@) <35 = V() €01 If @) — fO < 5l -yl

Or on a démontré précédemment a la question 6) a) que :
vn € N,u, €]0;1]

V(x,y) €]0; 1[4, x # v,

On en déduit donc que :

Yn € N, If (un) ~ Fn()] < 5 bty ~ In(2)

On en déduit donc que :
vn €N, |u,, 1 —In(2)| < %Iun —1In(2)|
c)Ona:
vn €N, |u, —In(2)| < %Iun_l —1n(2)|

i enréitérant le précédé
1
Sz—n|uo—1n(2)|
Orona:
1 17"
e—1>1=>0§—<1=>1im[—] =0
2 n |2

D’apres le théoréme des gendarmes, on en déduit donc que :
limlu, —In(2)| =0
n

Ainsiona:
limu, =In(2)
n

[Exercice facultatif : Probléme 1 : Irrationnalité de In(2)|
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Partie A : Une suite qui converge vers In(2)

Dans toute cette partie on pose :

1) Démontrer que :

o (-DF
Vn e N,kzo = In(2) = ()" ey

2) a) Démontrer que :

VneN,0 <1y, <

n+ 2
b) En déduire la valeur de :
a1 Z -1k Z“’ (—D
Tt k+1 k41
k=0 k=0

Partie B : Critére de d’Alembert

On veut montrer le théoréme suivant :
Soit (up)peny € (RE)N.Ona:

Un+1
n sfavect<1=u, -0
n
Dans toute cette partie on pose :
u
vneN,y, = n+l
n

On suppose de plus que :

lim v, =favec0 <¥<1
n—-+co

1) Démontrer que :
Ang € Njtelquevn EN,n>2ny, 0 <v, <1
2) En déduire que la suite (u,,) est décroissante a partir d’un certain rang.
3) Démontrer que la suite (u,) converge, puis que sa limite est 0.
4) La réciproque du théoréme est-elle vraie ?

Partie C : Irrationalité de In(2)

On va prouver ’irrationalité de In(2) en raisonnant par ’absurde. On suppose que :
3(p,q) € (N)?,1In(2) = 2 etpAq=1

On pose de méme :
1

vneN,], = % f(l — t2)netin@) gt
-1
1) Calculer J, et J;.
2) Montrer que :
vneN,J, >0
3) Démontrer que :
vD e R,D"J, = 0

4) Démontrer que :

4q? (4n + 6)q?
VneN, 4, = p—zln T
5) Montrer que pour tout entier naturel n, il existe une fonction polynomiale a coefficients entiers A, tel que :

- B )

vn € N*,D"J, € N*

n+1

6) Montrer que si D = 2p3, alors :
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7) En déduire I’irrationalité de In(2).

Partie A : Etude d’une intégrale
Dans toute cette partie on pose :

1
e [
P 1+t
0
n

t
vn €N, f,:t—
n 1+

1) On sait que :

C€ co([0; 1))

Donc f,, admet une primitive donc I, est bien définie.

2)Ona:
1

1+t

j—dt =1n(2)

(=}

Deplusona:

1
1
jl_-l-tdt fl—l—_l_tdt—l—ln(Z)

3) a) On sait que :

1
2
dt=f(1+t)—2+—dt

1+t

1
f t2 f(1+t)2—2(t+1)+2
dt =
1+t
0

Onposey =1+t
a) Les bornes
t=0=y=lett=1=y=2

b) Calcul de dt
Onsaitquet:y »y—1€ C1([1,2]) et :
dt L
dy
¢) On remplace :
1 2
j(1+t) 2+ - dt—j( 2+1)d
1+t y y y
0 1
b)Ona:
2
[(y-2+2)ay = b7~ 2y + m) = n() -1
1
4)Ona:
n n 1 1 n 1
1—(-1 n+1tn+1
f (—tkdt = fZ(—t)kdt:f ( N -)I-t dt = In(2) = (=1)"*, ;4
k=0 k=00 0o k=0 0

Partie B : Convergence d’une série
1) a) Enoncer le critére spécial des séries alternées.
b) Démontrer le critére spécial des séries alternées.
C’est du cours !
2) Démontrer, sans utiliser ce qui a été fait dans la partie A, que la série suivante converge :

b
n+1
n=0

On pose :
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(="
vneN,u, =
" ]
On sait que :
Vn € N, =—
" [unl n+1

Ainsi (Ju,|) est décroissante et tend vers 0. De plus comme (uy,) est alternée, on en déduit donc que (u,,) vérifie le
s , . , - , "
critére spécial des séries alternées ! Donc (ano %) converge.

3) a) Démontrer que :

On sait que :
1 tn+1

Vte[0;1[,1<14+t<2=0<- <1—+t<1 = Vte[0;1],0 <

1 1

tn+1
f f tdt < ft“‘” dt
0 0

1
:>VHEN,OSIH+1S—

[EnN

n+2
b) D’apres la question précédente, on en déduit donc que :
n
ity = 0= lim Y S 2 incz
imly; = 0= lim . icH 1 =In(2)
On en déduit donc que :
(D
=In(2
Z n+1 n(2)

0

n

Partie C : Irrationalité de In(2)

On va prouver I’irrationalité de In(2) en raisonnant par I’absurde. On suppose que :
3(p, @) € (N)?In(2) = 2 etpAq=1

On pose de méme :

1
vn€eEN,]J, = E f(l — tZ)netln(z)dt

1)Ona:
1 2 : 1 1 3
=~ [ (1= 2)0eth@g; = f tn(2) g — (2 _ _) _
Jo =31 f( e ¢ m2)\“ "2/~ 2m)

- 1 1

-1 -1

2 1
__ 3 (| 2t 2 ftetln(z)dt
21n(2) In(2) ) In(2)
- -1

3 3 2
— _ _ - n(2)
2@ | 2@ @) [ln(Z) 2 e _jl o

_ 2 5 2 3
) (z n@2)  n2@2) " E)
5 3

=h=m  mo

2) On sait que :
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1
vte|-1;1[ (1 — t¥)"eth®@ > 0 = f(1 — )@t >0 =7, >0

3) On sait que :

DI]
vt e [—1; 1], Dn]n = F f(l _ tZ)netln(z)dt
]
On pose :
ID|" Up+1 |D|n+1 n! |D|
U, = - = X — N
n! u, (M+1)!7 PP n+1
On en déduit donc d’apres le critére de d’Alembert que :
. |D|"
lim
n nl

=0

De plus on sait que :

1
vte[-1;1],1-t2<1= j(1 — t2)nethn@g < feﬂ“(z)dt =
-1

-1

2In(2)

On en déduit donc que :

Do 3
Dl < 57y ol
De plus on sait que :
3
i oty el = 0
On en déduit donc que :
lirrln D", =0

4) On sait que :

1
vn €N, ] 4, = m f(l _ t2)n+2et1n(2)dt

B (1 _ t2)n+2etln(2) 1 B 2(r1 + 2)
 (n+2)! In(2) In(2)

=0

1
ft(l _ t2)n+1etln(2)dt
-1

t(l tZ)n+1
T+ 1)' In(2) \[ ln(Z)

1 1 1
1 2(n+ 1) \
L @) _fl (1=t e Ty JTAT e

1 1
2 4
— _ 1— t2 1— tZ n tln(Z)dt j 1-— t2 n tln(Z)dt
m2(2) ™ 1n2(2) f( YA =) Tz ) (L)

-1 -1

B —2—4(n+1) N 4

T In2(2) Jn+1 In2(2) Jn

4q? (4n + 6)q?
= VneN,J ., = p? —Jn — T]n+1

5) On fait une récurrence double. On pose :

1= (" [ )30 (5]

1
Initialisation : n =0:], = zlj(z) = (%) [2 xX1-— % X 1] = P(0) est vraie avec Ay(X) = 1

4.7 __5 3 _s5ln@-3_ (q)3 oy 1, B :
N=1 = s = = e _(p) 2% (2In(2) - 2) = 2 (~2In(2) - 2)| = P(1) est vraie avec

AL(X) = 2X — 2.
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Hérédité : Soitn € N, On suppose vraie P (k) pour tout k € [0; n + 1]. Montrons que P (n + 2) est vraie.
On sait que :

4q? (4n + 6)q?
Jn+z = 2T T

) (8- 3n (B)]-PE) r ()-30e ()
L o ) (2 Q)10 (D) 4" (21 D)0 ()
) (g)2n+5 [2 (4 (2)2 Ao (B) - tan + s (2)) = (4 (2)2 A (=2) - an-+ O (- 2))‘

n+1

On pose :
A2 (X) = 4X?A,(X) — (41 + 6)Ap41 (X)
On en déduit donc que P(n + 2) est vraie.
Conclusion : On conclut d’apres le principe de la récurrence double !
6) On pose :
vn € N,A,(X) =ay +a; X+ -+ a,X" avec (ag,ay, ...,a,) € Z"*1

On a alors :

q2n+1An (g) — aoan+1 + alqun + .+ anpnqn+1 =/

De méme on a : g?"*1A, (— g) €.

On en déduit donc que :
q\2n+t py 1 p _ py 1 p
pn =2n 3n = 2n 3n (_) [ZA (_) ——_A (_ _)] = pnpn 1 2 2n+1A (_) _ 2n+1A (__)
Jn P”"n p 5 n\g) "2%\ 7 p q n\q 24 n\7g

_ p _ p
— pn 1 2n+1 q2n+1An (a) _ Zn 1 q2n+1An (_ a)

N————— ————
€EZ EZ

On en déduit donc que :
vn > 1,(2p3)"], € N*
7) On sait que :
vn>1,02p3)",EN"=vn>102p3",>1
De plus on sait que :
lim(2p*)"Js = 0

Cela est impossible. Donc In(2) est un irrationnel !



