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Chapitre 23 : Applications linéaires 

Partie B : Isomorphismes 

 

I) Isomorphismes et automorphismes 

 

a) Isomorphismes 

 

Définition : Soit f ∈ ℒ(E, F). On dit que f est un isomorphisme si f est bijective.  

 

Application I.a.1 : On pose  

f: {
ℝ2[X] → ℝ3

P ↦ (P(0), P(1), P(2))
 

Montrer que 𝑓 est un isomorphisme. 

 

Propriété I.a.2 : Soit f ∈ ℒ(E, F) et g ∈ ℒ(F, G) deux isomorphismes. Alors gof ∈ ℒ(E, G) est aussi un isomorphisme.  

 

Rappel : Pour montrer que f ∈ ℒ(E, F) est un isomorphisme, il faut montrer que f est linéaire, injective et surjective.  

Pour cela on peut montrer que :  

 Im(f) = F 

 Ker(f) = {OE} 
 

Application I.a.3 : Montrer que l’application suivante n’est pas un isomorphisme :  

𝐷: {
𝒞1(ℝ,ℝ) → 𝒞0(ℝ,ℝ)

𝑓 ↦ 𝑓′
 

 

b) Automorphismes 

 

Définition : Soit f ∈ ℒ(E). Si f est bijective, on dit que f est un automorphisme de E.  

On note GL(E) l’ensemble des automorphismes de E. C’est le groupe linéaire de E.  

 

Exemple I.b.1 : On pose :  

g: {
ℝ2 → ℝ2

(x, y) ↦ (x − y; x + 2y)
 

Montrer que g ∈ GL(ℝ2). 
 

Application I.b.2 : On pose :  

f: {
ℝ[X] → ℝ[X]

P ↦ P(X + 1) + P(X − 1) − 2P(X)
 

Montrer que f n’est pas un automorphisme de ℝ[X]. 
 

II) Isomorphisme en dimension finie 

 

a) Image d’une base 

 

Propriété II.a.1 : Soit f ∈ ℒ(E, F) et B = (e1, … , en) une base de E. On pose ℱ = (e1, … , en). On a alors :  

(1)f est injective ⟺ (𝑓(𝑒1),… , 𝑓(𝑒𝑛)) est libre dans F 

(2)f est surjective ⟺ (𝑓(𝑒1),… , 𝑓(𝑒𝑛)) est génératrice dans F 

(3)f est bijective ⟺ (𝑓(𝑒1),… , 𝑓(𝑒𝑛)) est une base de F 

 

Remarque : Pour déterminer l’image Im(f) d’une application linéaire f ∈ ℒ(E, F), il suffit de regarder l’ensemble des 

combinaisons linéaires d’une famille génératrice de E.  

 

* 
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Exemple II.a.2 : On pose :  

𝑓: {
ℝ𝑛[𝑋] → ℝ𝑛[𝑋]

𝑃 ↦ 2𝑃 − 𝑋𝑃′
 

Déterminer 𝐼𝑚(𝑓) 

 

Application II.a.3 : On pose :  

𝑓: {
ℝ𝑛[𝑋] → ℝ𝑛[𝑋]

𝑃 ↦ 𝑃(𝑋) + 𝑃′(𝑋)
 

Montrer que f ∈ GL(ℝn[X]).  
 

b) Même dimension 

 

Propriété II.b.1 : Soit f ∈ ℒ(E, F) avec E et F deux espaces vectoriels de dimension finie. On a alors :  

f est bijective ⟹ dim(E) = dim(F) 

 

Application II.b.2 : On pose :  

f: {
ℝn[X] → ℝn−2[X]

P ↦ P(X + 1) + P(X − 1) − 2P(X)
 

Montrer que f n’est pas un isomorphisme.  

 

Propriété I.b.3 : Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie de même dimension et f ∈ ℒ(E, F). On a 

alors équivalence entre :  

𝑓 𝑏𝑖𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒 ⟺ 𝑓 𝑖𝑛𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒 ⟺ 𝑓 𝑠𝑢𝑟𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒 

 

Application I.b.4 : On pose :  

𝑓: {
ℝ𝑛[𝑋] → ℝ𝑛+1

𝑃 ↦ (𝑃(0), 𝑃(1), … , 𝑃(𝑛))
 

Montrer que f est un isomorphisme.  

 

c) Réciproque d’un isomorphisme 

 

Propriété II.c.1 : Soit f ∈ ℒ(E, F) avec E et F deux espaces vectoriels de dimension finie de même dimension. On a 

équivalence entre :  

(1)f est un isomorphisme 
(2)∃g ∈ ℒ(F, E) gof = IdE 

(3)∃h ∈ ℒ(F, E) foh = IdF 

g est appelé inverse à gauche et h inverse à droite. De plus g et h coïncident et on note :  

g = h = f−1 

 

Attention : Cette propriété n’est pas vraie en dimension infinie, ou si E et F n’ont pas même dimension.  

 

Contre-exemple II.c.2 : On pose :  

𝐷: {
ℝ[𝑋] → ℝ[𝑋]

𝑃 ↦ 𝑃′
 𝑒𝑡 𝑃:

{
 

 
ℝ[𝑋] → ℝ[𝑋]

𝑄 ↦ ∫𝑄(𝑡)𝑑𝑡

𝑋

0
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 d) Espaces isomorphes 
 

Propriété II.d.1 : Soit B = (e1, … , en) une base de E. On pose ϕi: E → 𝕂 définie par :  

φi: {
E → 𝕂

x ↦ λi (la i − ième coordonnée de x dans la base B)
 

Alors pour tout i dans ⟦1; n⟧, φi est une forme linéaire.  

Propriété II.d.2 : Soit B = (e1, … , en) une base de E. On pose :  

φ: {
E → 𝕂n

x ↦ φ(x) = (φ1(x), φ2(x), … , φn(x))
 

Alors φ est un isomorphisme de E dans 𝕂n. 

 

Définition : On dit que deux espaces vectoriels E et F sont isomorphes s’il existe un isomorphisme f entre E et F. On 

note alors :  

E ≃ F 

 

Remarque : ≃ est une relation d’équivalence sur l’ensemble des espaces vectoriels (réflexive, transitive et 

symétrique).  

 

Exemple II.d.3 : Montrer que les espaces vectoriels ℝ1[X] et ℝ
2 sont isomorphes.  

 

Propriété II.d.4 : Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F un espace vectoriel. Alors :  

E ≃ F ⟺ dim(E) = dim(F) 

 

Application II.d.5 : Soit (a, b, c) ∈ ℝ3. On pose :  

Sa,b,c = {y ∈ 𝒞
2(ℝ), ay′′ + by′ + cy = 0} 

Alors Sa,b,c est de dimension 2.  

 

Application II.d.6 : Soit (a, b, c) ∈ ℝ3, 𝑎 ≠ 0. On pose :  

Ua,b,c = {(un) ∈ ℝ
ℕ, aun+2 + bun+1 + cun = 0} 

Alors Ua,b,c est de dimension 2.  

 


