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Chapitre 23: Applications linéaires
Partie D : Rang d’une application linéaire

Dans tout ce chapitre, KK désigne R ou C. E et F deux K-espace vectoriels.
I) Rang d’une application linéaire

a) La dimension finie

Propriété L.a.1 : Soient E et F deux K-espace vectoriels, dont au moins 1’un des deux est de dimension finie. Soit f €
L(E,F). On a alors Im(f) de dimension finie et :
dim(Im(f)) < min(dim(E), dim(F))

Définition : Soient E et F deux K-espace vectoriels, dont au moins [’un des deux est de dimension finie. Soit f €
L(E, F). On appelle rang de f, noté rg(f), la dimension de Im(f) :

rg (f) = dim(Im(f))

Exemple I.a.2 : On pose :
_ R3 - R3
f'{(x,y,z) s x+y;x—2zy+2)
Déterminer le rang de f.

Exemple I.a.3 : On pose :
f{ R3[X] - R3[X]
"PHPX+1)+PX—-1)-2PX)
Déterminer le rang de f.

b) Invariance du rang

Propriété 1.b.1 : Soient E,F,G et H quatre espaces vectoriels de dimension finie. Soit f € L(E, F). Soient g € L(G, E)
eth € L(F,G) deux isomorphismes. On a alors :

rg(f) =rg (fog) = rg(hof)

¢) Théoréme du rang

Propriété I.c.1 (Théoréme du rang) : Soit E de dimension finie, F quelconque et f € L(E, F). Alors tout
supplémentaire de ker(f) dans E est isomorphe a Im(f) :
E = ker()@S = S = Im(f)

Propriété I.c.2 (Théoréme du rang 2) : Soit E de dimension finie, F quelconque et f € L(E, F). On a alors :
dim(E) = dim(Ker(f)) +rg(f)

Application I.c.3 : On pose :
. R3 N RS
f'{(x,y,z) P x+y;x—2zy+2)
Déterminer rg(f).

d) Applications au noyau d’une forme linéaire

Propriété 1.d.1 : Soit f € L(E, K) une forme linéaire avec E de dimension finie. Alors on a :

i dlm(E) sif= OL(E K)
k = '
dlm( er(f)) { dim(E) — 1 sinon
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Application 1.d.2 : On pose :
1

F={Pe€ ]R{n[X],fP(t)dt =0

0
Déterminer la dimension de F.

Propriété 1.d.3 : Soit H un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de dimension finie.
(1) H est un hyperplan si et seulement si H est le noyau d’une forme linéaire non nulle.
(2) Si H = Ker(¢) = Ker(y), alors il existe A € K* tel que ¢ = A. P

II) Equations linéaires

a) Un classique

Définition : Soient E et F deux espaces vectoriel. Soitb € F et f € L(E, F).
On appelle équation linéaire d’inconnue toute équation de la forme f(x) = b.

Remarque : Si b = O on dit que I’équation est homogéne. On appelle équation homogene associée a b I’équation
f(X) = OF'

Exemple II.a.1 : On pose :
f-{ R? - R3
xyz2)»p (x+y;x—2zy+ 2)

X 0
Résoudre 1’équation homogeéne f <y) = (0)
z 0

Propriété I1.a.2 : Soit f(x) = b une équation homogéne. On a alors :

(1) L'ensemble S, des solutions de 1'équation homogéne f(x) = 0g est ker(f)

(2)L'ensembleS des solutions de 1'équation f(x) = b est non vide si et seulement si b € Im(f) et on a alors :
S = xq + ker(f)

Avec X, une solution particuli¢re de f(x) = b.

Exemple I1.a.3 : On pose :

X 1
Résoudre 1’équation f <y> = <0>
z 1

b) Formes linéaires et équations linéaires

f-{ R3 > R3
"(xy,z)» x+y;x—zy+7)

Remarque : On pose un systéme homogéne a n équations et p inconnues :
al'l X1 + al'z XZ + -+ allep = 0
(E) az1X1t+az;Xp+ - F+apXx, =0

kan,l X1 tap Xz + -+ appXp =0
On pose :
Vi € [1, n]]q)i(xl, ...,xp) =aj; X1 t a3 Xp + -+ apX,
¢; est une forme linéaire non nulle sur RP. Ainsi I’ensemble des solutions du systéme correspond a I’intersection des
hyperplans Ker(d;) :
s= (] Ker@»

i€e[[1,n]




