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DM n°6 

 

Exercice 1 : Suites imbriquées et application linéaire 

 Soient ((𝑢𝑛), (𝑣𝑛), (𝑤𝑛)) ∈ (ℝℕ)
2
 définie par :  

∀𝑛 ∈ ℕ, {

𝑢𝑛+1 = 3𝑢𝑛 − 𝑤𝑛

𝑣𝑛 = 2𝑢𝑛 + 4𝑣𝑛 + 2𝑤𝑛

𝑤𝑛 = −𝑢𝑛 + 3𝑤𝑛

 

1) Ecrire un programme Python 𝑠𝑖𝑚𝑢𝑙(𝑛, 𝑎, 𝑏, 𝑐) qui renvoie sous forme de trois listes les valeurs prises par les trois 

suites de 0 à 𝑛, avec 𝑢0 = 𝑎, 𝑣0 = 𝑏 𝑒𝑡 𝑤0 = 𝑐. 

𝑢 = [𝑎, 𝑢1, … , 𝑢𝑛], 𝑣 = [𝑏, 𝑣1, … , 𝑣𝑛], 𝑤 = [𝑐, 𝑤1, … , 𝑤𝑛] 

2) Déterminer 𝑓 ∈ ℒ(ℝ3) telle que :  

∀𝑛 ∈ ℕ, (𝑢𝑛+1, 𝑣𝑛+1, 𝑤𝑛+1) = 𝑓((𝑢𝑛, 𝑣𝑛, 𝑤𝑛)) 

3) En déduire que :  

∀𝑛 ∈ ℕ, (𝑢𝑛, 𝑣𝑛, 𝑤𝑛) = 𝑓𝑛((𝑢0, 𝑣0, 𝑤0)) 

Il nous reste à déterminer 𝑓𝑛.  

Dans toute la suite on pose :  

∀𝜆 ∈ ℝ, 𝐸𝜆 = ker(𝑓 − 𝜆𝐼𝑑ℝ3) 

De même on définie 𝑆𝑝(𝑓), noté le spectre de 𝑓, par :  

𝑆𝑝(𝑓) = {𝜆 ∈ ℝ 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 dim(𝐸𝜆) ≥ 1} 

4)  a) Déterminer 𝑆𝑝(𝑓) puis déterminer une base pour chaque 𝐸𝜆 , 𝜆 ∈ 𝑆𝑝(𝑓). 

 b) Montrer que :  

ℝ3 = ⨁ 𝐸𝜆

𝜆∈𝑆𝑝(𝑓)

 

 c) Décomposer le vecteur 𝑒 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) dans une base adaptée à ⨁ 𝐸𝜆
𝜆∈𝑆𝑝(𝑓)

. 

 d) En déduire une expression de 𝑢𝑛, 𝑣𝑛 et 𝑤𝑛 en fonction de 𝑢0, 𝑣0 𝑒𝑡 𝑤0. 

 

Problème 1: Formule de Stirling 

 

 Le but de ce problème est de démontrer la formule de Stirling :  

𝑛! ~√2𝜋𝑛 × (
𝑛

𝑒
)

𝑛

  

Partie A :  Convergence de deux suites 

On considère les deux suites suivantes :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑢𝑛 =
𝑛!

√𝑛
(

𝑒

𝑛
)

𝑛

 𝑒𝑡 𝑣𝑛 = ln(𝑢𝑛) 

1) Déterminer un équivalent de 𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛. 

2) En déduire que (𝑣𝑛) converge (On pourra montrer que la série ∑(𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛) converge).  

3) Montrer qu’il existe 𝑘 > 0 tel que :  

𝑛! ~𝑘√𝑛 (
𝑛

𝑒
)

𝑛

 

 

Partie II : Calcul de la constante 𝒌 

 Dans cette partie on souhaite prouver que 𝑘 = √2𝜋.  

On pose la suite (Wn) définie par :  

∀ n ∈ ℕ, Wn = ∫ cosn(t)

π
2

0

dt 

1)  a) A l’aide d’une intégration par parties, montrer que :  

∀ n ∈ ℕ, Wn+2 =
n + 1

n + 2
Wn 

 b) En déduire que :  
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∀ n ∈ ℕ, W2n =
(2n)!

22n(n!)2
×

π

2
 𝑒𝑡 W2n+1 =

(2nn!)2

(2n + 1)!
=

22n(n!)2

(2n + 1)!
 

2) Démontrer que la suite 𝑛𝑊𝑛𝑊𝑛+1 est constante. 

3) En déduire que :  

1

𝑛
(

22n(n!)2

(2n)!
)

2

~𝜋 

4) Conclure que 𝑘 = √2𝜋. 

 

Problème facultatif 

 

 Après avoir démontré l’irrationalité de √2 dans le cours, de 𝑒 et de ln(2) dans les précédents devoirs, je vous 

propose ici de démontrer l’irrationnalité de 𝜋. Pour ce faire nous allons utiliser un vieux résultat :  

lim
𝑛

∑
1

𝑘2

𝑛

𝑘=1

=
𝜋2

6
 

Partie B : Irrationalité de 𝝅 

 Dans un premier temps nous allons montrer que 𝜋2 est irrationnel. 

On pose :  

∀𝑛 ∈ ℕ, ∀𝑋 ∈ ℝ, 𝑃𝑛(𝑋) =
𝑋𝑛(1 − 𝑋)𝑛

𝑛!
 

1)  a) Déterminer les valeurs de (𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1, … , 𝑎2𝑛) ∈ ℤ2 tel que :  

𝑃𝑛(𝑋) =
1

𝑛!
∑ 𝑎𝑛+𝑘

𝑛

𝑘=0

𝑋𝑛+𝑘 

 b) Démontrer que :  

∀𝑖 ∈ ℕ, 𝑃𝑛
(𝑖)(0) = {

0 𝑠𝑖 𝑖 ≤ 𝑛 − 1
0 𝑠𝑖 𝑖 > 2𝑛

𝑎𝑖 × (𝑖) × … × (𝑛 + 1) 𝑠𝑖 𝑖 ∈ ⟦𝑛; 2𝑛⟧
 

 c) En déduire que :  

∀𝑖 ∈ ℕ, 𝑃𝑛
(𝑖)

(0) ∈ ℤ 

 d) En déduire que :  

∀𝑖 ∈ ℕ, 𝑃𝑛
(𝑖)(1) ∈ ℤ 

(Indice : On pourra remarquer que 𝑷𝒏(𝑿) = 𝑷𝒏(𝟏 − 𝑿))  
 

 Dans les questions suivantes on veut montrer que 𝜋2 est un irrationnel et l’on va raisonner par l’absurde. On 

suppose que :  

∃(𝑎, 𝑏) ∈ ℕ2, 𝑏 ≠ 0, 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝜋2 =
𝑎

𝑏
 

2) On pose :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝐹𝑛(𝑋) = 𝑏𝑛 (∑(−1)𝑘𝜋2𝑛−2𝑘𝑃𝑛
(2𝑘)(𝑋)

𝑛

𝑘=0

) 

a) Montrer que 𝐹𝑛(0) et 𝐹𝑛(1) sont des entiers. 

b) On pose :  

∀𝑛 ∈ ℕ, ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑔𝑛(𝑥) = 𝐹𝑛
′(𝑥) sin(𝜋𝑥) − 𝜋𝐹𝑛(𝑥) cos(𝜋𝑥)  

De même on pose :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝐴𝑛 = 𝜋 ∫ 𝑎𝑛𝑃𝑛(𝑥) sin(𝜋𝑥) 𝑑𝑥

1

0

 

Montrer que :  

∀𝑛 ∈ ℕ, , ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑔𝑛
′ (𝑥) = 𝜋2𝑎𝑛𝑃𝑛(𝑥) sin(𝜋𝑥) 

Puis montrer que :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝐴𝑛 ∈ ℤ 

3) On pose la suite :  
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𝑢𝑛 =
𝑎𝑛

𝑛!
 (𝑜ù 𝑎 = 𝜋 × 𝑏 𝑑é𝑓𝑖𝑛𝑖𝑒 𝑝𝑟é𝑐é𝑑𝑒𝑚𝑚𝑒𝑛𝑡) 

 a) Montrer que :  

∃𝑛0 ∈ ℕ, 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∀𝑛 ≥ 𝑛0,
𝑎𝑛

𝑛!
≤

1

2
 

 b) Montrer que !  

∀𝑥 ∈ [0; 1], 0 ≤ 𝑃𝑛(𝑥) ≤
1

𝑛!
 

 c) Démontrer que :  

∀𝑛 ≥ 𝑛0, 𝐴𝑛 ∈]0; 1[ 

 d) En déduire que 𝜋2 est irrationnel, de même que 𝜋. 

 

 


