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|Exercice 1 : Nature d’une série entiére|

On pose :
n
vn>1,u, = Z In? (k)
k=1

On cherche a déterminer la nature de la série de terme général ]:1—‘21
1) A I’aide d’une Intégration Par Partie, démontrez que :

f In?(t) dt ~nln?(n)
1

2) a) Démontrer que t — In?(t) est continue, positive et croissante sur [1; +oo].
b) En déduire a I’aide d’une comparaison série-intégrale que :
n

u, = ) In?(k) ~nIn?(n)

3) En déduire la nature de la série (Z %)

1)Ona:

n n

Vn > 1, f In?(t) dt = [t X In?(D)]} — 2 f In(t) dt = nln?(n) — 2 ([tln(t)]‘l1 — f dt)
1

' = nln?(n) — 2nln(n) +12(n -1)
On en déduit donc que :
J{ n?(1) dt 2 2 2
nln?(n) - In(n) * In2(n) nln2(n)

Or on sait que :
-2 2 2

I - -
n->460 In(n) * In2(n) nln?(n) 0

On en déduit donc que :
; J] n?(1) dt
im—=————=
n nln? (n)

On en déduit donc que :
n

f In?(t) dt ~nln?(n)
1
2) a) On pose f: t - In?(t). On sait que f est positive sur [1; +0o[ car ¢’est un carré.
De plus f est continue par produit de fonctions continues. Elle est méme de classe C* sur [1.+oo[ et :
21In(t)
vt>1,f'(t) = >0

On en déduit donc que f est continue, positive et strictement croissante sur [1; 4+oo].
b) On sait que f est croissante et positive donc :
vx > 1,Vk € [x,x + 1] N N,In?(x) < In?(k) < In?(x+ 1)
k+1 k+1 k+1
- f In?(x) dx < f In? () dx < f In?(x + 1) dx
k k k

K+1 K+1
= f In?(x) dx < In?(k) < f In?(x + 1) dx

k
n k+1 n k+1

k
=>kzli(f lnz(X)dXS;mZ(k)Sz:f In?(x + 1) dx

k=1 k

n
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n+1 n n+1

= [ In?(x)dx< ) In?(k) < | In?(x+1)dx
[ s wws |

De plus on sait que :
n+1

f In?(x) dx ~(n + 1In?(n + 1)
1

Orona:
1\ 2
(n+DIn2(n+1) n+1 [In(n+1D) n+1x +1n(1+ﬁ) )
sy = —— _)
nln2(n) n In(n) n In(n)
On en déduit donc que :
n+1
f In?(x) dt ~nln?(n)
1
Deplusona:
n+1 n+2 n+2 2 n+2
f In?(x+ 1) dt = f In?(x) dx = f In?(x) dx — f In?(x) dx = f In?(x) dx — 2In%(2) — 4In(2) + 2
1 2 1 1 1
On a alors :
20 dx - 22(2) —4ln2) +2  [[T (0 dx  2In2(2) + 4In(2) — 2
(n + 2)In%(n + 2) T (+2)In2(Mm+2)  (n+2)InZ(n+2)

On en déduit donc que :
n+2

f In?(x) dx ~(n + 2)In?(n + 2)~nIn?(n)

2
D’apres le théoréme des gendarmes, on en déduit donc que :

n
Z In?(k) ~nln?(n)
k=1
3) On sait que :
u, In%(n)
n? n
Or on sait que :
In?(n) 1
Vn > 2, > —

n
Comme (Z % ) diverge d’apres le critére de Riemann, on en déduit donc que (Z % ) diverge.

|Exercice 2 : Espaces vectoriels de polynﬁmes|

Soient n un entier naturel supérieur ou égale a 2 et E = R,[X]. On pose :
P(X) =1
P (X) =X
1
vk € [2;n], P(X) = EX(x —k)k-1

On note aussi 1’application suivante :

£ E—-E
'{P »PX)-P'X+1)
1) Montrer que (Py, ...; P,) est une base de E.
2) Vérifier que :
vk € [1;n], X+ 1) = P (X)
3) a) Montrer que f est un endomorphisme de E.
b) On pose :

vk € [0;n], Qx = f(Py)
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Exprimer chaque Qj en fonction de Py.
¢) Montrer que (Qy, ..., Q) est une base de E.
d) Montrer que f est un automorphisme de E.
¢) Exprimer chaque polynéme Py (0 < k < n) en fonction des Q; (0 < j < n)
f) Déterminer £ ~1(Q,) en fonction de (Q,, ..., Q,,), ou £ 1 la fonction réciproque de f.

1)Ona:
1 k-1 k
vk € [0; n], deg(Py) = deg (EX(X —Kk) ) = deg(X ) =k
On en déduit donc que la famille B = (P,, ..., P,) forme une famille libre car ¢’est une famille de polynomes
¢chelonnés.
Deplusona: #B =n+ 1 = dim(R,[X]). On en déduit donc que B = (P,, ..., P,) est une base de R,[X].
2) On sait que :
1
vk € [2;n], Pr(X) = EX(x — k)k-1
On en déduit donc que :

/ 1 k-1 k-1 k-2
VkZZ,Pk(X)zg(X—k) +TX(X_k)

1 k-2
:E(X_k) X—-k+k-1X)
1
=g &- 102 (kX — k)
On en déduit donc que :

1
vk > 2,Pi(X+1) = E(X +1 - kK 2(kX)

1 .
= = 1)!X(X—(k—1))k ’

=Pr_1(X)
De la méme fagon on a :
PPX+1)=1=PX)
On en déduit donc que :
vk € [1;n], X+ 1) = P_1(X)
3) a)Ona:

V(P,Q) € (RLIXDELVAER,fAP+Q = AP+ QX)) — AP+ Q)X+ 1)
=APX)+QX)-AP'X+1)-QX+1)
=APX)-P'X+1)+QX)-QX+1)

= M(P) + f(Q)
Donc f € L(R,[X]).
b) On sait que :
Qo =f(R) =f(1)=1
Deplusona:
vk € [1,n], Qi = f(Py) = P (X) — B(X + 1) = Pr(X) — Pr1(X)
¢) On sait que :
vk € [0,n],deg(Qx) = deg(Py) =k
Ainsi (Qy, ..., Q) est une famille de polyndmes échelonnés, donc ¢’est une famille libre.
De plus on a #(Qy, ..., Q) = n+ 1 = dim(R,[X]). On en déduit donc que (Qy, ..., Q,) est une base de R, [X].
d) A présent, on peut dire que f transforme une base de R,,[X] en une base de R, [X]. Donc ¢’est un
automorphisme.
Sinon on peut le redémontrer !
On sait que f est un automorphisme, si et seulement si f est injective (et surjective, mais ¢’est inutile !).
Montrons que f est injective, donc que ker(f) = {ORn x1}-
On résout :
f(P) = O, [x]
On sait que :
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n
PeR,[X < I, .., A,) € R P(X) = Z APR(X)
k=0

Comme f est linéaire on a :

() = f(Z kak(X)> = D Ad(P00) = ) MQuX) = Og, g
k=0 k=0 k=0

Comme (Qq, ..., Q) est une base de R, [X], ¢’est donc une famille libre :
vk € [[0, n]],)\k =0
On en déduit donc que :
ker(f) = {01}
Donc f est injective.

Remarque : De méme ici on aurait pu finir car on sait qu’un endomorphisme injectif est bijectif.
Néanmoins on peut démontrer que f est surjective en utilisant le fait que :

(P) = ) 1Qe(0) = Im(f) = vect((Q, -, 0n))
k=0

Comme (Qq, ..., Q,) est une base de R, [X], c’est donc une famille génératrice de R, [X].
On en déduit donc que :
Im(f) = Ry [X]
Donc f est surjective.
C’est donc un automorphisme de R, [X].

e) On sait que :
( f(Po)=0Q =P
| f(P)=0Q, =P — P
4' f(P)=Q,=P,— P,
\

f(Pn):Qn:Pn_Pn—l
On en déduit donc que :
Py = Qo
Py =01+ Q
P,=Q,+Q+Q

Ph=Qn+Qpn-1++Qp
On a donc :

k
vk € [0, n], P, = Z Q
i=0

/) On sait que :

K
vk € [0,n], Py = Z Qi
=0

On en déduit donc que :
E—->E

o Q= i Qi
i=0

|Exercice 3 : Une célébre intégrale|

Le but de cet exercice est de déterminer la valeur de I’intégrale dites de Gauss :
+00

I=f e~tdt

0

Dans toute la suite du probléme, on pose :
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R* - R

X

F: foe‘tzdt

0
Ainsi rechercher la valeur de I revient a déterminer la limite de F en +oo.

De méme on pose la fameuse suite de Wallis :
s

2
vneN, W, = f cos™(t) dt
0

W 0
"N 2n

On rappelle que :

Partie A : Existence de I
1) Montrer que la fonction F est croissante sur R*.

2) Démontrer que :
X

vx € R F(x) < F(1) + f e-tdt

1
3) Démontrer que :
X

Vx > 1,fe‘tdtSe

1
4) En déduire que F admet une limite en +oco.

Partie B : Détermination de I
1) Démontrer que :
vu>-1,In(1+u) <u
2) a) Montrer que :
Vn

Vn 2\ 2

f(l——) dtsfe_t dt
n

0 0

b) En effectuant un changement de variable, en déduire que :

T

2 Vn
\/ﬁf cos?™1(t)dt < f et de
0

0
3) a) Montrer que :

t2\™"
VtER e’ < <1 +?)

b) En posant le changement de variable t = v/n tan(u), montrer que :

Vn o\ -1 B

t
f <1 + ;) dt = \/ﬁf cos?P(u) du
0 0

Avec B € [O; %] et p € N sont a déterminer.
¢) En déduire des questions précédentes que :
Vn
f e~ dt < VnWy,_,

0
4) Déterminer la valeur de :
+00

= f e t’dt

0

Partie A : Existence de I
I)Ona:
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Vx ERY,F'(x) =e* >0
Ainsi F est strictement croissante sur R™.

2) On sait d’apres la relation de Chasles que :
X 1 X

vx € RY, F(x) :fe_tzdt :fe_tzdt+fe_t2dt
0 0 1
De plus on sait que :
Viz 1Lt 2t =Vi= e <et
Par croissance de I’intégrale on a :

X X
vx > 1,fe_t2dt < fe_tdt
1 1
On a donc :
X
vx e RY,F(x) < F(1) + f e tdt
1
3)Ona:
X
fe‘tdt =[-et)f=etl—e*<e?
1
4)Ona:

Vx=>1,F(x) <F(1)+e
Donc F est croissante et majorée, donc F' admet une limite finie en +co.

Partie B : Détermination de I
1) On peut utiliser la concavité de la fonction (n ou bien étudier la fonction e:u = In(1 +u) —u
2) a)Ona:

2\ T £2
vt € [0;vn], (1 — %) - e"l"(l‘i)
Orona:

tz
vt € [0;\/71[,—; €] —1;0]
De plus on sait d’apres la question précédente que :

vu>—-1,In(1+u) <u
On en déduit donc que :

t? t? t?
vt € [0;\/1_1[,ln<1 ——) <-—= nln<1 ——) < —t?
n n n
Comme la fonction exponentielle est croissante sur R,

t2
vt € [O;ﬁ[,enln(l_f) <et’
Par croissance de I’intégrale on a :
Vn

Vn 2" 2

f(l——) dtsfe‘f dt
n

0

0
b) On effectue le changement de variable suivant :

t = Vnsin(u
On a alors :
_ On change les bornes :
t=0=>u=0
s
t=\/ﬁ=>u=§

_ Calcul du dt
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dt
= Vn cos(u) = dt = Vn cos(u) du

_ On change I’intégrale :

P 7 2
f <1 - ;) dt = f(l — sin?(u))™Vn cos(u) du = \/ﬁf cos?™1(u) du
0 0

0

3) a)Ona:
2 -n tZ
<1 + t_) _ e—nln(1+7)
n
Or on sait que :
2\ t? t2 . t2\ "
vVt € [O;ﬁ[,ln<1 +—) <—= —nln(l +—> >-tP= et < (1 +—>
n n n n
b) On effectue le changement de variable suivant :
t = Vntan(u

On a alors :

_ On change les bornes :

_ Calcul du dt
dt

t=0=u=0
T

t=\/T_l:>u=Z

Vn Vn

du cos2(u) - cos2(u)

_On change I’intégrale :

s

Vn %
t2\" (1 + tan?(w))"™Wn

f 1+—| dt= f 5 du
n cos?(u)

0 0

De plus on sait que :
1+tan® = —
cos

On en déduit donc que :

A z

j (1 +;> dt \/ﬁfcoszn‘z(u) du
0 0
AinsionaB=%etp=n—1

c)Ona:

cos?™2(u) du

—
Q
N
Q.‘I\)
~
IA
5
O —— il

De plus on sait que
Yu € [O;E],cos(u) >0
> >

On a donc :

cos?™?(u) du

O\Nl;‘

T

z

f cos?™2(u) du <
0

On en déduit donc que :

e_tz dt < \/ﬁWZn_Z

o\§

4) On sait que :
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w T
" N2n
On en déduit donc que :
W T
2\ 4n
T
limvVnW,, = £
n 2
On en déduit donc d’apres le théoréme des gendarmes que :
+00

sz e‘tzdtzg

0



