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Correction DM n°7 

 

Exercice 1 : Suites imbriquées et application linéaire 

 Soient ((𝑢𝑛), (𝑣𝑛), (𝑤𝑛)) ∈ (ℝ
ℕ)
2
 définie par :  

∀𝑛 ∈ ℕ, {

𝑢𝑛+1 = 3𝑢𝑛 −𝑤𝑛
𝑣𝑛+1 = 2𝑢𝑛 + 4𝑣𝑛 + 2𝑤𝑛
𝑤𝑛+1 = −𝑢𝑛 + 3𝑤𝑛

 

1) Ecrire un programme Python 𝑠𝑖𝑚𝑢𝑙(𝑛, 𝑎, 𝑏, 𝑐) qui renvoie sous forme de trois listes les valeurs prises par les 

trois suites de 0 à 𝑛, avec 𝑢0 = 𝑎, 𝑣0 = 𝑏 𝑒𝑡 𝑤0 = 𝑐. 
𝑢 = [𝑎, 𝑢1, … , 𝑢𝑛], 𝑣 = [𝑏, 𝑣1, … , 𝑣𝑛], 𝑤 = [𝑐, 𝑤1, … , 𝑤𝑛] 

2) Déterminer 𝑓 ∈ ℒ(ℝ3) telle que :  

∀𝑛 ∈ ℕ, (𝑢𝑛+1, 𝑣𝑛+1, 𝑤𝑛+1) = 𝑓((𝑢𝑛, 𝑣𝑛, 𝑤𝑛)) 
3) En déduire que :  

∀𝑛 ∈ ℕ, (𝑢𝑛, 𝑣𝑛, 𝑤𝑛) = 𝑓
𝑛((𝑢0, 𝑣0, 𝑤0)) 

Il nous reste à déterminer 𝑓𝑛.  

Dans toute la suite on pose :  

∀𝜆 ∈ ℝ,𝐸𝜆 = ker(𝑓 − 𝜆𝐼𝑑ℝ3) 
De même on définie 𝑆𝑝(𝑓), noté le spectre de 𝑓, par :  

𝑆𝑝(𝑓) = {𝜆 ∈ ℝ 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 dim(𝐸𝜆) ≥ 1} 
4)  a) Déterminer 𝑆𝑝(𝑓) puis déterminer une base pour chaque 𝐸𝜆 , 𝜆 ∈ 𝑆𝑝(𝑓). 
 b) Montrer que :  

ℝ3 =⨁𝐸𝜆
𝜆∈𝑆𝑝(𝑓)

 

 c) Décomposer le vecteur 𝑒 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) dans une base adaptée à ⨁𝐸𝜆
𝜆∈𝑆𝑝(𝑓)

. 

 d) En déduire une expression de 𝑢𝑛, 𝑣𝑛 et 𝑤𝑛 en fonction de 𝑢0, 𝑣0 𝑒𝑡 𝑤0. 

 

1) On a :  

 
2) On pose :  

𝒇: {
ℝ𝟑 → ℝ𝟑

(𝒙, 𝒚, 𝒛) ↦ (𝟑𝒙 − 𝒛, 𝟐𝒙 + 𝟒𝒚 + 𝟐𝒛,−𝒙 + 𝟑𝒛) 
 

Montrer que 𝑓 ∈ ℒ(ℝ3). On a :  

∀𝜆 ∈ ℝ,∀(𝑒1, 𝑒2) ∈ (ℝ
3)6, 𝑓(𝜆𝑒1 + 𝑒2) = 𝑓(𝜆(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) + (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2)) 

= 𝑓((𝜆𝑥1 + 𝑥2, 𝜆𝑦1 + 𝑦2, 𝜆𝑧1 + 𝑧2)) 

= (3(𝜆𝑥1 + 𝑥2) − (𝜆𝑧1 + 𝑧2), 2(𝜆𝑥1 + 𝑥2) + 4(𝜆𝑦1 + 𝑦2) + 2(𝜆𝑧1 + 𝑧2), −(𝜆𝑥1 + 𝑥2) + 3(𝜆𝑧1 + 𝑧2)) 

= 𝜆𝑓(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) + 𝑓((𝑥2, 𝑦2, 𝑧2)) 

Donc 𝑓 ∈ ℒ(ℝ3). 
3) C’est une récurrence immédiate !  
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On pose :  

∀𝑛 ∈ ℕ,𝒫(𝑛) =   (𝑢𝑛, 𝑣𝑛, 𝑤𝑛) = 𝑓
𝑛((𝑢0, 𝑣0, 𝑤0)) 

Initialisation : 𝑛 = 0 

On a :  

𝑓0((𝑢0, 𝑣0, 𝑤0)) = 𝐼𝑑ℝ3((𝑢0, 𝑣0, 𝑤0)) =  (𝑢0, 𝑣0, 𝑤0) 

Ainsi 𝒫(0) est vraie.  

Hérédité : Soit 𝑛 un entier naturel fixé. On suppose vrai 𝒫(𝑛). On a :  

(𝑢𝑛, 𝑣𝑛, 𝑤𝑛) = 𝑓
𝑛((𝑢0, 𝑣0, 𝑤0)) 

On sait que :  

(𝑢𝑛+1, 𝑣𝑛+1, 𝑤𝑛+1) = (3𝑢𝑛 −𝑤𝑛, 2𝑢𝑛 + 4𝑣𝑛 + 2𝑤𝑛, −𝑢𝑛 + 3𝑤𝑛) = 𝑓((𝑢𝑛, 𝑣𝑛, 𝑤𝑛)) 

= 𝑓 (𝑓𝑛((𝑢0, 𝑣0, 𝑤0))) = 𝑓
𝑛+1((𝑢0, 𝑣0, 𝑤0)) 

Donc la proposition est héréditaire.  

Conclusion : On conclut d’après le principe de récurrence.  

4) Cherchons les valeurs de 𝜆 pour lesquels ker(𝑓 − 𝜆𝐼𝑑ℝ3) est non réduit à 0.  

On pose 𝜆 ∈ ℝ puis on résout :  

𝑓((𝑥, 𝑦, 𝑧)) = (𝜆𝑥, 𝜆𝑦, 𝜆𝑧) 

⟺ {

(3 − 𝜆)𝑥 − 𝑧 = 0
2𝑥 + (4 − 𝜆)𝑦 + 2𝑧 = 0

−𝑥 + (3 − 𝜆)𝑧 = 0

 

Ce système, dépendant de 𝜆 admet toujours des solutions car (0,0,0) est solution (c’est un système homogène). Pour 

qu’il admette plus d’une solution, il faut que la matrice des coefficients soit de rang inférieur ou égal à 2. Cherchons 

donc le rang de 𝐴𝜆 ∶  

𝐴𝜆 = (
3 − 𝜆 0 −1
2 4 − 𝜆 2
−1 0 3 − 𝜆

)~(
1 0 𝜆 − 3
2 4 − 𝜆 2

3 − 𝜆 0 −1
)~(

1 0 3 − 𝜆
0 4 − 𝜆 −4 + 2𝜆
0 0 −1 + (𝜆 − 3)2

) 

On a donc :  

𝐴𝜆~(
1 0 3 − 𝜆
0 4 − 𝜆 −4 + 2𝜆
0 0 (𝜆 − 4)(𝜆 − 2)

) 

On a donc 𝑟𝑔(𝐴𝜆) = 3 ⟺ 𝜆 ∉ {4; 2} 

De plus on a :  

𝑟𝑔(𝐴2) = 1, 𝑟𝑔(𝐴4) = 2 

On en déduit donc que :  

𝑺𝒑(𝒇) = {𝟐; 𝟒} 
On cherche à présent 𝐸2 et 𝐸4.  

On a :  

(
𝑥
𝑦
𝑧
) ∈ 𝐸2 ⟺ 𝑓((

𝑥
𝑦
𝑧
)) = 2(

𝑥
𝑦
𝑧
) ⟺ {

𝑥 − 𝑧 = 0
2𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧 = 0
−𝑥 + 𝑧 = 0

⟺ {
𝑥 = 𝑧
𝑦 = −2𝑧 

On a donc :  

𝐸2 = {(
𝑥
𝑦
𝑧
) ∈ ℝ3 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑥 = 𝑧 = −

1

2
𝑦} = 𝑣𝑒𝑐𝑡 ((

1
−2
1
)) 

De même on a :  

(
𝑥
𝑦
𝑧
) ∈ 𝐸4 ⟺ 𝑓((

𝑥
𝑦
𝑧
)) = 4(

𝑥
𝑦
𝑧
) ⟺ {

−𝑥 − 𝑧 = 0
2𝑥 + 2𝑧 = 0
−𝑥 − 𝑧 = 0

⟺ 𝑥 = −𝑧 

On en déduit donc que :  

𝑬𝟐 = {(
𝒙
𝒚
𝒛
) ∈ ℝ𝟑 𝒕𝒆𝒍 𝒒𝒖𝒆 𝒙 = −𝒛} = 𝒗𝒆𝒄𝒕((

𝟏
𝟎
−𝟏
) , (

𝟎
𝟏
𝟎
)) 

 b) Il suffit de montrer que :  
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ℝ3 = 𝐸2⨁𝐸4 = 𝑣𝑒𝑐𝑡 ((
1
−2
1
))⨁𝑣𝑒𝑐𝑡 ((

1
0
−1
) , (

0
1
0
)) 

Pour faire cela il suffit de montrer que :  

ℬ = ((
1
−2
1
) , (

1
0
−1
) , (

0
1
0
)) 

Montrons que ℬ est libre. On résout :  

𝜆1 (
1
−2
1
) + 𝜆2 (

1
0
−1
) + 𝜆3 (

0
1
0
) = (

0
0
0
) 

⟹ {

𝜆1 + 𝜆2 = 0
−2𝜆1 + 𝜆3 = 0
𝜆1 − 𝜆2 = 0

⟹ 𝜆1 = 𝜆2 = 𝜆3 = 0 

Ainsi ℬ`est libre et 𝐶𝑎𝑟𝑑(ℬ) = 3 = dim(ℝ3). On en déduit que ℬ est une base de ℝ3 et donc que :  

ℝ𝟑 = 𝒗𝒆𝒄𝒕((
𝟏
−𝟐
𝟏
))⨁𝒗𝒆𝒄𝒕((

𝟏
𝟎
−𝟏
) , (

𝟎
𝟏
𝟎
)) = 𝑬𝟐⨁𝑬𝟒 

 c) On cherche :  

(
𝑥
𝑦
𝑧
) = 𝑒𝐸2 + 𝑒𝐸4 

On sait que la décomposition existe et est unique. On résout :  

(
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

𝑎
−2𝑎
𝑎
) + (

𝑏
𝑐
−𝑏
) 

⟺ {
𝑎 + 𝑏 = 𝑥
−2𝑎 + 𝑐 = 𝑦
𝑎 − 𝑏 = 𝑧

⟺

{
 
 

 
 𝑎 =

1

2
(𝑥 + 𝑧)

𝑏 =
1

2
(𝑥 − 𝑧)

𝑐 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧

 

On a alors :  

(
𝒙
𝒚
𝒛
) =

(

 
 

𝟏

𝟐
(𝒙 + 𝒛)

−(𝒙 + 𝒛)
𝟏

𝟐
(𝒙 + 𝒛)

)

 
 
+

(

 
 

𝟏

𝟐
(𝒙 − 𝒛)

𝒙 + 𝒚 + 𝒛

−
𝟏

𝟐
(𝒙 − 𝒛)

)

 
 

 

 d) On sait que :  

∀𝑛 ∈ ℕ, (

𝑢𝑛
𝑣𝑛
𝑤𝑛
) = 𝑓𝑛 ((

𝑢0
𝑣0
𝑤0
)) = 𝑓𝑛

(

 
 
 

(

 
 

1

2
(𝑢0 +𝑤0)

−(𝑢0 +𝑤0)
1

2
(𝑢0 +𝑤0))

 
 
+

(

 
 

1

2
(𝑢0 −𝑤0)

𝑢0 + 𝑣0 +𝑤0

−
1

2
(𝑢0 −𝑤0))

 
 

)

 
 
 

 

= 𝑓𝑛

(

 
 
 

(

 
 

1

2
(𝑢0 +𝑤0)

−(𝑢0 +𝑤0)
1

2
(𝑢0 +𝑤0))

 
 

)

 
 
 
+ 𝑓𝑛

(

  
 

(

 
 

1

2
(𝑢0 −𝑤0)

𝑢0 + 𝑣0 +𝑤0

−
1

2
(𝑢0 −𝑤0))

 
 

)

  
 

 

Or on sait que :  

∀𝑒 ∈ 𝐸2, 𝑓(𝑒) = 2𝑒 ⟹ ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑓𝑛(𝑒) = 2𝑛𝑒 𝑝𝑎𝑟 𝑟é𝑐𝑢𝑟𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒 𝑖𝑚𝑚é𝑑𝑖𝑎𝑡𝑒 

De même on a :  

∀𝑒 ∈ 𝐸4, 𝑓(𝑒) = 4𝑒 ⟹ ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑓𝑛(𝑒) = 4𝑛𝑒  
On a donc :  
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∀𝑛 ∈ ℕ, (

𝑢𝑛
𝑣𝑛
𝑤𝑛
) = 2𝑛

(

 
 

1

2
(𝑢0 +𝑤0)

−(𝑢0 +𝑤0)
1

2
(𝑢0 +𝑤0))

 
 
+ 4𝑛

(

 
 

1

2
(𝑢0 −𝑤0)

𝑢0 + 𝑣0 +𝑤0

−
1

2
(𝑢0 −𝑤0))

 
 

 

On en déduit donc que :  

∀𝒏 ∈ ℕ, {

𝒖𝒏 = 𝟐
𝒏−𝟏(𝟏 + 𝟐𝒏)𝒖𝟎 + 𝟐

𝒏−𝟏(𝟏 − 𝟐𝒏)𝒘𝟎
𝒗𝒏 = 𝟐

𝒏(𝟐𝒏 − 𝟏)𝒖𝟎 + 𝟒
𝒏𝒗𝟎 + 𝟐

𝒏(𝟐𝒏 − 𝟏)𝒘𝟎
𝒘𝒏 = 𝟐

𝒏−𝟏(𝟏 − 𝟐𝒏)𝒖𝟎 + 𝟐
𝒏−𝟏(𝟏 + 𝟐𝒏)𝒘𝟎

 

 

Problème 1: Formule de Stirling 

 

 Le but de ce problème est de démontrer la formule de Stirling :  

𝑛! ~√2𝜋𝑛 × (
𝑛

𝑒
)
𝑛

  

Partie A :  Convergence de deux suites 

On considère les deux suites suivantes :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑢𝑛 =
𝑛!

√𝑛
(
𝑒

𝑛
)
𝑛

 𝑒𝑡 𝑣𝑛 = ln(𝑢𝑛) 

1) Déterminer un équivalent de 𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛. 

2) En déduire que (𝑣𝑛) converge. 

3) Montrer qu’il existe 𝑘 > 0 tel que :  

𝑛!~𝑘√𝑛 (
𝑛

𝑒
)
𝑛

 

 

Partie II : Calcul de la constante 𝑘 

 Dans cette partie on souhaite prouver que 𝑘 = √2𝜋.  

On pose la suite (Wn) définie par :  

∀ n ∈ ℕ,Wn = ∫ cos
n(t)

π
2

0

dt 

1)  a) A l’aide d’une intégration par parties, montrer que :  

∀ n ∈ ℕ,Wn+2 =
n + 1

n + 2
Wn 

 b) En déduire que :  

∀ n ∈ ℕ,W2n =
(2n)!

22n(n!)2
×
π

2
 𝑒𝑡 W2n+1 =

(2nn!)2

(2n + 1)!
=
22n(n!)2

(2n + 1)!
 

2) Démontrer que la suite 𝑛𝑊𝑛𝑊𝑛+1 est constante. 

3) En déduire que :  

1

𝑛
(
22n(n!)2

(2n)!
)

2

~𝜋 

4) Conclure que 𝑘 = √2𝜋. 

 

Partie A :  

1) On a :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 = ln(𝑢𝑛+1) − ln(𝑢𝑛) = ln (
𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

) 

Or on a :  

𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

=
(𝑛 + 1)!

√𝑛 + 1
(
𝑒

𝑛 + 1
)
𝑛+1

×
1

𝑛!

√𝑛
(
𝑒
𝑛)

𝑛 = 𝑒 ×
𝑛 + 1

(𝑛 + 1)𝑛+
3
2

× 𝑛𝑛+
1
2 = 𝑒 × (

𝑛

𝑛 + 1
)
𝑛+
1
2
 

On en déduit donc que :  

𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 = ln (
𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

) = 1 + (𝑛 +
1

2
) ln (1 −

1

𝑛 + 1
) 
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De plus on sait que :  

ln(1 − 𝑥) = −𝑥 −
𝑥2

2
−
𝑥3

3
+ 𝑜(𝑥3) 

On en déduit donc que :  

𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 = 1 + (𝑛 +
1

2
)(−

1

𝑛 + 1
−

1

2(𝑛 + 1)2
−

1

3(𝑛 + 1)3
+ 𝑜 (

1

𝑛3
)) 

= 1 −
𝑛

𝑛 + 1
−

1

2(𝑛 + 1)
−

𝑛

2(𝑛 + 1)2
−

1

4(𝑛 + 1)2
−

𝑛

3(𝑛 + 1)3
+ 𝑜 (

1

𝑛2
) 

= 1 − (1 −
1

𝑛 + 1
) −

1

2(𝑛 + 1)
−
1

2
(
1

𝑛 + 1
−

1

(𝑛 + 1)2
) −

1

4
(
1

𝑛 + 1
−

1

(𝑛 + 1)2
) −

1

3
(

1

(𝑛 + 1)2
) + 𝑜 (

1

𝑛2
) 

= −
1

12
×

1

(𝑛 + 1)2
+ 𝑜 (

1

𝑛2
) 

On en déduit donc que :  

𝒗𝒏+𝟏 − 𝒗𝒏~ −
𝟏

𝟏𝟐
×

𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟐
 

2) On sait que :  

𝑣𝑛 − 𝑣𝑛+1~
1

12
×

1

(𝑛 + 1)2
 

De plus on sait que :  

(∑
1

𝑛2
𝑛≥1

)  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 𝑐𝑎𝑟 2 > 1 𝑒𝑡 𝑜𝑛 𝑎𝑝𝑝𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑙𝑒 𝑐𝑟𝑖𝑡è𝑟𝑒 𝑑𝑒 𝑅𝑖𝑒𝑚𝑎𝑛𝑛.  

D’après le théorème de convergence des séries à termes positifs, on en déduit donc que (∑(𝑣𝑛 − 𝑣𝑛+1)) converge.  

On a donc :  

lim
𝑛
∑(𝑣𝑘+1 − 𝑣𝑘)

𝑛

𝑘=1

= 𝑆 ∈ ℝ− 

Or on sait que : 

∑(𝑣𝑘+1 − 𝑣𝑘)

𝑛

𝑘=1

= 𝑣𝑛+1 − 𝑣1 

On en déduit donc que : 

lim
𝑛
 𝑣𝑛+1 = 𝑆 + 𝑣1 

Ainsi la suite (𝑣𝑛) converge.  

3) On sait que (𝑣𝑛) converge vers ℓ ∈ ℝ. On a donc :  

lim
𝑛
ln(𝑢𝑛) = ℓ 

Comme 𝑙𝑛 est continue sur son ensemble de définition, on a :  

lim
𝑛
𝑢𝑛 = 𝑒

ℓ = 𝑘 > 0 

On en déduit donc que :  
𝑛!

√𝑛
(
𝑒

𝑛
)
𝑛

~𝑘 

Par produit on a :  

𝒏!~𝒌√𝒏(
𝒏

𝒆
)
𝒏

 

Partie B :  

1)  a) On a :  

∀ n ∈ ℕ,Wn+2 = ∫ cos
n+2(t)

π
2

0

dt = ∫ cosn+1(t)⏟      
u(t)

cos(t)⏟  
v′(t)

π
2

0

dt 

On pose :  

{
u(t) = cosn+1(t)

v′(t) = cos(t)
⟹ {

u′(t) = (n + 1)(− sin(t)) cosn(t)

v(t) = sin(t)
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⟹∀ n ∈ ℕ,Wn+2 = [cos
n+1(t) × sin(t)]0

π
2

⏟              
=0

−∫(n + 1)(− sin(t)) cosn(t) sin(t)

π
2

0

dt 

= (n + 1)∫ sin2(t) cosn(t) dt

π
2

0

= (n + 1)∫(1 − cos2(t)) cosn(t) dt

π
2

0

 

⟹ ∀ n ∈ ℕ,Wn+2 = (n + 1)Wn − (n + 1)Wn+2⟹ ∀ 𝐧 ∈ ℕ,𝐖𝐧+𝟐 =
𝐧 + 𝟏

𝐧 + 𝟐
𝐖𝐧 

b) On veut démontrer que :  

∀ n ∈ ℕ,W2n =
(2n)!

22n(n!)2
×
π

2
 

Méthode 1 : Par récurrence :  

On pose :  

∀n ∈ ℕ, Pn = "W2n=
(2n)!

22n(n!)2
×
π

2
" 

Initialisation :  

(0)!

20(0!)2
×
π

2
=
π

2
= W0 

Donc P0 est vraie.  

Hérédité : Sit n un entier naturel fixé. On suppose vraie Pn. 

On a :  

W2n=
(2n)!

22n(n!)2
×
π

2
 

Or on sait que :  

∀ n ∈ ℕ,Wn+2 =
n + 1

n + 2
Wn 

On a donc :  

W2(n+1) = W2n+2 =
2n + 1

2n + 2
W2n =

2n + 1

2n + 2
×

(2n)!

22n(n!)2
×
π

2
=

1

2(n + 1)
×
(2n+1)!

22n(n!)2
×
π

2
 

=
2(n + 1)

22(n + 1)(n + 1)
×
(2n+1)!

22n(n!)2
×
π

2
=

(2n+2)!

22n+2((n+1)!)2
×
π

2
 

Donc Pn+1 est vraie.  

Conclusion : P0 vraie et Pn héréditaire implique par le principe de récurrence que Pn est vraie pour tout entier naturel 

n :  

∀ 𝐧 ∈ ℕ,𝐖𝟐𝐧 =
(𝟐𝐧)!

𝟐𝟐𝐧(𝐧!)𝟐
×
𝛑

𝟐
 

 

Méthode 2 : Par itération de la formule de récurrence : 

On sait que :  

∀ n ∈ ℕ,Wn+2 =
n + 1

n + 2
Wn 

Ainsi on a :  

∀ n ∈ ℕ,W2n =
2n − 1

2n
W2n−2 

=
2n − 1

2n
×
2n − 3

2n − 2
W2n−4 

=
2n − 1

2n
×
2n − 3

2n − 2
×
2n − 5

2n − 4
W2n−6 

⋮ On réitère le procédé n fois 

=
2n − 1

2n
×
2n − 3

2n − 2
× …×

1

2
W0 

Or on sait que :  



Page 7 sur 12 
 

W0 =
π

2
 

De plus on a :  

2n − 1

2n
×
2n − 3

2n − 2
× …×

1

2
=
(2n − 1) × (2n − 3) × …× 3 × 1

2n × (2n − 2)…× 2
 

=
(2n − 1) × (2n − 3) × …× 3 × 1

2nn × (n − 1) × …× 1
 

=
(2n − 1) × (2n − 3) × …× 3 × 1

2nn!
 

=
2n(2n − 1) × (2n − 2) × (2n − 3) × …× 3 × 2 × 1

2nn! × 2n × (2n − 2)…× 2
 

=
(2n)!

22n(n!)2
 

On a donc :  

∀ 𝐧 ∈ ℕ,𝐖𝟐𝐧 =
(𝟐𝐧)!

𝟐𝟐𝐧(𝐧!)𝟐
×
𝛑

𝟐
 

C’est la même chose que la question a précédente, soit par récurrence ou par itération de la formule de 

récurrence.  

Comme on ne nous donne pas de formule à démontrer, nous allons le faire grâce à la méthode 2.  

Méthode 2 : Par itération de la formule de récurrence : 

On sait que :  

∀ n ∈ ℕ,Wn+2 =
n + 1

n + 2
Wn 

Ainsi on a :  

∀ n ∈ ℕ,W2n+1 =
2n

2n + 1
W2n−1 

=
2n

2n + 1
×
2n − 2

2n − 1
W2n−3 

=
2n

2n + 1
×
2n − 2

2n − 1
×
2n − 4

2n − 3
W2n−5 

⋮ On réitère le procédé n fois 

=
2n

2n + 1
×
2n − 2

2n − 1
× …×

2

3
W1 

Or on sait que :  

W1 = 1 

De plus on a :  

2n

2n + 1
×
2n − 2

2n − 1
× …×

2

3
=

2nn!

(2n + 1) × (2n − 1)…× 3
 

=
(2nn!)2

(2n + 1)!
 

∀ 𝐧 ∈ ℕ,𝐖𝟐𝐧+𝟏 =
(𝟐𝐧𝐧!)𝟐

(𝟐𝐧 + 𝟏)!
=
𝟐𝟐𝐧(𝐧!)𝟐

(𝟐𝐧 + 𝟏)!
 

2) On sait que :  

∀n ∈ ℕ,Wn+2 =
n + 1

n + 2
Wn⟹ un+1 = (n + 2)Wn+2Wn+1 = (𝐧 + 𝟏)𝐖𝐧+𝟏𝐖𝐧 = 𝐮𝐧 

Ainsi la suite (𝐮𝐧) est constante. 

3) On sait que :  

∀t ∈ [0;
π

2
] , 0 ≤ cos(t) ≤ 1 

⟹ ∀ n ∈ ℕ, ∀t ∈ [0;
π

2
] , 0 ≤ cosn+1(t) ≤ cosn(t)  

⟹ ∀ n ∈ ℕ,∫ 0

π
2

0

dt ≤ ∫ cosn+1(t)

π
2

0

dt ≤ ∫ cosn(t)

π
2

0

dt 
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⟹∀ n ∈ ℕ, 0 ≤ Wn+1 ≤ Wn 

On a donc : 

∀ n ∈ ℕ,Wn+1 ≤ Wn ≤ Wn−1 

⟹ 1 ≤
Wn
Wn+1

≤
Wn−1
Wn+1

 

Or on sait que :  

∀ n ∈ ℕ,Wn+2 =
n + 1

n + 2
Wn 

On a donc :  

∀ n ∈ ℕ,Wn+1 =
n

n + 1
Wn−1⟹∀ n ∈ ℕ,

Wn−1
Wn+1

=
n + 1

n
 

On a donc :  

∀ n ∈ ℕ, 1 ≤
Wn
Wn+1

≤
n + 1

n
 

D’après le théorème des gendarmes, on en déduit donc que : 

𝑊𝑛~𝑊𝑛+1 

De plus on sait que :  

∀𝑛 ∈ ℕ, (n + 1)Wn+1Wn = u0 =
𝜋

2
  

On en déduit donc que :  

(𝑛 + 1)(𝑊𝑛)
2~
𝜋

2
 

On a donc :  

(2𝑛 + 2)(𝑊2𝑛+1)
2~
𝜋

2
 

Ainsi on a :  

(2𝑛 + 1)(
22n(n!)2

(2n + 1)!
)

2

~
𝜋

2
⟹

2

2𝑛 + 1
(
22n(n!)2

(2n)!
)

2

~𝜋 ⟹
𝟏

𝒏
(
𝟐𝟐𝐧(𝐧!)𝟐

(𝟐𝐧)!
)

𝟐

~𝝅 

4) On sait que :  

𝜋 = lim
𝑛

1

𝑛
(
22n(n!)2

(2n)!
)

2

 

Par continuité de la fonction racine carrée sur ℝ+ on a  :  

√𝜋 = lim
𝑛

1

√𝑛
× (

22n(n!)2

(2n)!
) 

De plus on sait que :  

𝑛!~𝑘√𝑛 (
𝑛

𝑒
)
𝑛

 

On en déduit donc que :  

lim
𝑛

𝟏

√𝒏
×
𝟐𝟐𝐧 (𝑘√𝑛 (

𝑛
𝑒)
𝑛
)
𝟐

𝑘√2𝑛 (
2𝑛
𝑒 )

2𝑛 = √𝜋 

⟹ 𝒌 = √𝟐𝝅 

 

On a ainsi la formule de Stirling :  

𝒏!~√𝟐𝝅𝒏(
𝒏

𝒆
)
𝒏

 

 

Problème facultatif 

 

 Après avoir démontré l’irrationalité de √2 dans le cours, de 𝑒 et de ln(2) dans les précédents devoirs, je 

vous propose ici de démontrer l’irrationnalité de 𝜋. Pour ce faire nous allons utiliser un vieux résultat :  
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lim
𝑛
∑

1

𝑘2

𝑛

𝑘=1

=
𝜋2

6
 

Partie B : Irrationalité de 𝝅 

 Dans un premier temps nous allons montrer que 𝜋2 est irrationnel. 

On pose :  

∀𝑛 ∈ ℕ, ∀𝑋 ∈ ℝ,𝑃𝑛(𝑋) =
𝑋𝑛(1 − 𝑋)𝑛

𝑛!
 

1)  a) Déterminer les valeurs de (𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1, … , 𝑎2𝑛) ∈ ℤ
2 tel que :  

𝑃𝑛(𝑋) =
1

𝑛!
∑ 𝑎𝑛+𝑘

𝑛

𝑘=0

𝑋𝑛+𝑘 

 b) Démontrer que :  

∀𝑖 ∈ ℕ, 𝑃𝑛
(𝑖)(0) = {

0 𝑠𝑖 𝑖 ≤ 𝑛 − 1
0 𝑠𝑖 𝑖 > 2𝑛

𝑎𝑖 × (𝑖) × …× (𝑖 − 𝑛 + 1) 𝑠𝑖 𝑖 ∈ ⟦𝑛; 2𝑛⟧
 

 c) En déduire que :  

∀𝑖 ∈ ℕ, 𝑃𝑛
(𝑖)(0) ∈ ℤ 

 d) En déduire que :  

∀𝑖 ∈ ℕ, 𝑃𝑛
(𝑖)(1) ∈ ℤ 

(Indice : On pourra remarquer que 𝑷𝒏(𝑿) = 𝑷𝒏(𝟏 − 𝑿))  
 

 Dans les questions suivantes on veut montrer que 𝜋2 est un irrationnel et l’on va raisonner par l’absurde. 

On suppose que :  

∃(𝑎, 𝑏) ∈ ℕ2, 𝑏 ≠ 0, 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝜋2 =
𝑎

𝑏
 

2) On pose :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝐹𝑛(𝑋) = 𝑏
𝑛 (∑(−1)𝑘𝜋2𝑛−2𝑘𝑃𝑛

(2𝑘)(𝑋)

𝑛

𝑘=0

) 

a) Montrer que 𝐹𝑛(0) et 𝐹𝑛(1) sont des entiers. 

b) On pose :  

∀𝑛 ∈ ℕ, ∀𝑥 ∈ ℝ,𝑔𝑛(𝑥) = 𝐹𝑛
′(𝑥) sin(𝜋𝑥) − 𝜋𝐹𝑛(𝑥) cos(𝜋𝑥)  

De même on pose :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝐴𝑛 = 𝜋∫𝑎
𝑛𝑃𝑛(𝑥) sin(𝜋𝑥) 𝑑𝑥

1

0

 

Montrer que :  

∀𝑛 ∈ ℕ, , ∀𝑥 ∈ ℝ,𝑔𝑛
′ (𝑥) = 𝜋2𝑎𝑛𝑃𝑛(𝑥) sin(𝜋𝑥) 

Puis montrer que :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝐴𝑛 ∈ ℤ 
3) On pose la suite :  

𝑢𝑛 =
𝑎𝑛

𝑛!
 (𝑜ù 𝑎 = 𝜋 × 𝑏 𝑑é𝑓𝑖𝑛𝑖𝑒 𝑝𝑟é𝑐é𝑑𝑒𝑚𝑚𝑒𝑛𝑡) 

 a) Montrer que :  

∃𝑛0 ∈ ℕ, 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∀𝑛 ≥ 𝑛0,
𝑎𝑛

𝑛!
≤
1

2
 

 b) Montrer que !  

∀𝑥 ∈ [0; 1], 0 ≤ 𝑃𝑛(𝑥) ≤
1

𝑛!
 

 c) Démontrer que :  

∀𝑛 ≥ 𝑛0, 𝐴𝑛 ∈]0; 1[ 
 d) En déduire que 𝜋2 est irrationnel, de même que 𝜋. 

 

 

Partie A :  

1)  a) On sait que :  
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∀𝑛 ∈ ℕ, (1 − 𝑋)𝑛 =∑(
𝑛
𝑘
) (−𝑋)𝑘

𝑛

𝑘=0

⟹ ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑃𝑛(𝑋) =
1

𝑛!
∑ (

𝑛
𝑘
) (−1)𝑘𝑋𝑛+𝑘

𝑛

𝑘=0

 

On en déduit donc que : 

∀𝒏 ∈ ℕ, ∀ 𝒌 ∈ ⟦𝒏; 𝟐𝒏⟧, 𝒂𝒏+𝒌 = (
𝒏
𝒌
) (−𝟏)𝒌 ∈ ℤ 

 b) On sait que :  

Pn ∈ ℝ2𝑛[𝑋] 
On en déduit donc que :  

∀𝑘 ≥ 2𝑛 + 1, (𝑃𝑛)
(𝑘) = 0ℝ[𝑋] 

De plus on sait que :  

𝑋𝑛|𝑃𝑛 

Donc 0 est racine de 𝑃𝑛 d’ordre de multiplicité au moins 𝑛. Donc :  

∀𝑘 ∈ ⟦0; 𝑛 − 1⟧, (𝑃𝑛)
(𝑘)(0) = 0 

Enfin on a :  

𝑃𝑛(𝑋) =
1

𝑛!
∑ 𝑎𝑛+𝑘

𝑛

𝑘=0

𝑋𝑛+𝑘 =
1

𝑛!
× (𝑎𝑛𝑋

𝑛 + 𝑎𝑛+1𝑋
𝑛+1 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑋

2𝑛) 

=
1

𝑛!
∑ 𝑎𝑘

2𝑛

𝑘=𝓃

𝑋𝑘 

⟹ ∀ℓ ∈ ⟦𝑛; 2𝑛⟧, 𝑃𝑛(𝑋) =
1

𝑛!
∑ 𝑎𝑘

ℓ−1

𝑘=𝓃

𝑋𝑘 +
1

𝑛!
∑𝑎𝑘

2𝑛

𝑘=ℓ

𝑋𝑘 

Or on sait que :  

∀𝑘 ∈ ⟦𝑛; ℓ − 𝑛⟧,
𝑑ℓ

𝑑𝑋ℓ
(𝑋𝑘) = 0ℝ[𝑋] 

On en déduit donc que :  

∀ℓ ∈ ⟦𝑛; 2𝑛⟧, (𝑃𝑛)
(ℓ)(𝑋) =

1

𝑛!
∑𝑎𝑘

2𝑛

𝑘=ℓ

𝑑ℓ

𝑑𝑋ℓ
(𝑋𝑘) =

1

𝑛!
∑𝑎𝑘

2𝑛

𝑘=ℓ

× 𝑘 × (𝑘 − 1) × … .× (𝑘 − ℓ + 1)𝑋𝑘−ℓ 

= 𝑎ℓ × ℓ × … .×
1

𝑛!
+ ∑ 𝑎𝑘

2𝑛

𝑘=ℓ+1

× 𝑘 × (𝑘 − 1) × … .× (𝑘 − ℓ + 1)𝑋𝑘−ℓ 

On a donc :  

∀𝓵 ∈ ⟦𝒏; 𝟐𝒏⟧, (𝑷𝒏)
(𝓵)(𝟎) = 𝒂𝓵 × 𝓵 × … .×

𝟏

𝒏!
= 𝒂𝓵 × 𝓵 × …× (𝒏 + 𝟏) 

c) On sait que :  

∀𝒊 ∈ ⟦𝒏; 𝟐𝒏⟧, 𝒂𝒊 ∈ ℤ⟹ ∀𝒊 ∈ ⟦𝒏; 𝟐𝒏⟧, 𝒂𝓵 × 𝓵 × …× (𝒏 + 𝟏) ∈ ℤ 

 d) On a :  

∀𝑛 ∈ ℤ, 𝑃𝑛(𝑋) =
𝑋𝑛(1 − 𝑋)𝑛

𝑛!
⟹ 𝑃𝑛(1 − 𝑋) =

(1 − 𝑋)𝑛(𝑋)𝑛

𝑛!
= 𝑃𝑛(𝑋) 

On en déduit donc que :  

∀ℓ ∈ ⟦𝑛; 2𝑛⟧, (𝑃𝑛)
(ℓ)(𝑋) = (−1)ℓ(𝑃𝑛)

(ℓ)(1 − 𝑋) 

⟹ ∀𝓵 ∈ ⟦𝒏; 𝟐𝒏⟧, (𝑷𝒏)
(𝓵)(𝟏) = (−𝟏)𝓵(𝑷𝒏)

(𝓵)(𝟎) ∈ ℤ  
2)  a) On a :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝐹𝑛(0) = 𝑏
𝑛 (∑(−1)𝑘𝜋2𝑛−2𝑘𝑃𝑛

(2𝑘)(0)

𝑛

𝑘=0

) = 𝑏𝑛 (∑(−1)𝑘(𝜋2)𝑛−𝑘𝑃𝑛
(2𝑘)(0)

𝑛

𝑘=0

) 

= 𝑏𝑛 (∑(−1)𝑘 (
𝑎

𝑏
)
𝑛−𝑘

𝑃𝑛
(2𝑘)(0)

𝑛

𝑘=0

) = ∑(−1)𝑘𝑎𝑛−𝑘 × 𝑏𝑘 × 𝑃𝑛
(2𝑘)(0)

𝑛

𝑘=0

 

Or on sait que :  

(𝑎, 𝑏) ∈ ℤ2  
De même on sait que : 

∀𝑛 ∈ ℕ, ∀ 𝑘 ∈ ⟦0; 𝑛⟧, (−1)𝑘𝑃𝑛
(2𝑘)(0) ∈ ℤ 
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Ainsi on en déduit que :  

∀𝑛 ∈ ℕ, ∀ 𝑘 ∈ ⟦0; 𝑛⟧, (−1)𝑘𝑎𝑛−𝑘 × 𝑏𝑘 × 𝑃𝑛
(2𝑘)(0) ∈ ℤ 

⟹∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑭𝒏(𝟎) ∈ ℤ 

De même comme 𝑃𝑛
(2𝑘)(1) ∈ ℤ ⟹ ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑭𝒏(𝟏) ∈ ℤ 

b) On a :  

∀𝑛 ∈ ℕ, ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑔′𝑛(𝑥) = 𝐹𝑛
′′(𝑥) sin(𝜋𝑥) + 𝜋𝐹𝑛

′(𝑥) cos(𝜋𝑥) − 𝜋𝐹′𝑛(𝑥) cos(𝜋𝑥) + 𝜋
2𝐹𝑛(𝑥) sin(𝜋𝑥) 

= (𝐹𝑛
′′(𝑥) + 𝜋2𝐹𝑛(𝑥)) sin(𝜋𝑥)  

Or on sait que :  

∀𝑛 ∈ ℕ, ∀𝑥 ∈ ℝ,𝐹𝑛(𝑥) = 𝑏
𝑛 (∑(−1)𝑘𝜋2𝑛−2𝑘𝑃𝑛

(2𝑘)(𝑥)

𝑛

𝑘=0

) 

⟹ 𝐹′′𝑛(𝑥) = 𝑏
𝑛 (∑(−1)𝑘𝜋2𝑛−2𝑘𝑃𝑛

(2𝑘+2)(𝑥)

𝑛

𝑘=0

) 

De plus on sait que deg(𝑃𝑛) = 2𝑛 ⟹ 𝑃(2𝑛+2)(𝑋) = 0ℝ[𝑋] 

On a donc :  

∀𝑥 ∈ ℝ,𝐹′′𝑛(𝑥) = 𝑏
𝑛 (∑(−1)𝑘𝜋2𝑛−2𝑘𝑃𝑛

(2𝑘+2)(𝑥)

𝑛−1

𝑘=0

) 

= 𝑏𝑛 (∑(−1)𝑘−1𝜋2𝑛−2𝑘+2𝑃𝑛
(2𝑘)(𝑥)

𝑛

𝑘=1

) 

De plus on a :  

𝜋2𝐹𝑛(𝑥) = 𝑏
𝑛 (∑(−1)𝑘𝜋2𝑛−2𝑘+2𝑃𝑛

(2𝑘)(𝑥)

𝑛

𝑘=0

) 

On a donc :  

∀𝑛 ∈ ℕ, ∀𝑥 ∈ ℝ,𝑔′𝑛(𝑥) = (𝐹𝑛
′′(𝑥) + 𝜋2𝐹𝑛(𝑥)) sin(𝜋𝑥)

= 𝑏𝑛 (∑(−1)𝑘−1𝜋2𝑛−2𝑘+2𝑃𝑛
(2𝑘)(𝑥)

𝑛

𝑘=1

+∑(−1)𝑘𝜋2𝑛−2𝑘+2𝑃𝑛
(2𝑘)(𝑥)

𝑛

𝑘=0

)sin(𝜋𝑥) 

= 𝑏𝑛𝜋2𝑛+2𝑃𝑛(𝑥) sin(𝜋𝑥) = 𝜋
2𝑎𝑛𝑃𝑛(𝑥) sin(𝜋𝑥)  

De plus on a :  

𝐴𝑛 = 𝜋∫𝑎
𝑛𝑃𝑛(𝑥) sin(𝜋𝑥)𝑑𝑥

1

0

=
1

𝜋
∫𝜋2𝑎𝑛𝑃𝑛(𝑥) sin(𝜋𝑥)𝑑𝑥

1

0

=
1

𝜋
∫𝜋2𝑎𝑛𝑃𝑛(𝑥) sin(𝜋𝑥) 𝑑𝑥

1

0

=
1

𝜋
∫𝑔𝑛

′ (𝑥)𝑑𝑥

1

0

 

⟹ 𝑨𝒏 =
𝟏

𝝅
(𝒈𝒏(𝟏) − 𝒈𝒏(𝟎)) =

𝟏

𝝅
(𝝅𝑭𝒏(𝟏) + 𝝅𝑭𝒏(𝟎)) = 𝑭𝒏(𝟏) − 𝑭𝒏(𝟎) ∈ ℤ 

D’après la question 2) a).  

3) a) On sait que : 

∀𝑛 ∈ ℕ,
𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

=
𝑎

𝑛 + 1
→ 0 

On en déduit donc d’après le critère de d’Alembert que 𝑢𝑛 → 0. On a donc :  

∀𝜖 > 0, ∃𝑛0(𝜖) 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∀𝑛 ≥ 𝑛0(𝜖), 𝑢𝑛 ≤
1

2
  

On pose 𝑛𝑂 = 𝑛0(0,5) et on obtient :  

∃𝒏𝟎 ∈ ℕ, 𝒕𝒆𝒍 𝒒𝒖𝒆 ∀𝒏 ≥ 𝒏𝟎,
𝒂𝒏

𝒏!
≤
𝟏

𝟐
 

b) On a par une étude de fonction que :  

∀𝑥 ∈ [0; 1], 0 ≤ 𝑥(1 − 𝑥) ≤
1

4
 

On en déduit donc que :  

∀𝒏 ∈ ℕ, 𝑷𝒏(𝒙) ∈ [𝟎;
𝟏

𝟒𝒏 × 𝒏!
] ⊂ [𝟎;

𝟏

𝒏!
] 
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c) On sait que :  

𝐴𝑛 = 𝜋∫𝑎
𝑛𝑃𝑛(𝑥) sin(𝜋𝑥) 𝑑𝑥

1

0

 

De plus on a :  

0 < 𝑃𝑛(𝑥) <
1

𝑛!
 𝑒𝑡 sin(𝜋𝑥) ≥ 0 ∀𝑥 ∈ [0; 1] 

⟹ 0 < 𝑎𝑛𝑃𝑛(𝑥) sin(𝜋𝑥) <
𝑎𝑛

𝑛!
sin(𝜋𝑥) 

⟹ 0 < 𝜋∫𝑎𝑛𝑃𝑛(𝑥) sin(𝜋𝑥)𝑑𝑥

1

0

< 2 ×
𝑎𝑛

𝑛!
 

Or on sait que :  

∀𝑛 ≥ 𝑛0,
𝑎𝑛
𝑛!
≤
1

2
 

On en déduit donc que :  

∀𝒏 ≥ 𝒏𝟎, 𝟎 < 𝑨𝒏 < 𝟏 

d) On a démontré que :  

∀𝑛 ≥ 𝑛0, {
𝐴𝑛 ∈]0; 1[
𝐴𝑛 ∈ ℤ

 

Cela est impossible donc 𝜋2 est irrationnel. 

De même par contraposée on sait que 𝜋 rationnel implique 𝜋2 rationnel (il suffit d’écrire 𝜋2 comme le quotient des 

carrées de la fraction rationnelle de 𝜋). Donc 𝝅 est irrationnel.   

 

 


