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Correction DM n°7

IExercice 1 : Suites imbriquées et application linéaire

Soient ((un), (vp), (Wn)) € (]RN)Z définie par :
Upt1 = 3Up — Wy
vn € N,\v,41 = 2u, + 4v, + 2w,
Wni1 = —Up + 3wy
1) Ecrire un programme Python simul(n, a, b, ¢) qui renvoie sous forme de trois listes les valeurs prises par les
trois suites de 0 a n, avec uy = a, vy = b et wy = c.
u=[auq, .., u,l,v=1[bvq..,0,,w=[c,wy, ..., W]
2) Déterminer f € L(R3) telle que :
vn €N, (U1, Vnt1, Wne1) = f((un’ Un» Wn))

3) En déduire que :

Vn € N' (un' Un, Wn) = fn((uo' Vo, WO))
Il nous reste a déterminer f™.
Dans toute la suite on pose :

VA€ R E, =ker(f — Aldgs)

De méme on définie Sp(f), noté le spectre de f, par :

Sp(f) = {1 € Rtel quedim(E;) > 1}
4) a) Déterminer Sp(f) puis déterminer une base pour chaque E;, A € Sp(f).

b) Montrer que :
® -,
Aesp(f)
¢) Décomposer le vecteur e = (x,y, z) dans une base adaptée a D E; .

A€Sp(f)
d) En déduire une expression de u,, v, et w, en fonction de uy, vy et wy.

I)Ona:

def f(x,y,z):
return (3*x-z,2*x+4*y+2%z -x+3%z)

def simul(n,a,b,c):

u=[a]

v=[b]

w=[c]

for i in range(n):
(a,b,c)=f(a,b,c)
u.append(a)
v.append(b)
w.append(c)

return u,v,w

> smul(5,2,3,1)
([2, 5, 14, 44, 152, 568],

[3, 18, 84, 360, 1488, 6048],

[1, 1, -2, -20, -1@4, -464])
2) On pose :

f-{ R?® - R3
((x,y,z)» 3x—2z,2x+4y+2z,—x+ 3z)
Montrer que f € L(R3).Ona:
VA ER,V(ey,e;) € (R f(ley +e;) = f(l(xl')ﬁ'zﬂ + (xZ'YZ'ZZ))
= f((/bﬁ + X2, Ay1 + Y2, 421 + Zz))
= (3(},}(1 + xz) - (AZl + Zz), 2(/1)(1 + xZ) + 4(&}/1 + yz) + 2(/1Z1 + Zz), _(Axl + xZ) + 3(&21 + Zz))
= Af(x1,¥1,21) + f((xz'J’z'Zz))

Donc f € L(R3).
3) C’est une récurrence immeédiate !
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On pose :
Vn € N'fp(n) = (unJ 'Un,Wn) = fn((uO'UO'WO))
Initialisation : n = 0
Ona:
fo((uo»vo:Wo)) = ldps ((uo.vo,Wo)) = (uo, Vo, Wo)
Ainsi P (0) est vraie.
Hérédité : Soit n un entier naturel fixé. On suppose vrai P(n). On a :
(un; Un, Wn) = fn((uO! Vo, WO))
On sait que :
(Un+1, Vnt1, W) = Guy — Wy, 2uy + 40y, + 2wy, —uy + 3wy) = f((un’vn: Wn))

=f (f”((uo, Vo;Wo))) = f"+1((u0,v0,wo))
Donc la proposition est héréditaire.
Conclusion : On conclut d’apres le principe de récurrence.
4) Cherchons les valeurs de A pour lesquels ker(f — Aldgs) est non réduit a 0.
On pose A € R puis on résout :

f((xy,2)) = (Ax, Ay, Az)

B—-MDx—z=0
S<2x+ (A4 —-ADy+2z2=0
—x+B-1)z=0

Ce systéme, dépendant de A admet toujours des solutions car (0,0,0) est solution (¢’est un systéme homogeéne). Pour
qu’il admette plus d’une solution, il faut que la matrice des coefficients soit de rang inférieur ou égal a 2. Cherchons
donc le rang de A4; :

3-2 0 -1 1 0 A-3\, /1 0 3-1
A,1=< 2 4-2 2 |~ 2 4-2 2 )~ 0 4—2  —4+221 )
-1 0 3-2 \3-2 0o -1 0 0 —1+@-3)2
1 0 3-21
A,1~(0 4-21 —4+22 )

0 0 (A-49H@A-2)

On a donc :

Onadoncrg(4;) =3 = 1¢ {4;2}
Deplusona:

rg(Az) = 1,rg(Ay) = 2
On en déduit donc que :

Sp(f) ={2;4}
On cherche a présent E, et E,.
Ona:
X X x x—z=0 X =7z
<y>EE2 o f <y> =2<y>(:>{2x+2y+22=0<=){y:_22
Z z z —-x+z=0
On a donc :

X 1 1
E,={ly)|eR3telquex =z=—=yt =wvect| | -2
z 2 1

X X X —x—z=0
<y>eE4<:>f (y) =4<y><:>{2x+22=0<=>x=—z

z z z —x—z=0

x 1 0
E, = {(y) € R3 tel que x = —z} = vect ( 0 >(1)
P -1/ \0

b) Il suffit de montrer que :

Demémeona:

On en déduit donc que :
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1 1 0
R3 = E,®E, = vect (—2) @vect ( 0 ),(1)
1 -1/ \0
Pour faire cela il suffit de montrer que :
1 1 0
(M) )
1 -1/ \0

() enle) e fe)- (o)

Al+ﬂ.2:0
ﬁ{

Montrons que B est libre. On résout :

_211+A3:0:11212:A3 :O
Al - AZ = 0
Ainsi B’est libre et Card(B) = 3 = dim(R?). On en déduit que B est une base de R3 et donc que :

1 1 0
R3 = vect <—2> Dvect ( 0 )(1) = E,®E,
1 -1 0
x
<3’> =eg, teg,
z

On sait que la décomposition existe et est unique. On résout :

0)-(2-(2)

(

¢) On cherche :

1
{a+b=x J“=§(X+Z)
S1-2atc=y <= 1
a—-b=z Lb=§(x—z)
c=x+y+z
On a alors :
1 1
o (z6*9) [3e-2)
<)’>=k—(x+z))+kx+y+z)
z 1 1
E(x+z) —E(x—z)
d) On sait que :
1 1
Up U E(u0+W0) E(UO_WO)
VnEN,(Un)zf" (VO) =f" —(up +wp) | +| Up +vo+wp
n 1
w, Wy \ %(uo + Wo) —E (ug — wyp) /
1 1
E(uo+Wo) / E(UO—WO) \

=fn —(uO +W0) +fnl Ug +U0 +W0 I
1 1
\ > (up + wq) / k _E(UO A Z)) )

Ve €EE,, f(e) =2e = Vn €N, f*(e) = 2"e par récurrence immédiate

Or on sait que :

Demémeona:
Ve € E,, f(e) =4e = Vn €N, f(e) = 4"
On adonc:



1 1
w, /—(uo+Wo)\ /—(uo Wo)
VnEN,<Vn)_2 | —(up +wp) |+ 4" up +vp +w

\l
o \§<u0+w0)/ \——(uo w)

On en déduit donc que :
=2"1(1 4 2Muy + 2711 - 2Mw,
vn € N,{v, = 22" — 1uy + 4"vy + 2" (2" — 1w,
w, = 2" 1(1 - 2Mu,y + 2" 1(1 + 2M)w,
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|Pr0bléme 1: Formule de Stirling|

Le but de ce probleme est de démontrer la formule de Stirling :

nt V2 x (5

Partie A : Convergence de deux suites

On considére les deux suites suivantes :
n! se\n

vn € N*,u ———'(—) et v, =In(u
n — n n ( n)
1) Déterminer un équivalent de v, ;1 — vy.

2) En déduire que (v,,) converge.
3) Montrer qu’il existe k > 0 tel que :

i~k (2)'

Partie II : Calcul de la constante k

Dans cette partie on souhaite prouver que k = v 2m.
On pose la suite (W,,) définie par :

I

vVneNW, = f cos"(t) dt

1) a) A I’aide d’une intégration par parties, montrer que :
n+1
VneN,W,,, = m
b) En déduire que :
(2n)! o (2"nH?  227(n))?
VneEN, = t W. =
nENWon = Zanmnz ¥ 2 ¢ Wonrt = 0 )1 T @i D)
2) Démontrer que la suite nW,, W), est constante.
3) En déduire que :

227 (n!)?
( (2n)! > -

4) Conclure que k = v2m.

Partie A :
1)Ona:
Un+1
VnEN,vn+1—vn=ln(un+1)—ln(un)=ln<u )
n
Orona:
u n+1), e \**! 1 n+1 n \"tz
n+1:( )( ) VPO N RO o X( ) 2
Uy Vn+1 \n+1 n+1

On en déduit donc que :

Upt1 1 1
”n+1“’n=1“< . )= ”("*z)“‘(“m)



De plus on sait que :
2 .3

In(1—x) = —x — — — — + 0(x?)
n X) = —X 2 3 o\x

On en déduit donc que :
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_1+< +1> 1 1 1 N (1)
Vntt T = AT TN\ Tl 2+ D2 3+ )3 O \nB

n n 1 n 1 n N (
n+1l 2n+1) 2n+1)? 4(n+1)? 3(n+1)3

1
()

:1_<1_nj—1)_Z(nl-l—l)_%(n-ll-1_(n-:l)2>_%<nj—1_(n:1)2>_%(ﬁ)+0<%>

1 y 1 N ( 1 )
12" m+n2 " 2\nz
On en déduit donc que :

1 1
Unet = Un T X Gy
2) On sait que :
1 1
Yn T P T X Gy 12

De plus on sait que :

1

(Z F) converge car 2 > 1 et on applique le critére de Riemann.

n=1
D’apres le théoréme de convergence des séries a termes positifs, on en déduit donc que (3 (v,

On a donc :

n
limz:(vkﬂ —v) =S ER"
n

k=1

Or on sait que :

n
z(vkn —Vk) = Vpy1— V1
k=1

On en déduit donc que :
llm vn+1 = S + 171
n
Ainsi la suite (v,,) converge.
3) On sait que (v,,) converge vers £ € R. On a donc :
limln(u,) = ¢
n
Comme [n est continue sur son ensemble de définition, on a :
limu, =e‘*=k>0
n
On en déduit donc que :

!
)~

Par produit on a :

Partie B :
1) a)Ona:
T T
2 2
VneENW,,, = j cos"t2(t) dt = f cos™*1(t) cos(t) dt
0 0 u(t) v/ ()
On pose :

{u(t) = cos™1(t) . {u’(t) = (n+ 1)(—sin(t)) cos"(t)
v'(t) = cos(t) v(t) = sin(t)

— Vp41)) CONverge.



T

2
= Vn€N,W,,, =[cos"1(t) x sin(t)]g — f(n + 1)(—sin(t)) cos"(t) sin(t) dt
0

=0
I I

2 2
=(m+1) f sin?(t) cos™(t) dt = (n + 1) f(l — cos?(t)) cos"(t) dt
0 0

=VneENW,,=m+D)W,—(n+1)W,,, >VneENW,,, = 2—: n
b) On veut démontrer que :
(2n)! i
VDEN,WZH ZWXE
Méthode 1 : Par récurrence :
On pose :
. n)! m,
vneN,P, = WthWxE
Initialisation :
' m ™
202 2-7- W
Donc P, est vraie.
Hérédité : Sit n un entier naturel fixé. On suppose vraie P,.
Ona:
2n)! =
Won=22mmn2 ¥ 2
Or on sait que :
n+1
VneNW,,, =1’1—+2 n
On a donc :
2n+1 2n+1 (2n)! m 1 (2n+1)!

W, =W =—-W,, = X X == X X
A T2 T on 42 7 T 2n+ 27 22002 2 2(n+ 1) 220(n)?

B 2(n+1) (Cn+1)! m (2n+2)! T
T2+ D1 22mD2 2 28 (D)) 2

Donc P, ; est vraie.

T
2
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Conclusion : P, vraie et P, héréditaire implique par le principe de récurrence que P, est vraie pour tout entier naturel

n:
(2n)! m
VHEN,WZn—WXE
Méthode 2 : Par itération de la formule de récurrence :
On sait que :
n+1
VneNW,,, :n—+2 n
Ainsiona:
2n—1
VneNW,, = “on  V2n-2

2n—1 2n-—3
= X
2n ~ 2n—2
2n—1 2n-3 2n—5W
= X X
2n  2n—2" 2n—4 "
: On réitere le procédé n fois
_2n—1x2n—3>< .
T 2n “2n-2"7"27°

Or on sait que :



Deplusona:

On a donc :
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W_T[
072

2n—1 2n-3 1 (2n-1)x(2n-3)x..x3x1

X X .

2n 2n—2 2 2nX (2n—2)..%x 2
_(@n-1)x(2n-3)x..x3x1
B 2'nx (n—1) x ..x 1
_(@n-1)x(@2n-3)Xx..x3x1

20n!
_2n(2n—1)X(2n—-2)x(2n—3) X ..X3x2x1

2'n! X 2n X (2n—2)...X 2

_ (2n)!
- 22n(nl)2
(2n)! |
VDEN,WZDZWXE

C’est la méme chose que la question a précédente, soit par récurrence ou par itération de la formule de

récurrence.

Comme on ne nous donne pas de formule a démontrer, nous allons le faire grace a la méthode 2.
Méthode 2 : Par itération de la formule de récurrence :

On sait que :

Ainsion a:

Or on sait que :

Deplusona:

2) On sait que :

n+1
Vne€E N,Wn+2 = n—+2Wn
2n
VneN W, = 2r1—-|-1W2n_1
2n 2n—2

= X
2n+1" 2n-— 1WZ“‘3
2n 2Zn—2 2n—4

= X X Won—
2n+1"2n—1"2n-3 "7
: On réiteére le procédé n fois

2n 2n—2 ZW
= X X o X =

2n+1" 2n—1 31
W1:1

2n 2n—2 2 20n!

X X X — =
2n+1" 2n—1 3 (Cn+1)x(2n—1)..x3

_(2"nn?
~ (2n+1)!

(2"n)? _ 227(n!)?
2n+1)! (2n+1)!

VYne N,W2n+1 =

n+1

vn €N, Wy = ——= Wy = up; = 0+ 2)Wyy,Whyy = (0 4+ DWWy = 1y

n+2

Ainsi la suite (u,,) est constante.

3) On sait que :

Vvt € [o;g],o <cos(t) <1

b8
= VneEN,Vvte [O;E] ,0 < cos™1(t) < cos™(t)

T
2

TC T
2 2

= Vne N,J 0dt < f cos™1(t) dt < f cos™(t) dt
0 0 0



=VneN0<Wy,, <W,

On a donc :
VneN W, , <W,<W,_4
W, W, _
=1< < nt
n+1 Wnit
Or on sait que :
VneNW ntl
n , =
n+2 n+2 n
On a donc :
vneNW T w Ve N, -1
n , =—W,_, =Vn ,
n+1 = 7 Wn-1 Wors
On a donc :
W, n+1
VneN, 1< <
n+1 n

D’apres le théoréme des gendarmes, on en déduit donc que :
Wa~Whi1
De plus on sait que :
vneN,(n+ 1)W, W, =y, = g
On en déduit donc que :

(n+ D)~

On a donc :
T
@2n+ 2)(W2n+1)2~5
Ainsiona:
228(nl)? > n 2 221(n!)? 2
2 D|——]| ~= ~
(2n + )<(2n+1)! 2 :2n+1< 2n)!

4) On sait que :

n n\ (2n)!

1/220(n)?\°
m= 1im—( )
Par continuité de la fonction racine carrée sur R* on a :
1 221 (n!)?
=lim—X|————
vm = lim N < (2n)!

De plus on sait que :
n n
I ~kvn (=
nl~k n(e)

On en déduit donc que :
2

1 2 (i (3))

lim— % =7
2n
TR v (B
= k=V21

_n+1

1
n

[

n

22n(n!h)?

(2n)!

f~
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On a ainsi la formule de Stirling :

n! ~vV2mn (g)n

IProbléme facultatif|

Aprés avoir démontré I’irrationalité de V2 dans le cours, de e et de In(2) dans les précédents devoirs, je
vous propose ici de démontrer Iirrationnalité de . Pour ce faire nous allons utiliser un vieux résultat :
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w1 _n?
im ) ==
k=1
Partie B : Irrationalité de

Dans un premier temps nous allons montrer que 72 est irrationnel.

On pose :
X"(1-X)"
vn € N,VX € ]R,Pn(X) = T
1) a) Déterminer les valeurs de (a,, 41, -, Azp) € Z2? tel que : .
n
1
T

k=0
b) Démontrer que :
, Osii<n-—1
vl'eN,P,f‘)(O)={ 0sii>2n
ai X ()X ..x({—n+1)sii€ [n;2n]

c¢) En déduire que :

vieN,PP0) ez
d) En déduire que :

vieN,PY(1) ez

(Indice : On pourra remarquer que Pn(X) = P,(1 — X))

Dans les questions suivantes on veut montrer que 72 est un irrationnel et I’on va raisonner par 1’absurde.

On suppose que :
a
3(a,b) € N2,b # 0, tel que m? = 5

2) On pose :

n
vn € N, F,(X) = b”( (—1)kq2n-2kp(k) (X))

k=0
a) Montrer que F, (0) et F, (1) sont des entiers.
b) On pose :

vn € N,Vx € R, g,(x) = E,(x) sin(nx) — wF,(x) cos(mx)

De méme on pose :

1

vn €N, A, = nf a" P, (x) sin(mx) dx

0

Montrer que :
vn € N,,Vx € R, g, (x) = m2a"P,(x) sin(mx)
Puis montrer que :
vneN, A4, €EZ

3) On pose la suite :
n

Uy = — (oua =m X b définie précédemment)
n!
a) Montrer que :
a® 1

dng € N, tel que Vn =2 nyg,— < —
0 q )

b) Montrer que !
1
Vx € [0;1],0 < B,(x) < 7

c¢) Démontrer que :
vn = ny, A, €]0; 1]
d) En déduire que m? est irrationnel, de méme que 7.

Partie A :
1) a) On sait que :
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n n

VneEN,(1—X)" = Z (Z) (—=X)¥ = vn € N, P,(X) = %Z (Z) (—1)kxn+k

k=0 k=0
On en déduit donc que :

vn € N,V k € [n;2n], a,.x = (Z) (-Dk e

b) On sait que :
Py € Ry [X]
On en déduit donc que :
Vk > 2n+ 1, ()™ = Oy
De plus on sait que :
X"|Py
Donc 0 est racine de P, d’ordre de multiplicité au moins n. Donc :
vk € [0;n — 1], (B)®(0) = 0

Enfinona :
n

P,(X) = iz Ay XK = z X (@pX™ + A XM+ o+ ap, X2M)
n! n!

k=0
1 2n
— k
= nl ClkX
k=n
-1 2n
1 k 1 k
= VI E [[Tl; Zn]],Pn(X) = _'Z akX +_'Z akX
nIk:/n Tl.k=€

Or on sait que :

d{’
. kY —
Vk € [n; £ —nl—7 (X*) = Ogpx

On en déduit donc que :
2n 2n

we[[-2]](13)(@()()—i d—[xk _ 1 Xkx(k—1)%..x(k-2+1)X*
n, inj, Un —n!k_fakdX{( )—n!k_[ak

2n
1
=ap XX .. X—+ 2 e Xk x(k—1)%..x(k—2+1)x*
v k=t+1
On a donc :

1
Ve € [n;2n], (P,)®P(0) =ap, x £ x ...x — = ap XX ..x n+1)

¢) On sait que :
Vie [n;2n],q; €EZ=Vie€ [n;2n],ap x € X .. x(n+1) EZL
d)Ona:

vn € Z,P,(X) =

X1 - X)" a-xrexn
— — = P,(X)

. =P(1-X)=
On en déduit donc que :
v € [n; 2n], (PP (X) = (=1 (B)P (1 - X)

= V¢ € [n;2n], (P,) P (1) = (-1)*(P,)P(0) € Z
2) a)Ona:

vn € N, F,(0) = bn< (—1)kn2n-2kp,§2">(0)> = b"( (—1)k(n2)n-kp,fz")(0)>
> 2,

k

=0
n n—k n
=Y (—Dk (5 p,fz">(0)> = Y (=1)*a"* x bk x P*¥(0)

(a,b) € 72

Or on sait que :

De méme on sait que :
vn €N,V k € [0;n], (~1)*P?¥(0) e Z
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Ainsi on en déduit que :
vn € N,V k € [0;n], (-1)*a™* x bk x P?¥)(0) e Z
=VneNF,(0)eZ
De méme comme P,ng)(l) EZ=VneNF,(1)eZ
b)Ona:
vn € N,vx € R, g’ (x) = E,'(x) sin(x) + nF, (x) cos(nx) — mF',, (x) cos(mx) + w2 E, (x) sin(mx)
= (F)' (x) + m2F, (x)) sin(mx)
Or on sait que :

n
vn € N,Vx € R, F,(x) = b" <Z(—1)kn2n-2kp,fz"> (x))

k=0

= F",(x) = b" <2 (—1)k7t2n_2kP7§2k+2)(x)>

k=0
De plus on sait que deg(P,) = 2n = PE™M2)(X) = Oy
On a donc :

n-—1

k=0

n
= pn <2 (—1)k_1ﬂ2n_2k+2P752k) (x)>
k=1

nan(x) = pn < (_1)kn_2n—2k+2PTEZk) (x)>

Deplusona:

On a donc :
vneN,Vx e R, g’ (x) = (F'(x) + n2F,(x)) sin(mx)

n n
_ — 2k — 2k .
= pn (Z (_1)k 17.[2n 2k+2PrE )(x) + Z (_l)kT[Zn 2k+2Pr§ )(x)> Sll‘l(T[x)
k=1 k=0

= b ?"*2p, (x) sin(mx) = m?a™P,(x) sin(mx)
Deplusona:

1 1 1

1
1 1 1
A, = n.[ aPB,(x) sin(mx) dx = E,f m2a"B,(x) sin(mx) dx = E_f m2a"P,(x) sin(mx) dx = E_f gn(X)dx
0 ) 0 X 0 0
= An = —(gn(D) = gn() = —(7Fp(1) + 7F4(0)) = Fy(1) = Fn(0) € Z
D’aprés la question 2) a).
3) a) On sait que :
Un+1 a
= -
Uy, n+1
On en déduit donc d’apres le critére de d’Alembert que u,, = 0. On a donc :

vn € N,

1
Ve > 0,3any(e) tel que Vn = ny(e),u, < >

On pose ny = 1y(0,5) et on obtient :
a 1
dn, € N, tel que Vn > no,; < 3

b) On a par une étude de fonction que :

B

Vx €0;1],0<x(1—x) <

On en déduit donc que :

1 1
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¢) On sait que :
1
A, =7 f a" P, (x) sin(mx) dx

0
Deplusona:

1
0<P(x)< — et sin(rx) = 0 Vx € [0; 1]
n! o
= 0 < a"P,(x) sin(mx) < Fsin(nx)

1
n

a
=0< nf a P, (x) sin(mx) dx < 2 X o

Or on sait que :

On en déduit donc que :
Vn=ny,0<4,<1
d) On a démontré que :

A, €]0; 1]
vn = 0'{ A, €T
Cela est impossible donc 2 est irrationnel.
De méme par contraposée on sait que 7 rationnel implique 72 rationnel (il suffit d’écrire w2 comme le quotient des
carrées de la fraction rationnelle de ). Donc 7 est irrationnel.



