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Chapitre 27 : Déterminant
Partie B : Matrices inversibles et déterminant - automorphisme

I) Un déterminant non nul

a) Une CNS

Propriété L.a.1 : Soit A € M, (K). On a alors :
A€ GL,(K) < det(4) 0

Application L.a.2 : Montrer que la matrice suivante est inversible :

1 1 1
A= <1 2 4)
1 3 8
Application I.a.3 : Démontrer que B = (1 + X + X?,X%,1 + 3X + X?) est une base de R, [X].
Application L.a.4 : Soit (a;,a,,a3) € R3. Calculer :
cos(a; +a;) cos(a; +a;) cos(az+ a;)

cos(a; +a;) cos(a, +a;) cos(az + ay)
cos(a; + az) cos(a, +a3) cos(az +asz)

b) Déterminant du produit

Propriété Il.a.1 : Soient (A, B) € M, (K). On a alors :
det(A X B) = det(A) x det(B)
En particulier si A est inversible on a :

det(A™1) =

det(4)

1 1 1
Application Il.a.2 : Démontrer que B = <1> , <2) , (4) est une base de R3 puis calculer det(PBC,B) et det(PBIBC).
1 2 4

Application Il.a.3 : On a :
Vp € N, det(AP) = det(A)P
det(PAP™Y) = det(A)

Remarque : On a
det(A X B) = det(A) X det(B) = det(B X A)
Alors qu’en généralona A X B # B X A

II) Développement par rapport aux lignes ou aux colonnes

a) Un 1 et que des zéros

Propriété IIl.a.1 : On pose :

Mn—l(K) - K
f: 1 *
e 0n—1,1 A|

Alors f = det
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Application I11.a.2 : Calculer :

coOo R
Ul U1 N
w oA o
=

Application Ill.a.3 : Calculer le déterminant suivant :
S e o 51
PSy e S2

S1 Sy .. Sp

b) Transposée

Propriété I1.b.1 : On a :
VA € M, (K),det(A) = det(AT)

Remarque : Les propriétés du déterminant, valable sur les colonnes, le sont également sur les lignes d’une matrice.

Application I1.b.2 : Calculer le déterminant de :

¢) Déterminant et mineur

Définition : Soit M = (mi‘j) . € M, (K). Pour tout (i,j) € [1,n]?, on appelle mineur d’indice (i, ), noté Aij, le

1<ij<

déterminant de la matrice carrée d’ordre n-1 obtenue en rayant dans M la ligne i et la colonne j.

1 1 1

Exemple Il.c.1 : On pose : A = <1 2 4). Déterminer A, 3.
1 3 8

A2,3=|} ; =1x3-1x1=2
1 2 6 1
: r=[|1 5 7 1 . .

Exemple Il.c.2 : On pose : B = 5 1.6 1/ Déterminer Ay 3

2 5 31
Propriété 11.c.3 : Pour tout matrice carrée A = (ai’j)1<ij<n € M, (K), on peut calculer le déterminant de A :

e Par développement par rapport a la j-iéme ligne :
n

det(A) = ) (-1 aya;
i=1
e Par développement par rapport a la i-iéme ligne :

n
det(A) = Z(—1)1+] ai,]'Ai,]'
j=1

Application Ilcb.4 : Calculer le déterminant de B =

N Ul =
Ul U1 N
w o o
Y
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III) Déterminant d’un endomorphisme

a) Invariance par changement de base

Propriété IILa.1 : Soit f € L(E), soit B et B’ deux bases de E. On a alors :
det(matg(f)) = det(matg, (f))

Application Ill.a.2 : Calculer le déterminant de :

0 2 -1
A={3 -2 0
-2 2 1

Définition : Soit f € L(E). On appelle déterminant de f, noté det(f), le déterminant de f dans n’importe quelle base
de E.

Exemple I11.a.3 : Calculer le déterminant que :
" { ]R3 N ]R3
"y z) 2x+y+z,x+2y+z,x+y+ 22)

Exemple II1.a.4 : On pose :

fo{Ralt] > Bl
PP +XP
Calculer le déterminant de f.

Exemple I11.a.5 : Soit ¢ I’application qui, a tout polyndome réel P de degré inférieur ou égale a 2, associe Q défini
par:
x+1
vx € R,Q(x) = f P(t)dt
X

Montrer que @ € L(R,[X]) et calculer det(¢).

b) Conséquence

Propriété IILb.1 : Soit p la projection sur E; parallélement a E, # {Og}. On a alors :
det(p) =0

Propriété I11.b.2 : Soit s la symétrie par rapport a E; dans la direction de E,. On a alors :
det(s) = (—1)4im(E2)

Propriété I11.b.3 : Soit (f,g) € L(E)?.Ona:
(1) det(fog) = det(f) x det(g)
(2) f est un automorphisme < det(f) # 0

On a alors :
1

det(f™1) = et ()

Application II1.b.4 : Déterminer si I’endomorphisme suivant est un automorphisme :
" { R3 N R3
"xyz)P 2x+y+z,x+2y+z,x+y+ 27)




