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Correction DS n°7

|Exercice 1 : Du dénombrement qui a du chien\

Dans cet exercice on donnera les résultats grace aux factorielles ou a I’aide des coefficients
binomiaux, mais on ne demande pas aux étudiants de les calculer.

1) Douze lévriers, numérotés de I a XII, participent a une course canine. La course s’arréte lorsque
huit chiens ont passé la ligne d’arrivée ; les quatre derniers ne sont pas intégrés au classement
genéral.

a) Combien y a-t-il de classements généraux possibles ?

b) Combien y a-t-il de classements généraux ou les chiens IV, IX et II sont respectivement
ler’ 2iéme et 3iéme ?

¢) Combien y a-t-il de classements généraux ou les chiens IV, IX et II occupent les 3
premigéres places ?

2) Un jeu de tarot est constitu¢ de 78 cartes différentes. Trois de ces cartes ont un réle particulier et
sont appelées les bouts. On joue a quatre joueurs (inutile de vous rappeler que le tarot a 5 n’est pas
du tarot !"*). On distribue 18 cartes a chaque joueur et I’ensemble des 6 cartes restantes constituent
ce qu’on appelle le chien (ou I’écart, mais ¢’était moins drdle pour le titre !).

a) Combien y a-t-il de chiens possibles ?

b) Combien y a-t-il de chiens contenant les 3 bouts ?

¢) Combien y a-t-il de chiens contenant au moins un bout ?

1) a) On a 12 possibilités pour le premier, puis 11, puis 10... jusque 5 possibilités pour le premier, ce qui donne :
12!
Card({Classement possible}) = 12X 11 X ... X5 = o
b) On a 9 possibilités pour le 4™, puis 8§ puis le cinquiéme... jusque 5 pour le 8™ ce qui donne :
9!
9X8X..X5= 7
¢) On a trois choix pour le 1¢, puis 2 puis 1, et ensuite on a z—i ppour les suivants, ce qui donne :
9!
3! x a

2) a)Ona:
(768) chiens possibles
b) Il reste a choisir 3 cartes parmi les 75 restantes :
(%)
3
¢) On peut compter tous les chiens qui n’ont pas de bouts, soit :
(5)
6
Ensuite on a juste a faire ’ensemble des chiens possibles privés de I’ensemble des chiens sans bout :
(78) . (75)
6 6
On peut aussi regarder ceux qui ont 1 bout, 2 bouts et 3 bouts soit :
3\ (75 3\ (75 3\ (75
D)+ +G)(E)

Ce qui revient au méme !
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|Pr0bléme 1 : La constante y d’Euler‘
Dans tout cet exercice on pose :

n
vn=>1H, = Z
k=1

Cette série s’appelle la série harmonique (d’ou le H !).

&=

Partie A : Etude asymptotique de H,,
1) a) Démontrer que :

1 1
Vk € N ,mﬁln(k-l-l)—ln(k) SE
b) En déduire que :
vn=>1,In(n+1)<H,<In(n)+1
c¢) En déduire que :
H,~In(n)
On va a présent affiner cet équivalent. Ce n’est pas parce que deux suites (u,) et (v,,) sont
équivalentes qu’elles « se rapprochent » 1’une de 1’autre en +oo.
2) Déterminer deux suites (u,) et (v,,) telles que :
Un +:o Un
{un —Vp > +00
Nous allons voir que I’écart entre H,, et In(n) tend vers une limite finie, appelée y, la « constante
gamma d’Euler », découverte par ce dernier !
Dans toute la suite on pose :

vn > 1,u, = H, — In(n)

3) a) Démontrer que :
-1
Unyq — Up~™ ﬁ

b) En déduire que :

3y € R* tel que H, = In(n) + y + 0(1)

Partie B : La série harmonique alternée, version 1 : A ’aide de la partie A
On veut a présent calculer la limite de :

(D
=y S
k=1

vn € N*!AZTL = HZTL - Hn
2) Exprimer A,,,,, en fonction de H,,,; et H,,.
3) A I’aide de la partie A, déterminer la convergence de (4,,) ainsi que sa limite.

1) Démontrer que :

Partie C : La série harmonique alternée, version 2 : A I’aide de ’intégration
1) Démontrer que :

1
1-o"

V?’l 2 1) An - ln(z) = (_1)n+1 (1 + t)n+1 t
0

2) a) Montrer que :
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1 1

a-on" u™

—dt = dt
1+ )t f 14+u

0 0

b) En déduire que :
1
a-e)m 1

< | — dt<——
0= arom ¥ =ar1

0
¢) En déduire la convergence de (4,,) et sa limite.

Partie A : Etude asymptotique de H,,
1) a) On peut le faire de plusieurs fagcons différentes.
Méthode 1 : Inégalité des accroissements finis :

Soit k € N*. Comme In est C* sur [1; +o[ on peut appliquer 1’égalité des accroissements finis :

flk+1)—f(k) _
k+1—-k

dc, €)k; k + 1] tel que

De plusona:

1 1
k < <k+1=>—<—
“r k+1

On en déduit donc que :

1 1
Vk € N,——<In(k +1) —In(k) < —

k+1
Méthode 2 : Par croissance de I’intégrale
Ona:
ok 41 1 - 1 - 1
vrellk+ 1l mg =Ty
Par croissance de I’intégrale on a :
k+1 k+1 k+1

k

1 1
= S+ 1) —In(l) < -

k+1
Méthode 3 : Par double inégalité et étude de fonction

On peut bien sir étudier les fonctions :

firx » In(1+ x) — In(x) —%

forx > In(1+x) —In(x) — %

Mais cela est plus fastidieux !
b) On sait que :
1
k

Z
}—\

M==v

&
1]
[N

Or on a par télescopage :

1d<f1d<f1d
k+1 5= ) ¥¥=)
k

<In(k+1)—1In(k) <

& =

P -

Z (n(k + 1) — In(k)) <
k=1

&
Il
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Z(ln(k +1) = In(k) = In(n + 1) = In(1) = In(n + 1)
k=1

On en déduit donc que :
vn=>1In(n+1) <H,

n

1
Zk+1= ne1— 1
k=1

vn=>1,H,y; —1<In(n+1)
= Vvn=>1H,y <Inn+1)+1
=Vvn=>2,H,<In(n)+1

De plusona:

On adonc:

Il reste a le vérifier pourn = 1 :

H =1letln(1)+1=1=H, <In(1)+1
On adonc :

vn=1H,<In(n)+1
On en déduit donc que :
vn=>1,In(n+1)<H,<In(n)+1
c)Ona:

In(n + 1) _ H,

> <H, < < —
vn=>2,Inn+1)<H,<Ih(n)+1= NOBRTOR 1+ )

Car In(n) > 0.
De plusona:

1
llrl;n (1 * ln(n)) =1
~In(n+1) 1 L
lim————~—=lim (1 + In (1 + —)) = 1 (par continuité deln en1)
n  In(n) n n
Par le théoréme des gendarmes on en déduit donc que :
lim 2" — 1
. In(n)
Ainsion a :
H,~1In(n)
2) On pose :
vn € Nu, =n®*+netv, =n?
On a alors :
{ u, +:o Un
U, —v, 2>+
3) a)Ona:

vn = 1,u, = H, — In(n)
= Uy — U, = Hyy —In(n+ 1) — H, + In(n)

:n+1+1n(n:£-1)

_ (1 1)
Tn+1 n n+1

Or on sait que :
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2

X
In(1—x) = —x——+0(x?)
x—0 2

On en déduit donc que :

(1) 2z )
a1 n5e n+1 2+ D2 P\ +1)2
On en déduit donc que :

1 1 1 +( 1 )
Ut T T T T+ 1 2+ D2\t 1)?

=_2(n-|1-1)2+0((n-:1)2)

On adonc :
1
un+1_un~_m
Orona:
-1
. 2m+ 1) noN\: o )
llyT = hzn (n+ 1) = 1 (ar continuité de x » x“en 1)
2n?

On adonc :

1 -1
2(n+1)2 2n?

Par transitivité :
-1

Upi1 — Up~ 2n2

b) On sait d’apres le critére de Riemann que :

1 ~1
(2 F) converge = ( ﬁ) converge = (Z (Unst — un)) converge

On en déduit donc que :
3¢ € R tel que :

n
lim " (ess — ) = £
n
k=1
Orona:
n
vn = 1»Z(uk+1 —Up) = Upgy — Uy

k=1

= 3P eER telqueuy,,; —u, =4
On en déduit donc que :
limu,,; =limu, =1+7
n n

On adonc:
lim(H, —In(n) — (1+4)) =0
n
On pose :
y=1+7¢
On a donc :

lim(u, —y) =0
n
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De plus on sait d’apres la question 1, b) que :
vn=>1,0<H,—In(n) <1
On en déduit donc que :
lirrln U, =20=y=>0

De plus si on pose :
Upn =Up — Y
Ona:
v, > 0= v, =0(1)
On en déduit donc que :
u, =y =0(1) = Hy, —In(n) —y = 0(1)
= 3y € R* tel que H, = In(n) + y + 0(1)

Partie B : La série harmonique alternée, version 1 : A ’aide de la partie A

l1)Ona:
2n 1)k-1
ey =, =y D
k=1
_y 1+1 1 1 1
2 n—l
(1+1+1+ -+ ) ( )
3 5 2n—1
(1+1+1+1+ + ! 2 H 2 1H
— — — — __ X — — X —
2 3 5 m—1" an 27"
2)Ona:
1 1
Azn+1=A2n+m=H2n—Hn+m=H2n+1—Hn
3) On sait que :

=In(n) +y + 0(1) = H,, =In(2n) +y + 0(1)
= A,, = Hy, — H, = In(2) + 0(1) - In(2)

De méme on a :

2n+1

Apny1 = Hypyy — Hy = ln( ) +0(1)

Orona:

(2n+1

1
- ) = limIn <2 + %) = In(2) (par continuité delnen 2)
n

lim In
n

On en déduit donc que :
limA,, =limA,,,; = In(2)
n n
Comme tout nombre est pair ou impair, en revenant a la définition de la limite avec les epsilon, on
a:
lim 4,, = In(2):
n

+ oo (_1)k—1
An = ZT = ln(2)



Page 7 sur 18

Remarque : On a démontré dans le cours sur les limites de suite que si u,,, — ¥ et u,, ., = £ alors
u, - 4.

Partie C : La série harmonique alternée, version 2 : A ’aide de ’intégration

1) On peut faire une récurrence :

On pose :

1

* n n+1 (1 B t)n "

vn e N ,?(TL) ="A, — 111(2) = (—1) Wdt
0
Initialisation : n = 1
Al = 1
De pluson a:
1

1 1 1
(1-0t)? 1—t 1 2t+2 1
—1 1+1j— =j = ——j ]
O G o= gy =2 Gror® ) @ o™
0 0

1

=__[1n[(1+t) ]]1+2[ 1+t]

=—In(2)+1
On adonc:
1
1-ot
(—Ditt T o dt = A; —In(2)
0
Hérédité : Soit n un entier naturel supérieur ou égale a 1, fixé. On suppose vraie P (n). On a alors :
1
(1-0)"
Ay —In(@) = (COM | e
0

De plusona:

FA-on

Wdt = j(l — t)n(l + t)_(n+1) dt
0 0

On effectue une [PP :

f (1-6)"1 +¢)" ™D g¢

un (6 =vn(t)

n+1 1
e e f (- i+ - gt
0

1
1 (1 _ t)n+1

= — dt
n+1 (1 + t)n+2
0

On en déduit donc que :

1
(_1)n+1 i (1 _ t)n+1
An - ln(Z) = n—-l-l + (—1) mdt
0
1
—1)nt2 1 — )+l
= A, + eV In(2) = (—1)"*2 a-om

n+1 (1 +t)nt?
0
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Or:

(—1)n+? ="
A — = A
nt n+1 nt n+1

= An+1
On adonc:

(1 _ t)n+1
Apy1 —In(2) = (=1)"*? Wdt
Donc la propriété P (n) est héréditaire.
Conclusion : D’apres le principe de récurrence on a :
1
(1-0"

> _ — (—1n+1 o~
vn = 1,4, —In(2) = (-1) f a1 o t
0

2) a) On pose le changement de variable

1-—t
YTt
On a donc :
1) Bornes :
{t=1=>u=0
t=0=>u=1
2) Calcul du dt
1t A+t)=1-t=t(1+uw) =1 poa
= — — —_ - = — ey =
u 1+t b b v 14+u
—1+uw)->0-u) -2
= dt = du = ——=d
(1+u)? “Tarwr™
3) On remplace :
1 1
(1—1¢)" dt—f(l_t>n>< 1 it
A+t ) \1+¢ 1+t
0
Ona:
1—-—u 2
1+t:1+1+u:1+u
On a alors :
1 1 0 1
(1—t)” fl—t 1 fn 14+u 2 ]u”
X X du = dt
(1-+t)"+1 1-+t b 2 T (d+u)? 1+u
0 1 0
b)Ona.

vuel0;1],1<1+u<?2

1
<1(carxw o est décroissante)

un

T 14u
1
u

<u" (car u™ = 0)
1
dt < ju" dt

0

1+u

U

(e]

In
O\

D’apres la croissance de I’intégrale.
Orona:
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1
[
u =
n+1
0

On adonc:
1
__ \n
S &dtgi
(14 ¢)n+t n+1
0
On adonc:
1
> < — < -
vn=>1,0< |4, ln(2)|_n+1
Orona:
li ! =0
1rrlnn+1_

Donc d’apres le théoréme des gendarmes :
lim|A4,, —In(2)| =0
n

On en déduit donc que :
limA, = 1In(2)
n

\Probléme 2 : Endomorphismes échangeurs\

Définition : Soit E un espace vectoriel et u € L(E). On dit qu’un endomorphisme est échangeur
si et seulement s’il existe deux sous-espaces vectoriels F et G de E tels que :

E=F®G
{u(F) CG
u(G) € F
Partie A : Un exemple dans R3
On pose :
]R3 N ]R3

X VA
f: <y>'—>< —2x—y>
VA 2x+y+z
X
F={<y>ER3telque—y+z=0}

e

a) Montrer que R® = FOG
b) Démontrer que fest échangeur.

1) Montrer que f € L(R?).
2) On pose :

Dans les deux parties suivantes, nous prenons E un espace vectoriel de dimension finie,
u € L(E) tel que :




Page 10 sur 18

= ¢, +
31, 9) € (LE)) tel que {(¢1>2u = (ZZ)Z inOL(E)

Partie B : Cas ou u est un automorphisme

Dans cette partie on suppose que u € GL(E).
1) a) Démontrer que :
¢? = 0,5 = Im(¢) < ker(¢)
b) En déduire que :

dim(ker(¢)) = %dim(E)

2) Sachant que u est un automorphisme de E, démontrer que :

a) E = ker(¢,) ® ker(¢,)

b) Montrer que ker(¢,) = Im(¢,) et ker(¢,) = Im(¢,)
(Indice : On pourra raisonner sur rg(¢,) et rg(¢,)).

c) Démontrer que u est un échangeur.
Partie C : Cas ou u n’est pas un automorphisme

Dans cette partie on suppose que u n’est pas un automorphisme.
On note :

Vk € N, F, = Ker(u®) et G, = Im(u®)
1) a) Montrer que :
Vk €N, F, C F,4
(On dit que la suite d’espaces vectoriels (F ) ey €St croissante au sens de 1’inclusion).
b) Montrer que :
Vk € N, Gk+1 (@ Gk
2) a) On pose A = {k € N, F, = F;,,1}. Montrer que A est non vide.
b) On pose p = min(4). Montrer que p = 1.

c¢) Montrer que :
Vk = p,F, = F, et G, = G,
(Indice : On pourra faire une récurrence sur k).
3) a) Montrer que F,,, est stable par u (c’est-a-dire que Ve € F,,,u(e) € Fy,)
b) On pose
,{F 2p = Fap
Up: ,
x ~ u(x)
On dit que u, est I’endomorphisme induit par u sur F,,,. (On peut le faire car F;,, stable par u).
Montrer que u, est nilpotent, c’est-a-dire :
3m € N, tel que (ug)™ = Oy (g
4) a) Montrer que G5, est stable par u et que I’endomorphisme u, induit par u sur G, est un
automorphisme.
b) Montrer que ¢, et ¢, commutent avec u?. En déduire que G,y est stable par ¢, et ¢,.
5) a) Montrer que E = F,,®G5),.
b) On admet dans cette question que tout endomorphisme nilpotent d’un espace vectoriel
de dimension finie est un échangeur. Montrer que u est un échangeur.

( c'est —a—direu, = u|F2p)

Partie A : Un exemple dans R3
On pose :




R3 - R3
) x y—z
f' <y>|—>< 22—2}1 )
z 2x—y+2z
V1€ R, V(e e,) € (R3)?,
X4 X, Axy + x,
f(le; +e)=f 1 ()’1) + ()’2) =f (ﬂ}ﬁ + }’2>
Z Zy Az + 7,
(Ayy +y2) — (A2, + z5)
2(Az; + z3) — 2(Ay; + y2)
2(Ax1 + x3) — (Ay1 + y2) + 2(A2, + 2,)
V1= 24 Y2 — 23
= /1( 22y — 2y, ) + ( 2z, — 2y, ) = Af(e) + f(eyp)
2xy — Yy, + 224 2%y — Y, + 22,

l1)Ona:

Donc f € L(R3)

2)Ona:
x X 1 0
e=(y>EF<=> e=<y> Cary=z<:>e=x<0>+y<1>
Z y 0 1
Ainsiona :
1 0
F=vect||0];]1
0 1
De plus :

1 0
(0) et (1) ne sont pas colinéaires donc forment une base de F.

0 1
De pluson a:
0 0
G = {(0);2 € R} = vect (0)
z 1
0
Donc (0) forme une base de G.

1

1 0 0
Montrons que B = (0) ; (1) ; (0) forme une base de R3.
207, M7 M/

=e; =ez =e3
_Card(B) = 3 = dim(R3?)
_ Il suffit donc de montrer que B est libre.
On résout :

0
Ares + Ae; + Azez = <0>
0
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A=0
= { A, =0
Ay +1;=0
Donc B est libre. Donc comme son cardinal est 3, B est une base de R3.

b)Ona:
X X 0
Ve=()’>EF,f(e)=f (3’) =< 0 >=(x+y)e3EG
y y x+y

0 A

Ve = (0) € G,f(e) = (22) == :Vf(e) = Zf(e) = f(e) eEF
VA 2z

Donc f est un échangeur.

Partie B : Cas ou u est un automorphisme

lI)a)Ona:

e € Im(¢p) = Je, € Etel que e = ¢p(e;) = ¢p(e) = ¢p?(e;) = 0 = e € ker(¢)

Donc
¢* = 0, = Im(¢) c ker(¢)

b) On sait d’apres le théoréme du rang que :
rg(¢) + dim(ker(¢)) = dim(E)
Or Im(¢) c ker(¢p) = rg(¢) < dim(ker(¢))

On adonc:

dim(E) = rg(¢) + dim(ker(¢)) < 2 dim(ker(¢p))
= dim(ker(¢)) > %dim(E)

2) a) Montrons que ker(¢,) Nker(¢,) = {0z}

On pose :
e € ker(¢,) Nker(¢,)

On adonc :
u(e) = (¢1 + ¢,)(e) = p1(e) + Pp,(e) = 05 = e € ker(u)
Or u est un automorphisme donc ker(u) = {0z} donc e = 0.

On adonc:

ker(¢;) Nker(¢,) = {0g}

On a donc :

ker(¢,) + ker(¢,) = ker(¢,) ® ker(¢,)

De plus on sait d’apres la question précédente que :
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dim(ker(¢)) = %dim(E) = dim(ker(¢,)) + dim(ker(¢,)) = dim(E)
Or on sait que :

ker(¢,) @ ker(¢,) € E = dim (ker(q.’>1) @ ker(qbz)) < dim(E)

Comme on a une somme directe on a :

dim (ker(¢,) @) ker(#,)) = dim(ker(¢,)) + dim(ker ($,))

Donc a donc :

dim(ker(¢,)) + dim(ker(¢,)) = dim(E)
{dim(ker(qbl)) + dim(ker(¢,)) < dim(E)

Donc dim(ker(¢,)) + dim(ker(¢,)) = dim(E)
On a donc :

E = ker(¢,) ® ker(¢;)

b) On sait d’apres le théoréme du rang que :

{rg(¢1) + dim(ker(¢,)) = dim(E)
rg($y) + dim(ker($,)) = dim(E)

On a donc :
rg(¢1) + dim(ker(¢,)) +rg(¢,) + dim(ker(¢,)) = 2 dim(E)

Or dim(ker(¢,)) + dim(ker(¢,)) = dim(E).
On a donc :

rg(¢,) +rg(¢2) = dim(E)
De plus on a : Im(¢;) < ker(¢;) donc rg(¢,) < dim(ker(¢,))
Si:
Im(¢,) est inclus strictement dans ker(¢,), alors rg(¢,) < dim(ker(¢,)) et donc :

rg(s) +rg(¢,) < dim(ker($,)) + dim(ker(¢,))
= 19(¢1) +19(¢,) < dim(E)

Impossible. De méme nous ne pouvons avoir rg(¢,) < dim(ker(¢,)).

On adonc:

{ Im(¢;) c ker(¢;)

dim(Im(¢;)) = dim(ker(¢;)) = Im(¢;) = ker(¢;)

c)Ona:
E = ker(¢,) ® ker(¢,)
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De plus :
Ve, € ker(¢,),u(ey) = (¢; + ¢,)(ez) = ¢p1(ey) + p,(e;) = py(e;)

=0E

= u(e,) € Im(¢,) c ker(¢p,;) = u(e,) € ker(¢,)

De méme on a :

Ve, € ker(¢,),ule;) = (¢1 + ¢2)(e1) = ¢py(eq) € Im(¢,) < ker(¢p,)
Doncona:
u(ker(¢,)) < ker(¢,) et u(ker(¢,)) < ker(¢,)
u est donc un échangeur.

Partie C : Cas ou u n’est pas un automorphisme

l1)Ona:

Ve € Fi,uk(e) = 05 = u**1(e) = u(u(e)) = u(0p) = 0; = e € Fyy
= VkeN,F,c Fy 4
b) De méme on a :
Ve € Giy1,3e; € E tel que e = u**(e;) = uk(uley)) = e € Gy
= VkeN, G, C Gy
2) a) On pose :
A={k €N, F = Fi4}
On raisonne par I’absurde :
SiA=0
On a donc :
Vk €N, F, # Fyyq
De plus on a démontré a la question précédente que :
Fy € Fypq = dim(Fy) < dim(Fyyq)
Si:
Fy # Fiyqy = dim(F,) < dim(Fy,4 )
On pose :
vk € N,u;, = dim(F)
On en déduit donc que (u,,) est une suite strictement croissante d’entier naturel. Ainsi u,, - +oo
Or on sait que :

vn € N,u,, < dim(E)



Cela est donc impossible. On en déduit donc que A est non vide.
b) Soitp = min(A) EN.Sip=0=F, =F,
Or Fy = dim(ker(u®)) = dim(ker(Id;)) = 0
De plus u n’étant pas inversible, dim(ker(u)) = 1. Donc dim(F,) < dim(F,)
Ainsip > 1.
On pose :
Vk>p,P(k) ="F, =F,etG,=G,"
Initialisation : k = p. Immédiat.
Hérédité : Soit k = p un entier naturel. On suppose que :
F. = F, et G, = Gy
Montrons que :
Fyp1 = Ey et Gyyq = Gy

1“cas : Fy .4 = Fp

On sait que F;, € Fy,;. Montrons I’inclusion réciproque.
Ona:
e € Frpp = ufkti(e) = 0 = u¥(u(e)) = 0p = ule) € Fy
= u(e) € F, (d'apreés l'hypothesede récurrence !)
= uP(u(e)) = 0y = uP*'(e) = 0y = e € F,yy
Or on sait d’apres la définition de p que F, = F,,;. Donc e € E,.
Donc Fyy1 € B, = Fyiq = E,.

2¢me cas : Gpyq = G,

On sait que Gy, € Gi. On en déduit donc que :

dim(Gy,44) < dim(Gy)
De plus on sait d’apres le théoréme du rang que :

dim(Gy) + dim(F,) = dim(E) = dim(Gy,,) + dim(F,,,)

Or nous avons démontré précédemment que Fj,,; = F;. On en déduit donc que :

dim(Gy1) = dim(Gy)
Donc Gyy1 = Gy = Gy,
Conclusion : On conclut d’aprés I’hypothése de récurrence.

3) a)Ona:
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Ve € F,,, u?(e) = 0 = u(u?(e))) = u(0p) = 05y = u?*(u(e)) = 0
= u(e) = 0g
b)Ona:
Ve € Fp,,u?P(e) = 0y = (uy)* = Oy
Donc u4 est nilpotente d’ordre 2p.
4) a)Ona:
Ve € G,p,3e; € E tel que u®?(e;) = e = u(e) = u(u?(e))) = u?(u(e,))
= u(e) € Gy,
b) On cherche ker(u,).Ona:
e € ker(u;) = u,(e) = 0p = u(e) = 0g ete € Gy,
= Jde, € E tel que u(e) = 0; et e = u??(ey)
= u??*1(e;) = 0p = €4 € Fpyq
On en déduit donc que e; € Fyp4q
Or on sait que :
Fopyr1 = Fppcar2p+1>p
On a donc :
e; EF,y > u?(e)) =0p =e

Donc ker(u;) = {0z} donc u, est un automorphisme.

b)Ona:

U=+ ¢, = u? = (@1 +¢,)° = d7 + $100, + P00, + PF = Pr0h, + P00,
Ainsiona :

p10(u?) = p,0(P100; + P,00,) = (p7)op, + p10P,0p, = Pp10¢,0¢,
De méme on a :
uop; = ($109; + $,091)0¢; = $100,00; + Pp,0($1)* = Pp0¢,00,
Ainsi ¢, est u? commutent, de méme que ¢, et u? de fagon analogue.
Ona:
e € Gy, = e, € E tel que e = uP(ey) = (u?)?(ey)
= ¢,(e) = ¢10((u2)p(e1)) = (¢10(u2))(e1) = (u20¢1)(e1) = UZp(¢1(e1))

= ¢1(€) € GZp
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Ainsi G, est stable par ¢;. On fait de méme avec ¢,.
5) a) On sait déja d’aprés le théoréme du rang que :
dim(F,,) + dim(G,,) = dim(E)
Soit e € F5, N G3p,. On a alors :
u??(e) = 0g et e = u??(e;)
On en déduit donc que :
u?(u?(e))) = 0= e, € Fy,

Or4p22p2p=>€1€F2p=>u2p(€1)=0E=€

Ainsion a :
F5, N Gy, = {05}
On a donc :
E = F,,®G;,
b)Ona:

Ve € Fy,,u(e) = uy(e)

Or uy est nilpotente donc c’est un échangeur. Il existe (4, By) € (sz)z tel que Ag@®B, = F,,, tel

que :
uy(4,) € By et u(B,) c A,
De plusona:
Ve € Gyp,ule) = ¢,(e) + ¢, (e)
Or ¢, et ¢, sont stables par G, donc on peut construire I’endomorphisme induit ¥, et ), tel que :

by {GZP = Gap
“le - gile)
On a alors :
w; =, + 1, automorphisme et Y7 = P35 = O
D’apres la partie B, on sait que u, est un échangeur. On a donc :
3(A,,B;) € (Gzp)2 tel que A;@®B; = G,y et :
u;(A;) € By etu(B,) c A,
On a donc :

E = F;,®G,, = (Ag®B,)®(A,®B,)

En prenant une base de chaque A,, A,, B;, B, puis en les permutant on a :
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E = (4y®A,)®(B,®B,) = ADB
De pluson a:

Va € A,3(ay, a,) € Ay X A tel que u(a) = u(ay) + u(a,) = ug(ay) + u,(a;) € By X B, €B
€B, €B;

De méme :

Vb € B,3(by, b;) € By X B, tel que u(b) = u(by) + u(by) = uy(by) + u,(by) € Ay X AL €A

€Ag €EAq

Donc u est un échangeur.



