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DS n°7

\Exercice 1 : Du dénombrement qui a du chien\

Dans cet exercice on donnera les résultats grace aux factorielles ou a 1’aide des coefficients
binomiaux, mais on ne demande pas aux ¢étudiants de les calculer.

1) Douze 1évriers, numérotés de I a XII, participent a une course canine. La course s’arréte lorsque
huit chiens ont passé la ligne d’arrivée ; les quatre derniers ne sont pas intégrés au classement
genéral.

a) Combien y a-t-il de classements généraux possibles ?

b) Combien y a-t-il de classements généraux ou les chiens IV, IX et II sont respectivement
ler’ 2iéme et 3iéme ?

c¢) Combien y a-t-il de classements généraux ou les chiens IV, IX et Il occupent les 3
premieres places ?

2) Un jeu de tarot est constitué de 78 cartes différentes. Trois de ces cartes ont un role particulier et
sont appelées les bouts. On joue a quatre joueurs (inutile de vous rappeler que le tarot a 5 n’est pas
du tarot !"*). On distribue 18 cartes a chaque joueur et I’ensemble des 6 cartes restantes constituent
ce qu’on appelle le chien (ou I’écart, mais c’était moins drdle pour le titre !).

a) Combien y a-t-il de chiens possibles ?

b) Combien y a-t-il de chiens contenant les 3 bouts ?

¢) Combien y a-t-il de chiens contenant au moins un bout ?

‘Probléme 1 : La constante y d’Euler‘
Dans tout cet exercice on pose :

n

1
vn = 1'Hn :zz

k=1
Cette série s’appelle la série harmonique (d’ou le H !).

Partie A : Etude asymptotique de H.,
1) a) Démontrer que :

1 1
T < _ < -
VkEN,k+1_ln(k+1) ln(k)_k

b) En déduire que :
vn>1,In(n+1) <H,<In(n)+1
c¢) En déduire que :
H,~In(n)
On va a présent affiner cet équivalent. Ce n’est pas parce que deux suites (u,,) et (v,,) sont
équivalentes qu’elles « se rapprochent » I’une de 1’autre en +oo.
2) Déterminer deux suites (u,) et (v,) telles que :
Up ~ VUp
+00
{un — v, = +00
Nous allons voir que I’écart entre H,, et In(n) tend vers une limite finie, appelée y, la « constante
gamma d’Euler », découverte par ce dernier !
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Dans toute la suite on pose :
vn = 1,u, = H, — In(n)

3) a) Démontrer que :
-1

Upyp — Up~ 2

b) En déduire que :
Jy € R* tel que H, = In(n) +y + 0(1)

Partie B : La série harmonique alternée, version 1 : A ’aide de la partie A
On veut a présent calculer la limite de :

k=1

1) Démontrer que :
vn € N%, A,,, = H,,, — H,
2) Exprimer A,, ., en fonction de H,, ;1 et H,.
3) A l’aide de la partie A, déterminer la convergence de (A,,) ainsi que sa limite.

Partie C : La série harmonique alternée, version 2 : A ’aide de I’intégration
1) Démontrer que :

1
a-o"
vz 1A, —In@) = (DM | G de
0

2) a) Montrer que :

1 1
(- o dt—j Y
A+ ) 14u
0 0

b) En déduire que :
1
0 < a-on it < 1
“J @A+t Tn+1
0

¢) En déduire la convergence de (4,,) et sa limite.

]Probléme 2 : Endomorphismes échangeurs\

Définition : Soit E un espace vectoriel et u € L(E). On dit qu’un endomorphisme est échangeur si
et seulement s’il existe deux sous-espaces vectoriels F et G de E tels que :

E = F®G
{u(F) cG
u(G) € F
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Partie A : Un exemple dans R3
On pose :

R3 - R3

X Z
f: (y>'—>< —2x—y>
7 2x+y+z

x
F={(y>E]R3telque—y+z=0}

Z

0
6 ={(0>;26R3}
z
a) Montrer que R3 = FOG

b) Démontrer que fest échangeur.

1) Montrer que f € L(R3).
2) On pose :

Dans les deux parties suivantes, nous prenons E un espace vectoriel de dimension finie, u €
L(E) tel que :

u=¢;+ o,

(1, ¢) € (L(B))” tel que {(cpaz = (¢2)* = Ogpy

Partie B : Cas ou u est un automorphisme

Dans cette partie on suppose que u € GL(E).
1) a) Démontrer que :
$? = 0y = Im(9) C ker(¢)
b) En déduire que :

dim(ker(¢)) = %dim(E)

2) Sachant que u est un automorphisme de E, démontrer que :

a) E = ker(¢,) @ ker(¢2)

b) Montrer que ker(¢,) = Im(¢,) et ker(¢,) = Im(¢,)
(Indice : On pourra raisonner sur rg(¢,) et rg(¢,)).

¢) Démontrer que u est un échangeur.
Partie C : Cas ou u n’est pas un automorphisme

Dans cette partie on suppose que u n’est pas un automorphisme.
On note :

vk € N,F, = Ker(u®) et G, = Im(uk)
1) a) Montrer que :
Vk €N, F, C Fiyq
(On dit que la suite d’espaces vectoriels (F; ) ey €st croissante au sens de 1’inclusion).
b) Montrer que :
Vk €N, Gyy1 C Gy
2) a) On pose A = {k € N, F, = Fj,.,}. Montrer que A est non vide.
b) On pose p = min(A). Montrer que p = 1.
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¢) Montrer que :
Vk =p,F, =E, et Gy =G,
(Indice : On pourra faire une récurrence sur k).
3) a) Montrer que F,,, est stable par u (c’est-a-dire que Ve € F,,,u(e) € F,))
b) On pose
,{F 2p = Fap
Up: ,
x - u(x)
On dit que u, est I’endomorphisme induit par u sur F,,,. (On peut le faire car F;,, stable par u).

( c'est —a—direuy, = u|sz)

Montrer que u, est nilpotent, c’est-a-dire :
Im € N, tel que (ug)™ = Oz

4) a) Montrer que G, est stable par u et que I’endomorphisme u, induit par u sur G, est un
automorphisme.

b) Montrer que ¢, et ¢, commutent avec u?. En déduire que Gy est stable par ¢, et ¢,.
5) a) Montrer que E = F,,@G,.

b) On admet dans cette question que tout endomorphisme nilpotent d’un espace vectoriel de
dimension finie est un échangeur. Montrer que u est un échangeur.



