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Correction DS n°8

|Exercice : Saut d’une puce\

Une puce se déplace a chaque unité de temps sur les quatre sommets, nommeés
A, B, C et D, d’un carré selon le protocole suivant :
e A I’instant 0, la puce se trouve sur le sommet A
e Sial’instantn > 0, la puce se trouve sur le sommet 4, elle sera a I’instant n + 1 sur

le sommet A avec la probabilité % et sur le somme C avec la probabilité %

e Sial’instant n > 0, la puce se trouve sur le sommet B, elle sera a ’instant n + 1 sur
le sommet A avec la probabilité % et sur le somme C avec la probabilité %

e Sial’instantn > 0, la puce se trouve sur le sommet C, elle sera a I’instant n + 1 sur
le sommet B avec la probabilite % et sur le somme D avec la probabilité %

e Sial’instantn > 0, la puce se trouve sur le sommet D, elle sera a I’instant n + 1 sur
ey 2 e 1
le sommet D avec la probabilité 5 etsur le somme B avec la probabilite p

Pour tout entier naturel n, on note :

A, = « La puce se trouve au sommet A»

B,, = « La puce se trouve au sommet B»

C,, = « La puce se trouve au sommet C»

D,, = « La puce se trouve au sommet D»

1) Préciser les valeurs de IP(4,), P(By), P(Cy), P(Dy).
2) Montrer que :

2 1
vn € N,P(4p41) = §P(An) + E]P(Bn)

3) Exprimer de méme P(B,,41), P(C,4+1), P(D,,4+1) en fonction de
P(4n), P(By), P(Cy), P(Dy).
4) Déterminer : Vn € N, P(4,,) + P(B,) + P(C,) + P(D,).

5) On pose :
P(A4n) 1 /0 1/4 3 0
vneNU,=|P(B,) |, V==z|1]etR==[-2 -2 1

P(C,) 0 6\2 3 o
Quelle relation existe-t-il entre U, 4, U, R etV ?
6)  a) Déterminer une matrice L € M5(R) vérifiant L = RL +V
b) Démontrer que :
vneN, U, =R"(Uy—L)+1L
7) On pose M = 6R et on appelle f I’endomorphisme canoniquement associ¢ a la matrice
M.
8)  a) On définit Qy, (1) = det(M — Al3). Montrer que Q,, est un polyndme de degré
trois, possédant trois racines réelles, a déterminer, A, 1,, A5 tel que 4, < 1, < A3.
b) Pour tout k € {1; 2; 3}, déterminer une base de chaque sous-espace E}, =
ker(M — A, l3) = ker(f — A ldgs).
c¢) On pose By, = (ey, e,, e3) ou e, = vect(E,). Montrer que B est une base de R3.
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(Conseil : Je vous conseille de prendre des coordonnées enticres pour les e;).
d) Ecrire la matrice de f dans la base B, appelé A.
e) Quelle relation existe-t-il entre les matrices M et A ?
9) Indiquer une méthode de calcul de R™ (on ne demande pas une expression détaillée.
10) a) En déduire la limite de U,, (c’est-a-dire de chacune des composantes de la colonne
U,) lorsque n = +oo.
b) Déterminer lirrln P(D,).

11) Si ’on décide d’écraser cette puce, ou vaut-il mieux frapper ?

1) Comme la puce esten A a I’instantn = 0, on a :
[P(49) = 1,P(By) = P(Cy) = P(Dy) = 0
2) D’aprés la loi des probabilités totales :
vn € N,P(4n41) = P(Ant1 N4p) + P(Any1 N By) + P(Anyq N G) + P(Apyy N DY)
Orona:

2
P(Aps1 NA,) = ]PAn(An+1) X P(4,) = §P(An)
De méme on a :
1
P(An1 N By) = ]P)Bn(An+1) X P(4,) = §]P)(An)

On a donc :

2 1
Vi € N, P(An11) = 5 P(4,) +5 P(By)

3) On a de méme :
vn €N, IP(Bn+1) = ]P(Bn+1 n An) + ]P)(Bn+1 N Bn) + ]P)(Bn+1 N Cn) + ]P(Bn+1 N Dn)

1 1
— P(Bn+1) = E P(Cn) + §]P(Dn)

Enfin on trouve :

1 1
P(Cpi1) = § P(4,) + 5 P(B,)

2
1 2
P(Dn+1) = E]P)(Cn) + §]P(Dn)

4) On sait que :
P(Q) =1= vneN,P(4,) + P(B,) + P(C,) + P(D,) =1]

5)Ona:
E]P’(A )+l P(B,,)
PULD\ (3 2 w
Un+1 = [P(Bn+1) = | E ]P)(Cn) +§P(Dn) |
P(Crt1)

\1 P(A 1[P) B /
§ ( n) + E ( n)
Or on sait que :

P(Dn) =1- P(An) - ]P(Bn) - ]P)(Cn)
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On a donc :
2 1
ZP(4,) + P(By) \
1 1
Un+1 = E P(Cn) + § (1 - P(An) - [P)(Bn) - P(Cn))
1 1
5 ]P(An) + EP(Bn)
2 1
/ ZP(Ay) +5 P(By)
1 1 1
__P(An) - [P)(Bn) + EP(Cn) + §
1
\ P(An)+ ~P(B,)
1/4 3 0 lP’(An) 1 /0
6(—2 -2 1) P(B,,) +§<1>
2 3 0/ \P(C,) 0
a
6) a)Onposel = <b> On résout :
c
a 1 4a + 3b 1 0
L=RL+V=>(b>=g —2a—2b+c +§ 1
c 2a + 3b 0
( 2 1b—0 (3
@734 73° = 2a =3b T
1 1 1 1 2 8b =2 1
=<{b+-a+=b+-c==-= a+1+C1 =1 b=-
3 3 6 3 c=—a+-b 5
11 372 1
L c—§a—§b—0 kC—g
b) On raisonne par récurrence.
On pose :

vneN, P, ="U,=R"(U,—L) + L"
Initialisation : n = 0
Ona:

R°(Uy— L)+ L=1Uy— L)+ L =u,
Hérédité : Soit n un entier fixé. On suppose vraie P,.
Ona:
Up+1 =RU,+L=R[R"(Uy—L)+L]+1L
=R"Y(Uy,—L)+RL+L
=L

=R (Uy—L)+ L
Donc la proposition est héréditaire.
Conclusion : D’apres le principe de récurrence, on a :

vneN, U, =R"(Uy,— L)+ L
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7) On pose :
4 3 0 4— 2 3 0
M=<—2 -2 1>=det(M—)LIg)= -2 =2-1 1
’ >0 2—1 1 22 1 ’ -
=(4_’1)| 3 _,1|_3|2 —,1|
=4 -D[A2+ 1) —3]-3[24—-2]
=@4-2DA%*+21-3)-6(1—-1)
=4-1H)A-1)A+3)—-6(1—-1)
=A-D[A-1)A+3)—6]
=(A-1D[-22+1+6]
=—A1-1)1-3)(1+2)

On a donc :
AM==-2,1=1etA;=3
Ona:
E, = ker(f — A11dg3) = ker(M + 21I3)

1
On cherche donc e; tel que Me; = —2e;. On résout et on peut poser : e; = <—2).

2
De méme on cherche :

Mez == ez.

1
On résout et on peut poser : e, = (—1)
-1
Enfin on résout :
De méme on cherche :

Me3 - 333.
-3
On résout et on peut poser : e; = ( 1
-1
c¢) On pose :
1 1 -3
5 - (_2 , _1), 1)
2 -1 -1
Ona:
1 1 -3
-2 -1 1|(=-10%#0
2 -1 -1

Donc B est une base de R3.
d)Ona:

e) On pose :
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1 1 -3
P= (—2 -1 1 )
2 -1 -1

M = PAP ]

1 m 1 1
R" = (—M) — 6—n(PAP‘1)n = aPA”P‘1 (par récurrence immédiate)

() o o)

R*=P| 0 1/6® 0 [p?!
\ )/
00 (g

U,=R"(Uy—L)+1L

10) a) On sait que :

Orona:
llm Un = 03
n

On en déduit donc que :

b) On a donc :

HmP(D.)=1—— 2.3
imP(Dy) =1-70-==77

11) Si on veut écraser la puce, il vaut mieux frapper en A ou D.

|Pr0bléme I : Interpolation de Hermite\

Soient (a,b) € R? tel que a < b et f une fonction dérivable de [a, b] a valeur dans
R (f € D([a, b],R)).
Partie A : Polynome d’interpolation de Hermite

On considere 1’application :

R;[X] - R*
"|P = (P(a),P'(a),P(b),P' (b))

1) Démontrer que ® € L(R;[X], RY).
2) Démontrer que ® est un isomorphisme.
3) En déduire que :
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Vf € D([a,b],R),A!'H € R;3[X] tel que H(a) = f(a),H'(a) = f'(a), H(b)
= f(b),H'(b) = f'(b)

Partie B : Intégrale du polynome d’interpolation de Hermite
On introduit I’application :

( Rs[X] - R
b
(p:{kp H!P(t)dt

On note &, et £, les bases canoniques respectives de R et R*. Pour tout k € [[0; 3], on
pose P, (X) = (X — a)* puis B = (P, P;, P, P3). Pour simplifier les écritures, on notera
6=b—a.

1) Démontrer que B est une base de R5[X].

2) Déterminer la représentation matricielle de 1’application linéaire ® relativement aux
bases B et £,. On note A cette matrice.

3) Montrer que A € GL,(R) et :
1 0 0 0
/ 0 1 0 0 \

-1 = | 3 2 3 1 |
B 6? 6 062 6
2 1 2 1
53 52 53 42
4) Justifier que I’application ¢ est linéaire et déterminer sa représentation matricielle
relativement aux bases B et £;. On notera B cette matrice.
5) Soit f € D([a, b], R) et H € R3[X] définie a la question 3 de la partic A.

Montrer que :
b

o 52
| H@de =5 (F@ + 1)) + 35 ('@ = ' ®))

a

Partie C : Controle de ’erreur commise sur ’intégrale
On suppose a présent que f est de classe C*.
1) Montrer que :

IM € R* tel que Vt € [a,b],|f® ()| < M
2) On note h la fonction polynomiale d’interpolation de Hermite de f sur [a, b]. On pose
d=f—h.
a) Justifier que f est de classe C* sur [a, b] et que d® = f&).
b) Démontrer que d’ s’annuler en trois points distincts sur [a, b] puis que
d®) s’annule sur [a, b].
¢) Démontrer que lemme suivant :
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Lemme : Soit g € D([a, b], R). On suppose qu’il existe ¢ € [a, b] tel que g(c) = 0 et
K = 0 tel que Vt € [a,b],|g'(t)| < K. Alors :
vt € [a,b],|g(®)| < K(b—a)

d) En déduire que :
vt € [a,b],|d(®)| < M(b — a)*

3) Soitn € N*. On pose s = (to, ty, ..., t,) la subdivision réguliére du segment [a, b].
Pour tout k € [0; n — 1], on pose h;, la fonction polynomiale d’interpolation de Hermite
de f sur le segment [ty, t41]. Dorénavant, on réemploie la lettre h pour définir la fonction
définie sur [a, b] par h(b) = f(b) et dont la restriction sur [ty, tx,[ est égale a h;, pour
tout k € [0,n — 1].

a) Montrer que la fonction h est de classe C! sur [a, b].

b) Soit k € [0,n — 1]. Donner une majoration de |ft1:‘+1[f(t) — hk(t)]dt|

dépendant de M, a, b et n.

c) Montrer que :
b

b Iy 5
ff(t)dt — f h(t)dt| < F(b —a)

a

Partie A : Polynome d’interpolation de Hermite
I) Ona:
V(A, P, P,) € RX R3[X], (AP, + P,)
= ((AP1 + P;)(a), (AP, + P,)'(a), (AP; + P,)(b), (AP, + Pz)’(b))

Or on sait que :
(AP, + P,) = AP + P,
De méme on a :
(AP; + Py)(a) = AP;(a) + P,(a)
On a donc :
V(4, P, P,) € RX R3[X], (AP, + P,)
= A(Pl(a)»P1’(a):P1(b):P1’(b)) + (Pz(a):le(a)»Pz(b);le(b))
= AP (P,) + ®(P,)
Donc ® € L(R;[X], R*)
2) Démontrer que ® est un isomorphisme.
Ona:
®(1) = (1,0,1,0),, et
®(1) = (1,0,1,0)
®(X)=1(a,1,b1)
®(X?) = (a?, 2a,b?,2b)
®(X3) = (a3,3a? b3,3b?)
On a donc :
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1 a az a3
0 1 2a 3a?
mat(l,X,Xz,X3),Bc(]R4)(cD) =11 l;lz b%
0 1 2b 3b2
Ona:
1 a a2 a3 1 a aZ a3 5
0 1 2a 3a?|_10 1 2a 3a? _ 1 2a 3a
= =b—a b?—a®* b3-ad
1 b b2 p3 0 b—a b%2—a?* b3-ad 1 2h 3?2
0 1 2b 3b? 0 1 2b 3b?
1 2a 3a? 1 2a 3a?
=b-a)|1 b+a b +ab+a’?|=0b-a)|0 b—a b>+ab-2a?
0 2(b—a) 3(*-a? 0 2(b—a) 3(b%*-a?

_ 4 ~2|b—a b*+ab—2a?
=b-a7, 3(b + a)
1 b+ 2a
=(b—a)32 3(b+a)=(b—a)4¢0

On en déduit donc que @ est inversible, ¢’est donc un isomorphisme.

3) 11 suffit de prendre f € D([a, b], R), cela crée un unique 4-uplet
(f(a),f’(a),f(b),f’(b)) et comme @ est un isomorphisme, on a ’unicité de H € R3[X].

Partie B : Intégrale du polynome d’interpolation de Hermite
1) B est une famille de polynomes échelonnés et |B| = 4 = dim(R5[X]).
2) Ona:

®(1) = (1,0,1,0)
dX—-—a)=(0,1,b—aqa,1)
®(X?) = (0,0,(b —a)?,2(b—a))
®(X3) =(0,0,(b—a)3,3(b —a)?
®(1) = (1,0,1,0)
d(X—-—a)=1(01,6,1)
O((X —a)?) = (0,0,62,26)
d((X —a)®) = (0,0,63,362)
On a donc :

0
0
63

OROm
> e o

0
1
6
1

26 362




3)Ona:

O = O

0
1
o
1

0 0
0 0
52 53
28 367

Donc A € GL,(R) et :

4)Ona:

S OO K

1 0 0 0
0o 1 oo\
3 2 3 1|
5 5 62 5 |
2 1 2 1
53 52 83 62
1 0 0 0
0o 1 0 0
3 2 3 1
=178 "5 82 6|
\z 1 21/
83 52 53 82

Donc ¢ est linéaire. De pluson a :

On adonc:

5) On sait que H € R3[X].On a:

Ona:

a
Avec :

6)Ona:

b
f H(t)dt = o(H)

= 4

a

(p(X—a)=7

(p(1)=b—-a=§

3

o)
(X —a)®) = 3

4

5 o)
up((X—a) ):Z

matgc (@) = (5

8% 63 &4
'7’?1)

e

u=(f(a),f'(@,f®b),f'(b))

H(a) = f(a)
H'(a) = f'(a)
H(b) = f(b)
H'(b) = f'(b)

oS o O

a

oSO rO O

— OO O

(AP, + P,) = j(/lPl + P,)(t)dt = Aj P, (t)dt + f P,(t)dt

Page9surll

*((F@.f'@.f (b),f’(b)))) = pod~(w)
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b

f H(t)dt = matg ¢ (@) X matg(H) = matg e () X mate, 3 (d~1) x mateg, (u)

“ BREEAY

B 552 53 54 3 2 3 1| F(a)
“\7"2'3"4 52 5§ 62 5
2 1 2 1

53 52 53 §2
5 &
= > (f(@ + 1) + = (f (@ - £ ()

Partie C : Controle de ’erreur commise sur ’intégrale

1) f™® est continue car f est de classe C*. Or on sait que toute fonction continue sur un
segment est majorée et atteint ses bornes. On a donc :

IM € R* tel que Vt € [a,b], |[fP ()| < M
2)  a) Onsait que h € R3[X]. Donc h est de classe C* et :

h® = Ogix)
On en déduit donc que d est de classe C* et par linéarité :
d® = f®

b)Onad(a) = f(a) —h(a) =0,d(b) = f(b) — h(b) = 0. On a donc d’apres le

théoreme de Rolle :
dc €la,b[ tel que d'(c) =0
Onadoncd'(c) =0
De plusona:
d'(a) =f'(a) —h'(a) =0etd'(b) = f'(b) —h'(b) =0
Donc d’ s’annule en trois points distincts sur [a, b],a, b et c.
On applique alors le théoréme de Rolle en trois points pour d”’, ce qui nous donne :
d"(c;) =d"(c;) =0aveca<c, <c<c, <b

On applique de nouveau Rolle pour d® et cela prouve que d® s’annule sur [a, b].

c) Il suffit d’appliquer le théoréme des inégalités des accroissements finis (car g €
D([a,b],R)),ent etenc:

lg(®) —g()| < K|t —c| <K(b—a)

d) On sait d’aprés la question 1 que :

On sait que d® remplie les hypothéses du lemme. On a donc :
vt € [a,b],|[d®@®)| < M(b - a)
De plus d® remplie aussi les hypothéses du lemme :
vt € [a,b],|[d@(0)| < SEJ}Z]|d(3)(t)| (b—a) <M(b—a)?
tela,

En réitérant le procédé pour d’et d on obtient :
vt € [a,b],|d(t)| < M(b — a)*
3)
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a) Il suffit de regarder les raccordements, car sur chaque intervalle [ty, tx4+1[, h estde
classe C1.

hm h'(t) = hm hk(t) = hy(ts1) = f'(tks1)

t=tk+1
t<tg+1

De méme on a :

t_l}tflglh (1) = hm hk(t) = hit1(tx) = f'(tks1)
t>tg4a t>tk+1
Donc h est de classe C! sur [a, b].
b) On pose :
Vk € [0,n—1],dy = f — hy
On sait que :
Lk+1 L+ te+1 te+1

t<tk+1

j [F(6) — he (D] dt] = f 4 (t)dt| < j d, (O)lde < j M(tisr — )t

tk 2% 2%

c¢) On sait que :
b

= f®)dt — dt
k=0 tl t{
- | ro- hk(tndt)
k=0 \ ¢
<> ro hk(t)]dt|
k=0 tk
n—-1 M
< Z E (b - a)5
/|

< M(tgsq — tg)°
M 5
< ﬁ(b - a)

n—-1 Tr+1

jf(t)dt—jh(t)dt jf(t)dt—Zj hy (£)dt

Otk

2%



