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Correction DS n°8 

 

Exercice : Saut d’une puce 

 

 Une puce se déplace à chaque unité de temps sur les quatre sommets, nommés 

𝐴, 𝐵, 𝐶 𝑒𝑡 𝐷, d’un carré selon le protocole suivant :  

 A l’instant 0, la puce se trouve sur le sommet 𝐴 

 Si à l’instant 𝑛 ≥ 0, la puce se trouve sur le sommet 𝐴, elle sera à l’instant 𝑛 + 1 sur 

le sommet 𝐴 avec la probabilité 
2

3
 et sur le somme 𝐶 avec la probabilité 

1

3
.  

 Si à l’instant 𝑛 ≥ 0, la puce se trouve sur le sommet 𝐵, elle sera à l’instant 𝑛 + 1 sur 

le sommet 𝐴 avec la probabilité 
1

2
 et sur le somme 𝐶 avec la probabilité 

1

2
.  

 Si à l’instant 𝑛 ≥ 0, la puce se trouve sur le sommet 𝐶, elle sera à l’instant 𝑛 + 1 sur 

le sommet 𝐵 avec la probabilité 
1

2
 et sur le somme 𝐷 avec la probabilité 

1

2
.  

 Si à l’instant 𝑛 ≥ 0, la puce se trouve sur le sommet 𝐷, elle sera à l’instant 𝑛 + 1 sur 

le sommet 𝐷 avec la probabilité 
2

3
 et sur le somme 𝐵 avec la probabilité 

1

3
.  

Pour tout entier naturel 𝑛, on note :  

𝐴𝑛 = « La puce se trouve au sommet A» 

𝐵𝑛 = « La puce se trouve au sommet B» 

𝐶𝑛 = « La puce se trouve au sommet C» 

𝐷𝑛 = « La puce se trouve au sommet D» 

1) Préciser les valeurs de ℙ(𝐴0), ℙ(𝐵0), ℙ(𝐶0), ℙ(𝐷0). 
2) Montrer que :  

∀𝑛 ∈ ℕ,ℙ(𝐴𝑛+1) =
2

3
ℙ(𝐴𝑛) +

1

2
ℙ(𝐵𝑛) 

3) Exprimer de même ℙ(𝐵𝑛+1), ℙ(𝐶𝑛+1), ℙ(𝐷𝑛+1)  en fonction de 

ℙ(𝐴𝑛), ℙ(𝐵𝑛), ℙ(𝐶𝑛), ℙ(𝐷𝑛). 
4) Déterminer : ∀𝑛 ∈ ℕ,ℙ(𝐴𝑛) + ℙ(𝐵𝑛) + ℙ(𝐶𝑛) + ℙ(𝐷𝑛). 
5) On pose :  

∀𝑛 ∈ ℕ,𝑈𝑛 = (

ℙ(𝐴𝑛)

ℙ(𝐵𝑛)

ℙ(𝐶𝑛)
) , 𝑉 =

1

3
(
0
1
0
)  𝑒𝑡 𝑅 =

1

6
(
4 3 0
−2 −2 1
2 3 0

) 

Quelle relation existe-t-il entre 𝑈𝑛+1, 𝑈𝑛, 𝑅 𝑒𝑡 𝑉 ? 

6)  a) Déterminer une matrice 𝐿 ∈ ℳ3(ℝ) vérifiant 𝐿 = 𝑅𝐿 + 𝑉 

 b) Démontrer que :  

∀𝑛 ∈ ℕ,𝑈𝑛 = 𝑅
𝑛(𝑈0 − 𝐿) + 𝐿 

7) On pose 𝑀 = 6𝑅 et on appelle 𝑓 l’endomorphisme canoniquement associé à la matrice 

𝑀.  

8)  a) On définit 𝑄𝑀(𝜆) = det(𝑀 − 𝜆𝐼3). Montrer que 𝑄𝑀 est un polynôme de degré 

trois, possédant trois racines réelles, à déterminer, 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 tel que 𝜆1 < 𝜆2 < 𝜆3. 

 b) Pour tout 𝑘 ∈ {1; 2; 3}, déterminer une base de chaque sous-espace 𝐸𝑘 =
ker(𝑀 − 𝜆𝑘𝐼3) = ker(𝑓 − 𝜆𝑘𝐼𝑑ℝ3).  
 c) On pose 𝐵𝑘 = (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) où 𝑒𝑘 = 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝐸𝑘). Montrer que 𝐵 est une base de ℝ3.  
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(Conseil : Je vous conseille de prendre des coordonnées entières pour les 𝑒𝑖).  
 d) Ecrire la matrice de 𝑓 dans la base 𝐵, appelé Δ. 

 e) Quelle relation existe-t-il entre les matrices 𝑀 𝑒𝑡 Δ ?  

9) Indiquer une méthode de calcul de 𝑅𝑛 (on ne demande pas une expression détaillée.  

10)  a) En déduire la limite de 𝑈𝑛 (c’est-à-dire de chacune des composantes de la colonne 

𝑈𝑛) lorsque 𝑛 → +∞. 

 b) Déterminer lim
𝑛
ℙ(𝐷𝑛).  

11) Si l’on décide d’écraser cette puce, où vaut-il mieux frapper ?  

 

 

1) Comme la puce est en 𝐴 à l’instant 𝑛 = 0, on a :  

ℙ(𝑨𝟎) = 𝟏,ℙ(𝑩𝟎) = ℙ(𝑪𝟎) = ℙ(𝑫𝟎) = 𝟎 

2) D’après la loi des probabilités totales :  

∀𝑛 ∈ ℕ,ℙ(𝐴𝑛+1) =  ℙ(𝐴𝑛+1 ∩ 𝐴𝑛) + ℙ(𝐴𝑛+1 ∩ 𝐵𝑛) + ℙ(𝐴𝑛+1 ∩ 𝐶𝑛) + ℙ(𝐴𝑛+1 ∩ 𝐷𝑛) 
Or on a :  

ℙ(𝐴𝑛+1 ∩ 𝐴𝑛) = ℙ𝐴𝑛(𝐴𝑛+1) × ℙ(𝐴𝑛) =
2

3
ℙ(𝐴𝑛) 

De même on a :  

ℙ(𝐴𝑛+1 ∩ 𝐵𝑛) = ℙ𝐵𝑛(𝐴𝑛+1) × ℙ(𝐴𝑛) =
1

3
ℙ(𝐴𝑛) 

On a donc :  

∀𝒏 ∈ ℕ, ℙ(𝑨𝒏+𝟏) =
𝟐

𝟑
ℙ(𝑨𝒏) +

𝟏

𝟐
 ℙ(𝑩𝒏) 

3) On a de même :  

∀𝑛 ∈ ℕ,ℙ(𝐵𝑛+1) =  ℙ(𝐵𝑛+1 ∩ 𝐴𝑛) + ℙ(𝐵𝑛+1 ∩ 𝐵𝑛) + ℙ(𝐵𝑛+1 ∩ 𝐶𝑛) + ℙ(𝐵𝑛+1 ∩ 𝐷𝑛) 

⟹ℙ(𝑩𝒏+𝟏) =
𝟏

𝟐
 ℙ(𝑪𝒏) +

𝟏

𝟑
ℙ(𝑫𝒏) 

Enfin on trouve :  

ℙ(𝑪𝒏+𝟏) =
𝟏

𝟑
 ℙ(𝑨𝒏) +

𝟏

𝟐
ℙ(𝑩𝒏) 

ℙ(𝑫𝒏+𝟏) =
𝟏

𝟐
ℙ(𝑪𝒏) +

𝟐

𝟑
ℙ(𝑫𝒏) 

4) On sait que :  

ℙ(𝛀) = 𝟏 ⟹ ∀𝒏 ∈ ℕ,ℙ(𝑨𝒏) + ℙ(𝑩𝒏) + ℙ(𝑪𝒏) + ℙ(𝑫𝒏) = 𝟏  
5) On a :  

𝑈𝑛+1 = (

ℙ(𝐴𝑛+1)

ℙ(𝐵𝑛+1)

ℙ(𝐶𝑛+1)
) =

(

 
 
 

2

3
ℙ(𝐴𝑛) +

1

2
 ℙ(𝐵𝑛)

1

2
 ℙ(𝐶𝑛) +

1

3
ℙ(𝐷𝑛)

1

3
 ℙ(𝐴𝑛) +

1

2
ℙ(𝐵𝑛))

 
 
 

 

Or on sait que :  

ℙ(𝐷𝑛) = 1 − ℙ(𝐴𝑛) − ℙ(𝐵𝑛) − ℙ(𝐶𝑛) 
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On a donc :  

𝑈𝑛+1 =

(

 
 
 

2

3
ℙ(𝐴𝑛) +

1

2
 ℙ(𝐵𝑛)

1

2
 ℙ(𝐶𝑛) +

1

3
(1 − ℙ(𝐴𝑛) − ℙ(𝐵𝑛) − ℙ(𝐶𝑛))

1

3
 ℙ(𝐴𝑛) +

1

2
ℙ(𝐵𝑛) )

 
 
 

=

(

 
 
 

2

3
ℙ(𝐴𝑛) +

1

2
 ℙ(𝐵𝑛)

−
1

3
ℙ(𝐴𝑛) −

1

3
ℙ(𝐵𝑛) +

1

6
ℙ(𝐶𝑛) +

1

3
1

3
 ℙ(𝐴𝑛) +

1

2
ℙ(𝐵𝑛) )

 
 
 

 

=
1

6
(
4 3 0
−2 −2 1
2 3 0

)(

ℙ(𝐴𝑛)

ℙ(𝐵𝑛)

ℙ(𝐶𝑛)
) +

1

3
(
0
1
0
) 

= 𝑹𝑼𝒏 + 𝑽 

6)  a) On pose 𝐿 = (
𝑎
𝑏
𝑐
). On résout :  

𝐿 = 𝑅𝐿 + 𝑉 ⟹ (
𝑎
𝑏
𝑐
) =

1

6
(

4𝑎 + 3𝑏
−2𝑎 − 2𝑏 + 𝑐
2𝑎 + 3𝑏

) +
1

3
(
0
1
0
) 

⟹

{
 
 

 
 𝑎 −

2

3
𝑎 −

1

2
𝑏 = 0

𝑏 +
1

3
𝑎 +

1

3
𝑏 +

1

6
𝑐 =

1

3

𝑐 −
1

3
𝑎 −

1

2
𝑏 = 0

⟹ {

2𝑎 = 3𝑏
2𝑎 + 8𝑏 + 𝑐 = 2

𝑐 =
1

3
𝑎 +

1

2
𝑏

⟹

{
 
 

 
 𝑎 =

3

10

𝑏 =
1

5

𝑐 =
1

5

 

 b) On raisonne par récurrence.  

On pose : 

∀𝑛 ∈ ℕ,𝒫𝑛 = "𝑈𝑛 = 𝑅
𝑛(𝑈0 − 𝐿) + 𝐿" 

Initialisation : 𝑛 = 0 

On a :  

𝑅0(𝑈0 − 𝐿) + 𝐿 = 𝐼3(𝑈0 − 𝐿) + 𝐿 = 𝑢0 

Hérédité : Soit n un entier fixé. On suppose vraie 𝒫𝑛.  

On a :  

𝑈𝑛+1 = 𝑅𝑈𝑛 + 𝐿 = 𝑅[𝑅
𝑛(𝑈0 − 𝐿) + 𝐿] + 𝐿 

= 𝑅𝑛+1(𝑈0 − 𝐿) + 𝑅𝐿 + 𝐿⏟    
=𝐿

 

= 𝑅𝑛+1(𝑈0 − 𝐿) + 𝐿 

Donc la proposition est héréditaire.  

Conclusion : D’après le principe de récurrence, on a :  

∀𝑛 ∈ ℕ,𝑈𝑛 = 𝑅
𝑛(𝑈0 − 𝐿) + 𝐿 
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7) On pose :  

𝑀 = (
4 3 0
−2 −2 1
2 3 0

) ⟹ det(𝑀 − 𝜆𝐼3) = |
4 − 𝜆 3 0
−2 −2 − 𝜆 1
2 3 −𝜆

| 

= (4 − 𝜆) |
−2 − 𝜆 1
3 −𝜆

| − 3 |
−2 1
2 −𝜆

| 

= (4 − 𝜆)[𝜆(2 + 𝜆) − 3] − 3[2𝜆 − 2] 

= (4 − 𝜆)(𝜆2 + 2𝜆 − 3) − 6(𝜆 − 1) 

= (4 − 𝜆)(𝜆 − 1)(𝜆 + 3) − 6(𝜆 − 1) 

= (𝜆 − 1)[(4 − 𝜆)(𝜆 + 3) − 6] 

= (𝜆 − 1)[−𝜆2 + 𝜆 + 6] 

= −(𝝀 − 𝟏)(𝝀 − 𝟑)(𝝀 + 𝟐) 
On a donc :  

𝜆1 = −2, 𝜆2 = 1 𝑒𝑡 𝜆3 = 3 

On a :  

𝐸1 = ker(𝑓 − 𝜆1𝐼𝑑ℝ3) = ker(𝑀 + 2𝐼3) 

On cherche donc 𝑒1 tel que 𝑀𝑒1 = −2𝑒1. On résout et on peut poser : 𝑒1 = (
1
−2
2
). 

De même on cherche :  

𝑀𝑒2 = 𝑒2.  

On résout et on peut poser : 𝑒2 = (
1
−1
−1
) 

Enfin on résout :  

De même on cherche :  

𝑀𝑒3 = 3𝑒3.  

On résout et on peut poser : 𝑒3 = (
−3
1
−1
) 

 c) On pose :  

𝓑 = ((
𝟏
−𝟐
𝟐
) , (

𝟏
−𝟏
−𝟏
) , (

−𝟑
𝟏
−𝟏
)) 

On a :  

|
1 1 −3
−2 −1 1
2 −1 −1

| = −10 ≠ 0 

Donc ℬ est une base de ℝ3. 

 d) On a :  

𝒎𝒂𝒕
((

𝟏
−𝟐
𝟐
),(

𝟏
−𝟏
−𝟏
),(
−𝟑
𝟏
−𝟏
))

(𝒇) = (
−𝟐 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟑

) = 𝚫 

 e) On pose :  
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𝑃 = (
1 1 −3
−2 −1 1
2 −1 −1

) 

On a :  

𝑴 = 𝑷𝚫𝑷−𝟏  

9)  On a :  

𝑅𝑛 = (
1

6
𝑀)

𝑛

=
1

6𝑛
(𝑃Δ𝑃−1)𝑛 =

1

6𝑛
𝑃Δ𝑛𝑃−1 (𝑝𝑎𝑟 𝑟é𝑐𝑢𝑟𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒 𝑖𝑚𝑚é𝑑𝑖𝑎𝑡𝑒) 

On a donc :  

𝑹𝒏 = 𝑷

(

  
 
(−
𝟐

𝟔
)
𝒏

𝟎 𝟎

𝟎 𝟏/𝟔𝒏 𝟎

𝟎 𝟎 (
𝟑

𝟔
)
𝒏

)

  
 
𝑷−𝟏  

10)  a) On sait que :  

𝑈𝑛 = 𝑅
𝑛(𝑈0 − 𝐿) + 𝐿 

Or on a :  

lim
𝑛
𝑈𝑛 = 03 

On en déduit donc que :  

𝐥𝐢𝐦
𝒏
𝑼𝒏 = 𝑳 =

(

 
 
 

𝟑

𝟏𝟎
𝟏

𝟓
𝟏

𝟓 )

 
 
 

 

 b) On a donc :  

𝐥𝐢𝐦
𝒏
ℙ(𝑫𝒏) = 𝟏 −

𝟑

𝟏𝟎
−
𝟐

𝟓
=
𝟑

𝟏𝟎
 

11) Si on veut écraser la puce, il vaut mieux frapper en 𝐴 𝑜𝑢 𝐷. 

 

 

 

Problème I : Interpolation de Hermite 

 

 Soient (𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2 tel que 𝑎 < 𝑏 et 𝑓 une fonction dérivable de [𝑎, 𝑏] à valeur dans 

ℝ (𝑓 ∈ 𝒟([𝑎, 𝑏],ℝ)).  
Partie A : Polynôme d’interpolation de Hermite 

 On considère l’application :  

Φ: {
ℝ3[𝑋] → ℝ4

𝑃 ↦ (𝑃(𝑎), 𝑃′(𝑎), 𝑃(𝑏), 𝑃′(𝑏)) 
 

1) Démontrer que Φ ∈ ℒ(ℝ3[𝑋], ℝ
4). 

2) Démontrer que Φ est un isomorphisme. 

3) En déduire que :  
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∀𝑓 ∈ 𝒟([𝑎, 𝑏], ℝ), ∃! 𝐻 ∈ ℝ3[𝑋] 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝐻(𝑎) = 𝑓(𝑎), 𝐻
′(𝑎) = 𝑓′(𝑎),𝐻(𝑏)

= 𝑓(𝑏), 𝐻′(𝑏) = 𝑓′(𝑏) 
 

 

 

 

 

Partie B : Intégrale du polynôme d’interpolation de Hermite 

On introduit l’application :  

𝜑:

{
 

 
ℝ3[𝑋] → ℝ

𝑃 ↦ ∫𝑃(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 
 

On note ℰ1 et ℰ4 les bases canoniques respectives de ℝ et ℝ4. Pour tout 𝑘 ∈ ⟦0; 3⟧, on 

pose 𝑃𝑘(𝑋) = (𝑋 − 𝑎)
𝑘 puis ℬ = (𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3). Pour simplifier les écritures, on notera 

𝛿 = 𝑏 − 𝑎. 

1) Démontrer que ℬ est une base de ℝ3[𝑋]. 
2)  Déterminer la représentation matricielle de l’application linéaire Φ relativement aux 

bases ℬ et ℰ4. On note 𝐴 cette matrice.  

3) Montrer que 𝐴 ∈ 𝐺𝐿4(ℝ) et :  

𝐴−1 =

(

 
 
 

1 0 0 0
0 1 0 0

−
3

𝛿2

2

𝛿3

−
2

𝛿
1

𝛿2

3

𝛿2
−
1

𝛿

−
2

𝛿3
1

𝛿2)

 
 
 

 

4) Justifier que l’application 𝜑 est linéaire et déterminer sa représentation matricielle 

relativement aux bases ℬ 𝑒𝑡 ℰ1. On notera 𝐵 cette matrice.  

5) Soit 𝑓 ∈ 𝒟([𝑎, 𝑏], ℝ) 𝑒𝑡 𝐻 ∈ ℝ3[𝑋] définie à la question 3 de la partie A.  

Montrer que :  

∫𝐻(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

=
𝛿

2
(𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)) +

𝛿2

12
(𝑓′(𝑎) − 𝑓′(𝑏))  

 
Partie C : Contrôle de l’erreur commise sur l’intégrale 

On suppose à présent que 𝑓 est de classe 𝒞4. 

1) Montrer que :  

∃𝑀 ∈ ℝ+ 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], |𝑓(4)(𝑡)| ≤ 𝑀 

2) On note ℎ la fonction polynomiale d’interpolation de Hermite de 𝑓 sur [𝑎, 𝑏]. On pose 

𝑑 = 𝑓 − ℎ. 

 a) Justifier que 𝑓 est de classe 𝒞4 sur [𝑎, 𝑏] et que 𝑑(4) = 𝑓(4). 
 b) Démontrer que 𝑑′ s’annuler en trois points distincts sur [𝑎, 𝑏] puis que 

𝑑(3) s’annule sur [𝑎, 𝑏]. 
 c) Démontrer que lemme suivant :  
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𝐿𝑒𝑚𝑚𝑒 ∶ Soit 𝑔 ∈ 𝒟([𝑎, 𝑏], ℝ). On suppose qu’il existe 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏] tel que 𝑔(𝑐) = 0 et 

𝐾 ≥ 0 tel que ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], |𝑔′(𝑡)| ≤ 𝐾. Alors :  

∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], |𝑔(𝑡)| ≤ 𝐾(𝑏 − 𝑎) 
  

 

d) En déduire que :  

∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], |𝑑(𝑡)| ≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎)4 

3) Soit 𝑛 ∈ ℕ∗. On pose 𝑠 = (𝑡0, 𝑡1, … , 𝑡𝑛) la subdivision régulière du segment [𝑎, 𝑏]. 
Pour tout 𝑘 ∈ ⟦0; 𝑛 − 1⟧, on pose ℎ𝑘 la fonction polynomiale d’interpolation de Hermite 

de 𝑓 sur le segment [𝑡𝑘 , 𝑡𝑘+1]. Dorénavant, on réemploie la lettre ℎ pour définir la fonction 

définie sur [𝑎, 𝑏] par ℎ(𝑏) = 𝑓(𝑏) et dont la restriction sur [𝑡𝑘 , 𝑡𝑘+1[ est égale à ℎ𝑘 pour 

tout 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛 − 1⟧. 
 a) Montrer que la fonction ℎ est de classe 𝒞1 sur [𝑎, 𝑏]. 

 b) Soit 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛 − 1⟧. Donner une majoration de |∫ [𝑓(𝑡) − ℎ𝑘(𝑡)]𝑑𝑡
𝑡𝑘+1
𝑡𝑘

| 

dépendant de 𝑀,𝑎, 𝑏 𝑒𝑡 𝑛. 
 c) Montrer que : 

|∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

−∫ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

| ≤
𝑀

𝑛4
(𝑏 − 𝑎)5 

 

 

Partie A : Polynôme d’interpolation de Hermite 

1) On a :  

∀(𝜆, 𝑃1, 𝑃2) ∈ ℝ × ℝ3[𝑋],Φ(𝜆𝑃1 + 𝑃2)

= ((𝜆𝑃1 + 𝑃2)(𝑎), (𝜆𝑃1 + 𝑃2)
′(𝑎), (𝜆𝑃1 + 𝑃2)(𝑏), (𝜆𝑃1 + 𝑃2)

′(𝑏)) 

Or on sait que :  

(𝜆𝑃1 + 𝑃2)
′ = 𝜆𝑃1

′ + 𝑃2
′ 

De même on a :  

(𝜆𝑃1 + 𝑃2)(𝑎) = 𝜆𝑃1(𝑎) + 𝑃2(𝑎) 
On a donc :  

∀(𝜆, 𝑃1, 𝑃2) ∈ ℝ × ℝ3[𝑋],Φ(𝜆𝑃1 + 𝑃2)

= 𝜆(𝑃1(𝑎), 𝑃1
′(𝑎), 𝑃1(𝑏), 𝑃1

′(𝑏)) + (𝑃2(𝑎), 𝑃2
′(𝑎), 𝑃2(𝑏), 𝑃2

′(𝑏)) 

= 𝝀𝚽(𝑷𝟏) + 𝚽(𝑷𝟐) 

Donc Φ ∈ ℒ(ℝ3[𝑋],ℝ
4) 

2) Démontrer que Φ est un isomorphisme. 

On a :  

Φ(1) = (1,0,1,0),, 𝑒𝑡   

{
 

 
Φ(1) = (1,0,1,0)

Φ(𝑋) = (𝑎, 1, 𝑏, 1)

Φ(𝑋2) = (𝑎2, 2𝑎, 𝑏2, 2𝑏)

Φ(𝑋3) = (𝑎3, 3𝑎2, 𝑏3, 3𝑏2)

 

On a donc :  
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𝑚𝑎𝑡(1,𝑋,𝑋2,𝑋3),ℬ𝑐(ℝ4)(Φ) = (

1 𝑎 𝑎2 𝑎3

0 1 2𝑎 3𝑎2

1
0

𝑏
1

𝑏2 𝑏3

2𝑏 3𝑏2

) 

On a :  

|

1 𝑎 𝑎2 𝑎3

0 1 2𝑎 3𝑎2

1
0

𝑏
1

𝑏2 𝑏3

2𝑏 3𝑏2

| = |

1 𝑎 𝑎2 𝑎3

0 1 2𝑎 3𝑎2

0
0

𝑏 − 𝑎
1

𝑏2 − 𝑎2 𝑏3 − 𝑎3

2𝑏 3𝑏2

| = |
1 2𝑎 3𝑎2

𝑏 − 𝑎 𝑏2 − 𝑎2 𝑏3 − 𝑎3

1 2𝑏 3𝑏2
| 

= (𝑏 − 𝑎) |
1 2𝑎 3𝑎2

1 𝑏 + 𝑎 𝑏2 + 𝑎𝑏 + 𝑎2

0 2(𝑏 − 𝑎) 3(𝑏2 − 𝑎2)
 | = (𝑏 − 𝑎) |

1 2𝑎 3𝑎2

0 𝑏 − 𝑎 𝑏2 + 𝑎𝑏 − 2𝑎2

0 2(𝑏 − 𝑎) 3(𝑏2 − 𝑎2)
 | 

= (𝑏 − 𝑎)2 |
𝑏 − 𝑎 𝑏2 + 𝑎𝑏 − 2𝑎2

2 3(𝑏 + 𝑎)
| 

= (𝑏 − 𝑎)3 |
1 𝑏 + 2𝑎
2 3(𝑏 + 𝑎)

| = (𝒃 − 𝒂)𝟒 ≠ 𝟎  

On en déduit donc que Φ est inversible, c’est donc un isomorphisme.  

 

3) Il suffit de prendre 𝑓 ∈ 𝒟([𝑎, 𝑏],ℝ), cela crée un unique 4-uplet 

(𝑓(𝑎), 𝑓′(𝑎), 𝑓(𝑏), 𝑓′(𝑏)) et comme Φ est un isomorphisme, on a l’unicité de 𝑯 ∈ ℝ𝟑[𝑿].  

 

Partie B : Intégrale du polynôme d’interpolation de Hermite 

1) ℬ est une famille de polynômes échelonnés et |ℬ| = 4 = dim(ℝ3[𝑋]).  
2)  On a :  

{
 
 

 
 Φ(1) = (1,0,1,0)

Φ(𝑋 − 𝑎) = (0,1, 𝑏 − 𝑎, 1)

Φ(𝑋2) = (0,0, (𝑏 − 𝑎)2, 2(𝑏 − 𝑎))

Φ(𝑋3) = (0,0, (𝑏 − 𝑎)3, 3(𝑏 − 𝑎)2)

 

⟹

{
 

 
Φ(1) = (1,0,1,0)

Φ(𝑋 − 𝑎) = (0,1, 𝛿, 1)

Φ((𝑋 − 𝑎)2) = (0,0, 𝛿2, 2𝛿)

Φ((𝑋 − 𝑎)3) = (0,0, 𝛿3, 3𝛿2)

 

On a donc :  

𝑨 = (

𝟏 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 𝟎 𝟎
𝟏
𝟎

𝜹
𝟏

𝜹𝟐 𝜹𝟑

𝟐𝜹 𝟑𝜹𝟐

) 
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3) On a :  

(

1 0 0 0
0 1 0 0
1
0

𝛿
1

𝛿2 𝛿3

2𝛿 3𝛿2

)

(

 
 
 

1 0 0 0
0 1 0 0

−
3

𝛿2

2

𝛿3

−
2

𝛿
1

𝛿2

3

𝛿2
−
1

𝛿

−
2

𝛿3
1

𝛿2)

 
 
 
= (

1 0 0 0
0 1 0 0
0
0

0
0

1 0
0 1

) = 𝐼4 

Donc 𝐴 ∈ 𝐺𝐿4(ℝ) et :  

𝑨−𝟏 =

(

 
 
 

𝟏 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 𝟎 𝟎

−
𝟑

𝜹𝟐

𝟐

𝜹𝟑

−
𝟐

𝜹
𝟏

𝜹𝟐

𝟑

𝜹𝟐
−
𝟏

𝜹

−
𝟐

𝜹𝟑
𝟏

𝜹𝟐)

 
 
 

 

4) On a :  

𝜑(𝜆𝑃1 + 𝑃2) = ∫(𝜆𝑃1 + 𝑃2)(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

= 𝜆∫𝑃1(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

+∫𝑃2(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

Donc 𝜑 est linéaire. De plus on a :  

⟹

{
 
 
 

 
 
 
𝜑(1) = 𝑏 − 𝑎 = 𝛿

𝜑(𝑋 − 𝑎) =
𝛿2

2

𝜑((𝑋 − 𝑎)2) =
𝛿3

3

𝜑((𝑋 − 𝑎)3) =
𝛿4

4

 

On a donc :  

𝒎𝒂𝒕𝓑,𝓔𝟏(𝝋) = (𝜹,
𝜹𝟐

𝟐
,
𝜹𝟑

𝟑
,
𝜹𝟒

𝟒
) 

5) On sait que 𝐻 ∈ ℝ3[𝑋]. On a :  

{
 

 
𝐻(𝑎) = 𝑓(𝑎)

𝐻′(𝑎) = 𝑓′(𝑎)

𝐻(𝑏) = 𝑓(𝑏)

𝐻′(𝑏) = 𝑓′(𝑏)

 

On a :  

∫ 𝐻(𝑡)
𝑏

𝑎

𝑑𝑡 = 𝜑(𝐻) = 𝜑 (Φ−1 ((𝑓(𝑎), 𝑓′(𝑎), 𝑓(𝑏), 𝑓′(𝑏)))) = 𝜑𝑜Φ−1(𝑢) 

Avec :  

𝑢 = (𝑓(𝑎), 𝑓′(𝑎), 𝑓(𝑏), 𝑓′(𝑏)) 

6) On a :  
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∫𝐻(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

= 𝑚𝑎𝑡ℬ,ℰ1(𝜑) × 𝑚𝑎𝑡ℬ(𝐻) = 𝑚𝑎𝑡ℬ,ℰ1(𝜑) × 𝑚𝑎𝑡ℰ4,ℬ(Φ
−1) × 𝑚𝑎𝑡ℰ4(𝑢) 

= (𝛿,
𝛿2

2
,
𝛿3

3
,
𝛿4

4
)

(

 
 
 

1 0 0 0
0 1 0 0

−
3

𝛿2

2

𝛿3

−
2

𝛿
1

𝛿2

3

𝛿2
−
1

𝛿

−
2

𝛿3
1

𝛿2)

 
 
 

(

 

𝑓(𝑎)

𝑓′(𝑎)

𝑓(𝑏)

𝑓′(𝑏))

  

=
𝜹

𝟐
(𝒇(𝒂) + 𝒇(𝒃)) +

𝜹𝟐

𝟏𝟐
(𝒇′(𝒂) − 𝒇′(𝒃))  

 

Partie C : Contrôle de l’erreur commise sur l’intégrale 

1) 𝑓(4) est continue car 𝑓 est de classe 𝒞4. Or on sait que toute fonction continue sur un 

segment est majorée et atteint ses bornes. On a donc :   

∃𝑀 ∈ ℝ+ 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], |𝑓(4)(𝑡)| ≤ 𝑀 

2)  a) On sait que ℎ ∈ ℝ3[𝑋]. Donc ℎ est de classe 𝒞4 et :   

ℎ(4) = 0ℝ[𝑋] 

On en déduit donc que 𝑑 est de classe 𝒞4 et par linéarité :   

𝒅(𝟒) = 𝒇(𝟒)  
 b) On a 𝑑(𝑎) = 𝑓(𝑎) − ℎ(𝑎) = 0, 𝑑(𝑏) = 𝑓(𝑏) − ℎ(𝑏) = 0. On a donc d’après le 

théorème de Rolle :  

∃𝑐 ∈]𝑎, 𝑏[ 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑑′(𝑐) = 0 

On a donc 𝑑′(𝑐) = 0 

De plus on a :  

𝑑′(𝑎) = 𝑓′(𝑎) − ℎ′(𝑎) = 0 𝑒𝑡 𝑑′(𝑏) = 𝑓′(𝑏) − ℎ′(𝑏) = 0 

Donc 𝒅′ s’annule en trois points distincts sur [𝒂, 𝒃], 𝒂, 𝒃 𝒆𝒕 𝒄. 

On applique alors le théorème de Rolle en trois points pour 𝑑′′, ce qui nous donne :  

𝑑′′(𝑐1) = 𝑑
′′(𝑐2) = 0 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑎 < 𝑐1 < 𝑐 < 𝑐2 < 𝑏 

On applique de nouveau Rolle pour 𝒅(𝟑) et cela prouve que 𝒅(𝟑) s’annule sur [𝒂, 𝒃]. 
c) Il suffit d’appliquer le théorème des inégalités des accroissements finis (car 𝑔 ∈

𝒟([𝑎, 𝑏],ℝ)), en 𝑡 et en 𝑐 :  
|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑐)| ≤ 𝐾|𝑡 − 𝑐| ≤ 𝐾(𝑏 − 𝑎) 

d) On sait d’après la question 1 que :  

On sait que 𝑑(3) remplie les hypothèses du lemme. On a donc :  

∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], |𝑑(3)(𝑡)| ≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎) 

De plus 𝑑(2) remplie aussi les hypothèses du lemme :  

∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], |𝑑(2)(𝑡)| ≤ sup
𝑡∈[𝑎,𝑏]

|𝑑(3)(𝑡)| (𝑏 − 𝑎) ≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎)2 

En réitérant le procédé pour 𝑑′𝑒𝑡 𝑑 on obtient :  

∀𝒕 ∈ [𝒂, 𝒃], |𝒅(𝒕)| ≤ 𝑴(𝒃 − 𝒂)𝟒 

3)  
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 a) Il suffit de regarder les raccordements, car sur chaque intervalle [𝑡𝑘 , 𝑡𝑘+1[, ℎ est de 

classe 𝒞1. 
On a :  

lim
𝑡→𝑡𝑘+1
𝑡<𝑡𝑘+1

ℎ′(𝑡) = lim
𝑡→𝑡𝑘+1
𝑡<𝑡𝑘+1

ℎ𝑘
′ (𝑡) = ℎ𝑘

′ (𝑡𝑘+1) = 𝑓
′(𝑡𝑘+1) 

De même on a :  

lim
𝑡→𝑡𝑘+1
𝑡>𝑡𝑘+1

ℎ′(𝑡) = lim
𝑡→𝑡𝑘+1
𝑡>𝑡𝑘+1

ℎ𝑘
′ (𝑡) = ℎ𝑘+1

′ (𝑡𝑘) = 𝑓
′(𝑡𝑘+1) 

Donc 𝒉 est de classe 𝓒𝟏 sur [𝒂, 𝒃].  
 b) On pose :  

∀𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛 − 1⟧, 𝑑𝑘 = 𝑓 − ℎ𝑘 

On sait que :  

|∫ [𝑓(𝑡) − ℎ𝑘(𝑡)]𝑑𝑡

𝑡𝑘+1

𝑡𝑘

| = |∫ 𝑑𝑘(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝑘+1

𝑡𝑘

| ≤ ∫ |𝑑𝑘(𝑡)|𝑑𝑡

𝑡𝑘+1

𝑡𝑘

≤ ∫ 𝑀(𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘)
4𝑑𝑡

𝑡𝑘+1

𝑡𝑘

 

≤ 𝑀(𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘)
5 

≤
𝑴

𝒏𝟓
(𝒃 − 𝒂)𝟓 

c) On sait que :  

|∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

−∫ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

| = |∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

−∑ ∫ ℎ𝑘(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝑘+1

𝑡𝑘

𝑛−1

𝑘=0

| 

 

= |∑(∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝑘+1

𝑡𝑘

− ∫ 𝑑𝑡

𝑡𝑘+1

𝑡𝑘

)

𝑛−1

𝑘=0

| 

= |∑(∫ [𝑓(𝑡) − ℎ𝑘(𝑡)]𝑑𝑡

𝑡𝑘+1

𝑡𝑘

)

𝑛−1

𝑘=0

| 

≤∑ |∫ [𝑓(𝑡) − ℎ𝑘(𝑡)]𝑑𝑡

𝑡𝑘+1

𝑡𝑘

|

𝑛−1

𝑘=0

 

≤∑
𝑀

𝑛5
(𝑏 − 𝑎)5

𝑛−1

𝑘=0

 

≤
𝑴

𝒏𝟒
(𝒃 − 𝒂)𝟓 


