
Activité 1 : Espace euclidien 

Dans toute cette partie E désigne un ℝ-espace vectoriel et Soit Φ: 𝐸 × 𝐸 → ℝ une application quelconque.  
 

Question 1 : On dit que Φ est symétrique si et seulement si :  

∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸2, Φ(𝑥, 𝑦) = Φ(𝑦, 𝑥) 

Déterminer une application Φ1: ℝ2 × ℝ2 → ℝ symétrique et une application Φ2: ℝ2 × ℝ2 → ℝ non symétrique. 
 

Question 2 : On dit que Φ est : 

 Linéaire à droite si et seulement si :  

∀𝑥 ∈ 𝐸, 𝑦 ↦ Φ(𝑥, 𝑦) ∈ ℒ(𝐸) 

 Linéaire à gauche si et seulement si :  

∀𝑦 ∈ 𝐸, 𝑥 ↦ Φ(𝑥, 𝑦) ∈ ℒ(𝐸) 

Déterminer une application Φ3: 𝒞0(ℝ) × 𝒞0(ℝ) → ℝ linéaire à gauche mais pas à droite.  
 

Question 3 : On dit que Φ est bilinéaire si elle est linéaire à gauche et à droite. Déterminer une application 

Φ3: ℝ[𝑋] × ℝ[𝑋] → ℝ bilinéaire. 
 

Question 4 : Montrer que : 

{
Φ est symétrique 

Φ est linéaire à droite
⟹  Φ est bilinéaire 

 

Question 5 : On dit que Φ est définie positive si et seulement si :  

∀𝑥 ∈ 𝐸, Φ(𝑥, 𝑥) ≥ 0 (𝑃𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑒) 

Φ(𝑥, 𝑥) = 0 ⟺ 𝑥 = 0 (𝑑é𝑓𝑖𝑛𝑖𝑒) 

Déterminer Φ4 une application définie positive de ℝ3  × ℝ3 dans ℝ. 
 

Question 6 : Déterminer Φ5: 𝒞0(ℝ) × 𝒞0(ℝ) → ℝ une forme bilinéaire symétrique définie positive, de même que 

Φ6: ℝ3  × ℝ3 → ℝ 
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