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Fiche exercices chapitre 29 

Espace préhilbertien réel 
 

Partie A : Le produit scalaire 

 

Exercice A.1 : On pose :  

Φ:

{
 

 
𝒞0([−1,1],ℝ) × 𝒞0([−1,1],ℝ) → ℝ

(f, g) ↦ ∫(1 − t2)f(t)g(t)dt

1

−1

 

Montrer que Φ est un produit scalaire. 

 

Exercice A.2 :  

 
 

Exercice A.3 : Soit f ∈ 𝒞0([0; 1]). Montrer que :  

∫ f(t)

1

0

g(t)dt ≤ √∫f2(t)

1

0

dt√∫g2(t)dt

1

0

 

Exercice A.4 :  

 
 

Exercice A.5 :  

 
 

Exercice A.6 : Montrer que < P, Q > = P′(0)Q′(0) + P′(1)Q′(1) + P(0)Q(0) définie un produit scalaire sur ℝ2[X]. 
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Partie B : Orthogonalité 

 

Exercice B.1 :  

 
 

Exercice B.2 :  

 
 

Exercice B.3 : Déterminer l’orthogonalité des fonctions paires pour le produit scalaire : 

< f, g > = ∫ f(t)g(t)dt

1

−1

 

Sur l’ensemble 𝒞0([−1,1],ℝ). 

 

Exercice B.4 : Déterminer l’orthogonal de F = {P ∈ ℝ2[X], P(1) = 0} pour le produit scalaire  

< P, Q > =∑P(i)Q(i)

2

i=0

 

 

Exercice B.5 : 

 
 

Exercice B.6 :  

 
Exercice B.7 :  
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Exercice B.8 :  

 
 

Exercice B.9 :  

 
 

Exercice B.10 :  

 
 

Exercice B.11 (Théorème de représentation de Riesz) :  

 
 

Exercice B.12 : Soit F = {(x, y, z) ∈ ℝ3, x + y + z = 0}. Déterminer une base orthonormée de F puis le projeté 

orthogonale de u = (1,2,3) sur F.  


