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Fiche exercices chapitre 29
Espace préhilbertien réel

Partie A : Le produit scalaire

Exercice A.1: On pose :
(CO([_lil]) ]R) X CO([_]-)]-]J R) - R

1
(OF
i (9~ (-
-1
Montrer que @ est un produit scalaire.

Exercice A.2 :

On considére le plan vectoriel R? et on pose pour x = (x1,z2) et y = (y1,v2) :
< x,y >=2r1y1 + T1Y2 + T2y + 27210,

a) Montrer que < -,- > définit un produit scalaire sur R.

b) Représenter la boule unité, c’est a dire 'ensemble des x € E tels que ||z|| < 1.

Exercice A.3 : Soit f € ¢°([0; 1]). Montrer que :

1

1 1
f(t) g(t)dt < f2(t)dt | | g2(t)dt
Jrosons [[roa]

Exercice A4 :

On considére I'espace E = C'([0, 1], R) et on pose :

1
Vg€ E, <fg>=f()gll)+ f (g ().

a) Montrer que < -,- > définit un produit scalaire sur E.
b) Etablir que :
1 2 1
wrer (rw+ [ row) s2(rwr+ [ o).
0 0

Exercice A.5 :
On considere I'espace E = M,,(K) et on pose : < M, N >=Tr(*MN).

a) Montrer que < -,- > définit un produit scalaire sur E.

b) Etablir que : YM € E, (Z mii)? < nz Z IFTL?,J-.
=1 i=1 j=1

Exercice A.6 : Montrer que < P,Q > = P’(0)Q’'(0) + P'(1)Q’(1) + P(0)Q(0) définie un produit scalaire sur R, [X].
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Partie B : Orthogonalité

Exercice B.1 :
Dans R* muni du produit scalaire usuel, on pose : Vi = (1,2,—1,1) et V, = (0,3,1,—1). On pose F =
Vect(Vy,V,). Déterminer une base orthonormale de F et un systéme d’équations de F-.

Exercice B.2 :
On pose uy = (0,1,1,1),us = (1,0,1,1),u3 = (1,1,0,1),uy = (1,1,1,0). Montrer que (uy, us, uz, tuy)
est une base de R%. Torthonormaliser.

Exercice B.3 : Déterminer I’orthogonalité des fonctions paires pour le produit scalaire :
1

<fg>= f F(Dg(t)dt
41

Sur I’ensemble ¢°([—1,1], R).

Exercice B.4 : Déterminer I’orthogonal de F = {P € R,[X], P(1) = 0} pour le produit scalaire

2
<P.Q>= ) P1HQN)
i=0

Exercice B.5 :

On considére une famille de vecteurs umitaires (e;,...,e,) de E espace euclidien de dimension n,
vérifiant la relation suivante :

P
YwekE, |v?= Z <ep, v >2.
1=1

Montrer que la famille (e1,...,ep) est orthonormale, puis que c’est une base orthonormale de E. En
déduire que n = p.

Exercice B.6 :

On se place dans R* muni du produit scalaire usuel.
Soit F' le sous-espace vectoriel de R* défini par le systeme d’équations :

T+ w2+ 23 +74=0
T — X9 +x3— x4 =0

Déterminer la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur F'.

Exercice B.7 :

E = R? euclidien orienté rapporté 2 une base orthonormée directe #. Etudier les endomorphismes de matrice
A dans 4 suivants :

-2 1 2 3 1 V6 8 1 4
NA=—3| 2 2 1| 2/A=3| 1 3 V6 | 3/A=5| —4 4 1
1 -2 2 -6 V6 2 1 8 —4
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Exercice B.8 :
Sur R[X], on définit :

1
< P,Q >=] P(t)Q(t)dt.
0
a) Montrer que < -,- > est un produit scalaire.

b) Trouver une base orthonormée de Ra[X] pour ce produit scalaire.

c¢) Calculer le minimum pour (a,b) € R? de :

1
f (t2 — at — b)%dt.
0

Exercice B.9 :

On considere 'espace E = R,,[X], et on pose :

<P,Q>— ] ' PQU)L.
0

diﬂ
= Ixel

a) Montrer que < -,- > définit un produit scalaire sur E.

Pour tout 0 < p < n, on pose Ly(X) XP(X —1)P).
b) Montrer que L, est un polynéme dont on précisera son degré et son coeflicient dominant.

c¢) Calculer par intégration par parties < L, L, > pour p # ¢. En déduire que (Lo,...,L,) est une
base orthogonale de R, [X].

d) Déterminer enfin la norme euclidienne de Ly,

Exercice B.10 :

Soient F' et G des sous-espaces vectoriels d'un espace préhilbertien réel F, et soit A une partie de F.
Montrer que :

At =Vect(A)t . FInGt=F+G)t . Fr+Gtc(FNnG)* .

Montrer I'égalité lorsque E est de plus de dimension finie.

Exercice B.11 (Théoréme de représentation de Riesz) :
On considere un espace euclidien F.

a) Montrer que I'application v — ¢, =< v,- > est un isomorphisme de F dans L(E,R).

Ainsi pour toute forme linéaire ¢ sur E, il eriste un unique vecteur v € E tel que :

Vee E, p(x)=<v,x>.

b) Montrer que H est un hyperplan de E si et seulement si ¢’est 'orthogonal d’un vecteur non nul.

Montrer que deux hyperplans sont identiques si et seulement s’ils sont orthogonaux & une méme
droite vectorielle.

Exercice B.12 : Soit F = {(x,y,z) € R3,x + y + z = 0}. Déterminer une base orthonormée de F puis le projeté
orthogonale de u = (1,2,3) sur F.



