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Chapitre 4 : Fonctions usuelles
Partie B : Fonctions trigonométriques

I) Les fonctions cosinus et sinus

a) Les fonctions cosinus et sinus

J
Définition: On considére un cercle C orienté de centre O et de rayon 1.

Soit x un réel et M le point qui lui est associé tel que (61: OTW) =xetOM =1 . M
et OM = 1. SIX 2

(C’est ce que I’on appelle les coordonnées polaires !)

On appelle cosinus de x et sinus de x les coordonnées de M 0 cosx ||
dans le repéere (O,1,J). On a ainsi M (cos x ; sin x)
Exemple L.a.1: cos(0) =1; sin(0) =0

b) Représentation graphique de cos et sin

Propriété 1.b.1 : Les fonctions cosinus et sinus étant respectivement paire et impaire et 2n-périodique, on les étudie
sur I’intevalle [0 ;7] :
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On prolonge ensuite les courbes représentatives par symétrie et 2n-périodique périodicité :
Courbe de cosinus :




Page 2 sur 6

Propriété 1.b.2 : On a le résultat suivant :
{cos(x)zcos(a) Sx=a+2kn oux=-a+2kn;k €L
sin(x) =sin(a) ®x=a+2knr oux=m—a+2kn;k€EZ

Application Lb.3 : Résoudre 1’équation sin(x) = 0,5
Application Lb.4 : Résoudre I’inéquation cos(x) > 0,5

¢) Formules d’addition, élémentaires, linéarisation...

Propriété I.c.1 (formule d’addition) :

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)
sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a)

V(a,b) € R?,

Application I.c.2 : Démontrer que :
Vx € R, cos(2x) = 2 cos?(x) — 1

Propriété 1.c.3 (Formules élémentaires, a savoir retrouver sur le cercle trigonométrique) :

lfcos (x + %) = —sin(x) lfsin (x + g) = cos(x)
s T
Vx € R,{ cos (E — x) = sin(x) Vx € ]R,{ sin (E — x) = cos(x)
cos(x + m) = — cos(x) sin(x + ) = — sin(x)
cos(m —x) = —cos(x) sin(m — x) = sin(x)

Application I.c.4 : Déterminer

A= <7n)
= Cc0oS 6

Propriété I.c.5 (Formule de linéarisation) :

(sin(a) sin(b) = %(Cos(a —b) —cos(a + b))

V(a,b) € R?,

sin(a) cos(b) = %(sin(a + b) + sin(a — b))

Ikcos(a) cos(b) = %(cos(a + b) + cos(a — b))

Application ILc.6 : Calculer :

I = | sin(x) sin(2x) dx

o — iy

Propriété I.c.7 (Transformation de somme en produit) :
( a+b a—b>b
cos(a) + cos(b) = 2 cos ( > )cos ( > )

cos(a) — cos(b) = —2sin (a ; b) sin <a > b)

V(a,b) € R?,

cos
\

sin(a) + sin(b) = 2 sin (a ;— b) cos (a - b)
)eos ()

2
a—>b a+b
sin(a) — sin(b) = 2 sin( 3

Application I.c.8 : Résoudre 1’équation cos(x) + cos(2x) = 0



Page 3 sur6

d) Dérivation

Propriété I.d.1 : Ona:
cos'(x) = —sin(x)

(cos;sin) € D(R; [0;1])? : Y x € R{ sin’(x) = cos(x)

Application 1.d.2 : Démontrer que 1’équation cos(x) = x admet une unique solution sur [0 ; g]

Application 1.d.3 : Déterminer les limites suivantes :
sin(x cos(x)—1
b= 1m0 g, o 1
x—0 X x—0 X

e) La bijection réciproque de cos|ig.o: 1a fonction arccos

Propriété Le.1 : La fonction cos|[o,y réalise une bijection de [0 ;x] dans [-1 ;1]. On definit alors la fonction :
[-1;1] - [0; 7]

tel que :
x +— arccos(x)

cos™! = arccos : {

Vx€ [0 ;n] cos(x) =y & arccos(y) =x

Exemple Le.2 : Déterminer les valeurs de arccos(0) ; arccos(1) ; arccos(—1) ; arccos (\/;)

ATTENTION : On a:
V x € [—1;1], cos(arccos(x)) =x

(cos(3)) =3
arccos\|cos 3 = 3

591
I = arccos (cos (T))

Par contre :

Application Ie.3 : Déterminer :

Propriété I.e.4 : arccos est dérivable sur |[—1; 1[ et :

1
Vx €]-1;1] arccos'(x) = ——
V1 — x?
Y
Yy = arccos 2

— Y = COST
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f) La bijection réciproque de sin| [_E_E] : la fonction arcsin
2’2

Propriété 1.f.1 : La fonction sin|[_E.E réalise une bijection de [— g ; g] dans [-1 ;1]. On définit alors la fonction :
2’2
T

T
=)= [_E'E] tel que :
x — arcsin(x)

sin™! = arcsin :

T T
Vx€ [_E'E] sin(x) =y & arcsin(y) = x

Exemple Lf.2 : Déterminer les valeurs de arcsin(0) ; arcsin(1) ; arcsin(—1) ; arcsin (?)

ATTENTION : On a:
V x € [—1; 1], sin(arcsin(x)) = x

n(sin(3)) =3
arcsin(sin(—]) =3

) /591
I = arcsin (sm (T))

Par contre :

Application Lf.3 : Déterminer :

Propriété 1.f.4 : arcsin est dérivable sur | — 1; 1] et :
1

iz

V x €] — 1; 1], arcsin’(x) =

f(r) = arcsinz

—F(r) =sinx

IT) La fonction tangente
a) Généralités

Définition (tangente) : Pour tout

Exemple IlL.a.1:
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Propriété Il.a.2 : Ona:
1) tan est n-périodique.
2) tan est impaire.

3) tan est dérivable et :

T T 1
Vx€ U ]—— + kn;—kn[,tan’(x) =——— =1+ tan?(x)
2 2 cos?(x)
KkEZ
y
T Tl
+o¢

tan - x

b) Propriétés

Propriété ILb.1 : V(x,y) € R?, (quand cela est définie) :

tan(x) + tan(y)
1 — tan(x) tan(y)
tan(x) — tan(y)
1 + tan(x) tan(y)

tan(x +y) =

tan(x —y) =

Application I1.b.2 : Déterminer la valeur de :

I
I=tan(§)
Propriété II.b.3: Six € Rett = tan (g) est bien défini, on a alors :
()_1—t2 in(e) = 2t ran(x) = 2t
cos) =77 5 sim) =77 st =753

¢) La fonction arctangente

Propriété Il.c.1 : La fonction tan|]_E.E est bijective de ]— g ; g[ dans R. On appelle arctan sa bijection réciproque.
2’2
T
134
2'2L telque:
x — arctan(x)

tan~! = arctan :

T T
vxe|-zi3 tan(@) =y  arctan(y) = x

Exemple IL.c.2 : Déterminer les valeurs de arctan(0) ; arctan(1);arctan(—1); arctan(\/§)

ATTENTION : On a:
V x € R, tan(arctan(x)) = x
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Par contre :

an(an(5)) =3
arctan\|tan 3 = 3

5971
I = arctan (tan (T))

Application II.c.3 : Déterminer :

Propriété Il.c.4 : arctan est dérivable sur R et :

1
V x € R,arctan’(x) =
' 14 x?
3
T
Y=35
2
2
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Propriété V.c.5:Ona:

1 T
V x € R*, arctan(x) + arctan (;) = signe (x) >




