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TD 4 : Fonctions usuelles 

 

Partie A : Les fonctions exponentielle, logarithme et puissances 

 

Exercice A.1 : Résoudre les équations suivantes sur ℝ :  

1) 2 𝑙𝑛(𝑥 + 1) + 𝑙𝑛(3𝑥 + 5) + 𝑙𝑛(2) = 𝑙𝑛(6𝑥 + 1) + 𝑙𝑛(𝑥 − 2) + 𝑙𝑛(𝑥 + 2) 

2) 𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥 − 3 = 0 

3) 5𝑥 − 5𝑥+1 + 23𝑥−1 = 0 

4) √𝑥 + 2 + √𝑥 + 3 + √𝑥 + 6 = 3 

5) 𝑥√𝑥 = √𝑥
𝑥
 

6) 4𝑥+1 + 22−𝑥 = 65 

 

Exercice A.2 : Résoudre les systèmes suivants :  

𝑎) {
8𝑥 = 10𝑦
2𝑥 = 5𝑦

          𝑏) {
𝑥 + 𝑦 = 7

𝑙𝑜𝑔(𝑥) + 𝑙𝑜𝑔(𝑦) = 1
        

𝑐) {
𝑥𝑦 = 𝑎2

(𝑙𝑛(𝑥))2 + (𝑙𝑛(𝑦))2 =
5

2
(𝑙𝑛 (𝑎))2  

, 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑎 > 0 𝑑𝑜𝑛𝑛é𝑒 𝑑) {
𝑥 + 𝑦 = 520

𝑙𝑜𝑔(𝑥) + 𝑙𝑜𝑔(𝑦) = 4
 

 

Exercice A.3 : Démontrer que :  

∀ 𝑥 ∈]0; 1[, 𝑥𝑥(1 − 𝑥)1−𝑥 ≥
1

2
 

 

Exercice A.4 : 

a) Montrer que :  

∀𝑥 > −1,
𝑥

𝑥 + 1
≤ 𝑙𝑛(1 + 𝑥) ≤ 𝑥 

b) Interprétez graphiquement l’inégalité de droite. 

 

Exercice A.5 : Calculer les limites suivantes : 

𝑎) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

𝑙𝑛(𝑥) 𝑙𝑛(𝑙𝑛(𝑥))          𝑏) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑙𝑛(1 + 𝑥2)

2𝑥
         𝑐) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞

𝑥 + 1

𝑒𝑥 − 1
 

𝑑) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑥
1
𝑥            𝑒) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞

𝑎(𝑏𝑥)

𝑏(𝑎𝑥)
    (1 < 𝑎 < 𝑏)          𝑓) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞

(𝑥𝑥)𝑥

𝑥(𝑥𝑥)
 

 

 

Exercice A.6 : a) Montrer que pour tout x ∈ ℝ, ex ≥ x + 1. Interpréter ce résultat graphiquement. 

b) Soit 𝑛 ∈ ℕ∗. En posant 𝑥 =
1

𝑛
 et 𝑥 = −

1

𝑛+1
, en déduire l’encadrement suivant :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, (
𝑛 + 1

𝑛
)

𝑛

≤ 𝑒 ≤ (
𝑛 + 1

𝑛
)

𝑛+1

 

c) En déduire l’encadrement suivant du nombre e pour n ≥ 1 :  

0 ≤ 𝑒 − (1 +
1

𝑛
)

𝑛

≤
3

𝑛
 

d) En déduire :  

𝑙𝑖𝑚
𝑛

(1 +
1

𝑛
)

𝑛

 

 

Exercice A.7 : 

On considère la fonction numérique de la variable réelle x définie sur [0; +∞[\{1} par :  

𝑓(𝑥) =
𝑒−𝑥

1 − 𝑥
 

On note 𝒞f la représentation graphique de f relativement à un repère orthonormal. 

a) Déterminer la limite de f(x) lorsque x tend vers +∞, puis lorsque x tend vers 1 par valeurs supérieurs et inférieurs. 

Que peut-on en déduire pour 𝒞f ? 

b) Montrer que f est croissante sur chacun des intervalles [0; 1[, ]1; +∞[. 
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c) Préciser l’équation cartésienne de la tangente (T0) au point A de 𝒞f d’abscisse 0. 

d) Prouver que l’équation f(x) = −2 admet une unique solution sur ℝ+\{1}. 

 

Exercice A.8 : On considère la fonction définie par :  

𝑓(𝑥) =
1

𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥
 

1) Déterminer l’ensemble de définition 𝒟𝑓 de 𝑓 et préciser sa parité. 

2) Etudier les variations de la fonction 𝑓 et préciser ses limites aux bornes de 𝒟𝑓. 

3) Montrer que la restriction de 𝑓 à l’intervalle [0; +∞[ admet une application réciproque, notée g. 

4) Donner l’ensemble de définition de g, son ensemble de continuité ainsi que son sens de variation. 

5) Tracer les courbes représentatives des fonctions f et g. 

6) Expliciter la fonction g. 

 

Exercice A.9 : On pose :  

𝑓 ∶ 𝑥 ⟼ 𝑙𝑛 (√𝑥2 + 1 − 𝑥) 

1) Déterminer l’ensemble de définition de  f  

2) Montrer que f est impaire.  

3) Etudier les variations de f et les limites aux bornes de son ensemble de définition.  

 

Exercice A.10 : Démontrer que :  

∀ 𝑥 > 1,
𝑥 𝑙𝑛(𝑥)

𝑥2 − 1
<

1

2
 

 

Exercice A.11 : Démontrer que :  

∀ 𝑥 > 0 𝑙𝑛 (1 + √1 + 𝑥2) <
1

𝑥
+ 𝑙𝑛(𝑥) 

 

Exercice A.12 : Etudier les fonctions suivantes :  

1) 𝑓(𝑥) =
1

2
𝑥 + 𝑙𝑛 (

𝑥 − 1

3𝑥 − 4
)           2) 𝑓(𝑥) =

𝑥2 − 𝑥

𝑥 − 3
             3) 𝑓(𝑥) =

1

𝑥2
−

8

𝑥 + 1
             

4) 𝑓(𝑥) = 𝑥2𝑒−𝑥2
             5) 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛(𝑥2 + 1)          6) 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑙𝑛 (𝑒 +

1

𝑥
)       7) 𝑓(𝑥) = 𝑥

1
𝑥           8) 𝑓(𝑥) = 𝑥1+

1
𝑥 

9) 𝑓(𝑥) = √
𝑥3

2𝑎 − 𝑥
      (𝑜ù 𝑎 > 0)         10) 𝑓(𝑥) = √𝑥2

3𝑎 − 𝑥

𝑎 + 𝑥
       (𝑜ù 𝑎 > 0)      11) 𝑓(𝑥) = 𝑒

1
𝑥√𝑥(𝑥 + 2)  

 

Partie B : Fonction trigonométrique 

 

Exercice B.1 : Montrer que :  

∀ 𝑥 ∈ [0;
𝜋

2
] ,

2

𝜋
𝑥 ≤ 𝑠𝑖𝑛(𝑥) ≤ 𝑥 

 

Exercice B.2 : Résoudre les équations suivantes, de variable x réelle :  

𝑎) 𝑐𝑜𝑠(𝑥) =
1

2
    𝑏) √2 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

6
− 𝑥) = 1     𝑐)2 𝑐𝑜𝑠(2𝑥) = √3        𝑑)2 𝑐𝑜𝑠2(2𝑥) − 3 𝑐𝑜𝑠(2𝑥) = −1 

𝑒) 𝑐𝑜𝑠(2𝑥) = 𝑐𝑜𝑠(𝑥)        𝑓) 𝑠𝑖𝑛(2𝑥) + 𝑠𝑖𝑛(𝑥) = 0          𝑔) 𝑠𝑖𝑛(2𝑥) + 𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

3
+ 3𝑥) = 0      ℎ) 𝑐𝑜𝑠(3𝑥) + 𝑠𝑖𝑛(𝑥)

= 0 
 

Exercice B.3 : Résoudre les inéquations suivantes, de variable x réelle : 

𝑎) 𝑐𝑜𝑠(𝑥) > 0       𝑏) 𝑠𝑖𝑛(𝑥) ≤
1

2
      𝑐) 𝑡𝑎𝑛 (𝑥) >

√3

3
     𝑑) 𝑠𝑖𝑛2(𝑥) ≥

1

4
   𝑠𝑢𝑟 [𝜋; 𝜋]  
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Exercice B.4 : Déterminer le domaine de définition et la dérivée de :  

𝑓(𝑥) = (1 + 𝑠𝑖𝑛(𝑥))𝑐𝑜𝑠(𝑥) 

 

Exercice B.5 : Etudier la fonction : 𝑓 ∶ 𝑥 ⟼ 𝑐𝑜𝑠(𝑥) − 𝑐𝑜𝑠2(𝑥) 

 

Partie C : Fonctions trigonométriques réciproques 

 

Exercice C.1 : Simplifier les expressions suivantes :  

𝑎) 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 (𝑐𝑜𝑠 (
2𝜋

3
))       𝑏) 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑜𝑠(4𝜋))      𝑐) 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 (𝑐𝑜𝑠 (−

2𝜋

3
))       𝑑) 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (𝑡𝑎𝑛 (

3𝜋

4
)) 

𝑒) 𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)) , 𝑥 ∈ ℝ        𝑓) 𝑠𝑖𝑛 (3 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)) , 𝑥 ∈ ℝ, 𝑔) 𝑡𝑎𝑛 (𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 (𝑥)) 𝑥 ∈] − 1; 1[       
ℎ) 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑥) + 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(−𝑥) , 𝑥 ∈ [−1; 1]       𝑖) 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (1/2) + 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (1/5) + 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (1/8)  

 

Exercice C.2 : Résoudre les équations suivantes, de variable x réelle : 

1) 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑠𝑖𝑛(𝑥)) =
𝜋

9
    2) 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑥) = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)     3) 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑥) = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(2𝑥)      4) 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑥)

= 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(1 − 𝑥) 

5)2 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥) = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(|2𝑥2 − 1|)     6) 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥) + 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 (
𝑥

2
) = 𝜋     7)2 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥) = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 (2𝑥√1 − 𝑥2) 

8) 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(2𝑥) − 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥√3) = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)     9) 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (𝑥 − 1) + 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (𝑥) + 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (𝑥 + 1) =
𝜋

2
 

 

Exercice C.3 : Après avoir précisé le domaine de validité, montrer les formules :  

1) 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥) + 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑥) =
𝜋

2
     2)2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (√

1 − 𝑥

1 + 𝑥
) + 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥) =

𝜋

2
    

3) 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥) = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
𝑥

√1 − 𝑥2
)         4)2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (√1 + 𝑥2 − 𝑥) + 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) =

𝜋

2
 

 

Exercice C.4 : Etudier la fonction  𝑓 ∶ 𝑥 ↦ 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑜𝑠(3𝑥)) 

 

Exercice C.5 : Etudier la fonction  𝑓 ∶ 𝑥 ↦ 𝑠𝑖𝑛(2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)) 

 

Exercice C.6 : Déterminer le domaine de dérivabilité des fonctions suivantes et calculer leurs dérivées. 

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 (
1 + 𝑥

1 − 𝑥
)   ; 𝑔(𝑥) = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

1

1 + 𝑥2
) 

 

Exercice C.7 : Soit n un entier naturel. On pose pour tout n ∈ ℕ, la somme Sn :  

𝑆𝑛 = ∑ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
1

𝑘2 + 𝑘 + 1
)

𝑛

𝑘=0

 

a) Montrer que :  

∀𝑥 ≥ 0, 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
1

𝑥2 + 𝑥 + 1
) = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥 + 1) − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) 

b) En déduire la valeur de Sn puis la limite de Sn quand n tend vers +∞. 

 

Exercice C.8 : a) Démontrer que : 

∀𝑥 ≥ 0, 0 ≤ 𝑥 − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) ≤
𝑥3

3
  

b) En déduire que :  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑥 − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)

𝑥2
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Partie D : Fonctions trigonométriques hyperboliques 

 

Exercice D.1 : On pose :  

∀ 𝑥 ≥ 0, 𝑓(𝑥) =
1

𝑐ℎ(𝑥)
 

1) Montrer que f réalise une bijection vers un intervalle I à préciser.  

2) Représenter les courbes de f et de sa réciproque g.  

3) Démontrer que :  

 

∀𝑦 ≥ 1, 𝑐ℎ(𝑔(𝑦)) =
1

𝑦
 𝑒𝑡 𝑠ℎ(𝑔(𝑦)) = √

1

𝑦2
− 1 

4) Etudier le domaine de dérivabilité et la dérivée de g.  

 

Exercice D.2 : Montrer que :  

∀ 𝑥 ≥ 0, 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑠ℎ(𝑥)) = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 (
1

𝑐ℎ(𝑥)
) 

 


