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TD 4 : Fonctions usuelles

Partie A : Les fonctions exponentielle, logarithme et puissances

Exercice A.1 : Résoudre les équations suivantes sur R :
D2n(x+1)+nBx+5)+n2)=n6x+1)+In(x—2)+In(x+2)
2)e?* —2e¥*—3=0

3) 5% — 5x+1 4 923x-1 —

DVx+2+Vx+3+Vx+6=3

5) xV* = vx

6) 4**t1 + 227% = 65

Exercice A.2 : Résoudre les systémes suivants :
* =10y x+y=7

) {Zx =5y ) {log(x) +log(y) =1

xy = a?

x+y=2>520
(In()? + (n()? = 2 (n(@)?

) log(x) + log(y) = 4

avec a > 0 donnée d) {

Exercice A.3 : Démontrer que :

N| -

Vv x €]0; 1[x*(1 —x)t™* >

Exercice A4 :
a) Montrer que :

X
Vx > —1,mS n(1l+x)<x

b) Interprétez graphiquement 1’inégalité de droite.

Exercice A.5 : Calculer les limites suivantes :

lim In(x) In(in(x) Ny In(1 + x?) .’ x+1
D Jin (O tnlinG) ) Jim T 0l oy
1 a® (x¥)*
d) xlirggr xXx e) xl_l)Too 5@ (1<a<b) Id) xl_l)z_noo pueT)
Exercice A.6 : a) Montrer que pour tout x € R, e* > x + 1. Interpréter ce résultat graphiquement.
b) Soit n € N*. En posant x = % etx = — #, en déduire I’encadrement suivant :
n+ 1\" n+ 1\"*!
VneN*,(—> SeS( )
n n
c¢) En déduire I’encadrement suivant du nombre e pourn > 1 :
n
3
0<e- (1 + —) <-
n n
d) En déduire :
1 n
lim (1 + —)
n n

Exercice A.7 :
On considére la fonction numérique de la variable réelle x définie sur [0; +oo[\{1} par :
—-X
X) =
G = 1—
On note Cs la représentation graphique de f relativement a un repere orthonormal.
a) Déterminer la limite de f(x) lorsque x tend vers 4o, puis lorsque x tend vers 1 par valeurs supérieurs et inférieurs.

Que peut-on en déduire pour Cs ?
b) Montrer que f est croissante sur chacun des intervalles [0; 1[, ]1; +oo].
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¢) Préciser I’équation cartésienne de la tangente (T,) au point A de C¢ d’abscisse 0.
d) Prouver que I’équation f(x) = —2 admet une unique solution sur R*\{1}.

Exercice A.8 : On considére la fonction définie par :
1

fo) = e*+e™*
1) Déterminer I’ensemble de définition Dy de f et préciser sa parité.
2) Etudier les variations de la fonction f et préciser ses limites aux bornes de Dy.
3) Montrer que la restriction de f a I’intervalle [0; +oo[ admet une application réciproque, notée g.
4) Donner I’ensemble de définition de g, son ensemble de continuité ainsi que son sens de variation.
5) Tracer les courbes représentatives des fonctions f et g.
6) Expliciter la fonction g.

Exercice A.9 : On pose :
fixw— ln(\/x2+1—x)

1) Déterminer I’ensemble de définition de f
2) Montrer que f est impaire.
3) Etudier les variations de f et les limites aux bornes de son ensemble de définition.

Exercice A.10 : Démontrer que :
xIn(x) 1

Vx>1,————< =
X2 152

Exercice A.11 : Démontrer que :

Vx>0ln(1+\/1+x2)<%+ln(x)

x—1 ) X“—x 1 8
2 1 1 1
4) f(x) = x%e™* 5) f(x) = In(x? + 1) 6) f(x) = xIn (e +;) 7) f(x) = xx 8) f(x) =x'*x

Exercice A.12 : Etudier les fonctions suivantes :
) DW= N =-
N = | (oha>0)  10)fG) = |x2 2
AC 2a—x ona V)= |x a+x

(oua>0) 11)f(x) = e%\/x(x +2)

1 2
1)f(x)—§x+ln< x? x+1
Partie B : Fonction trigonométrique

Exercice B.1 : Montrer que :
my 2
VxE€E [0;—],—x <sin(x) <«x
2
Exercice B.2 : Résoudre les équations suivantes, de variable x réelle :
1 T
a)cos(x) = > b) V2 sin (E — x) =1 ¢)2cos(2x) =vV3  d)2cos?(2x) — 3 cos(2x) = —1

s
e)cos(2x) =cos(x)  f)sin(2x) +sin(x) =0 g) sin(2x) + sin (§ + 3x) =0 h)cos(3x) + sin(x)
=0
Exercice B.3 : Résoudre les inéquations suivantes, de variable x réelle :

a)cos(x) >0 b)sin(x) < % c) tan(x) > \/?§ d) sin?(x) = % sur [m; 7]
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Exercice B.4 : Déterminer le domaine de définition et la dérivée de :
f(x) = (1 + sin(x))cos®

Exercice B.5 : Etudier la fonction : f : x — cos(x) — cos?(x)

Partie C : Fonctions trigonométriques réciproques

Exercice C.1 : Simplifier les expressions suivantes :

a) arccos (cos (2?”)) b) arccos(cos(4m)) c¢)arccos (cos (— 2;)) d) arctan (tan (%))

e)cos(arctan(x)),x e R f)sin(3arctan(x)),x € R, g) tan(arcsin(x)) x €] — 1; 1]
h) arccos(x) + arccos(—x),x € [-1;1] i) arctan(1/2) + arctan(1/5) + arctan(1/8)

Exercice C.2 : Résoudre les équations suivantes, de variable x réelle :
1) arcsin(sin(x)) = g 2) arccos(x) = arcsin(x) 3)arccos(x) = arcsin(2x) 4)arccos(x)
= arcsin(1 — x)
5)2 arcsin(x) = arccos(|2x? —1|)  6) arcsin(x) + arcsin (g) =m 7)2arcsin(x) = arcsin (ZxM)

T
8) arcsin(2x) — arcsin(xx/?) = arcsin(x) 9) arctan(x — 1) + arctan(x) + arctan(x + 1) = >

Exercice C.3 : Aprés avoir précisé le domaine de validité, montrer les formules :

T X T
1) arcsin(x) + arccos(x) = o) 2)2 arctan Tt + arcsin(x) = >

4)2 arctan (\/ 1+ x2— x) + arctan(x) =

NS

3) arcsin(x) = arctan(

=)
1—x2

Exercice C.4 : Etudier la fonction f : x » arccos(cos(3x))
Exercice C.5 : Etudier la fonction f : x » sin(2 arctan(x))

Exercice C.6 : Déterminer le domaine de dérivabilité des fonctions suivantes et calculer leurs dérivées.

f(x) = arcsin (1 ix

1
; = t
) 5000 = aretan (775)

Exercice C.7 : Soit n un entier naturel. On pose pour tout n € N, la somme S, :
n

1
Sn = Z arctan (7 7)

a) Montrer que :

Vx =0, arctan( ) = arctan(x + 1) — arctan(x)

x?+x+1
b) En déduire la valeur de S, puis la limite de S;, quand n tend vers +oo.

Exercice C.8 : a) Démontrer que :
3

X
Vx = 0,0 < x—arctan(x) < 3

b) En déduire que :
~ x — arctan(x)
lim—————
x-0 X
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Partie D : Fonctions trigonométriques hyperboliques

Exercice D.1 : On pose :
1
Vx=20f(x)=——r
=0,/(x) ch(x)
1) Montrer que f réalise une bijection vers un intervalle I a préciser.
2) Représenter les courbes de f et de sa réciproque g.

3) Démontrer que :
1 1
vy =1, ch(g(y)) = ; et sh(g(y)) = 37 -1

4) Etudier le domaine de dérivabilité et la dérivée de g.

Exercice D.2 : Montrer que :

Vx=0, arctan(sh(x)) = arccos(

chtx))




