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Correction TD 1 : Inégalité dans R

Partie A : Résolution d’inégalité

Exercice A1 : Résoudre les inéquations suivantes :

x2+x—30>O b x+1 2
a) x+1 B )

a) On doit regarder le signe d’un quotient, il peut étre judicieux (c’est un euphémisme !) de faire un tableau de signe
afin de regarder le signe du numérateur et du dénominateur.

1" cas : Signe de x* + x — 30

C’est un polyndme du second degré. On peut donc chercher ses racines.

Méthode 1 : Grace au discriminant
Onrésout: x2+x—30=0
Ona:
A=b?>—4ac=1-4x1x(=30)=121=112
On a donc deux solutions pour x + x —30 =0 :
-b—vA -1-11

_Th-VA_-1+11
2a 2 B B B

2a 2

X1 ;X2

t y=m2+x—30

On peut donc tracer le tableau de signe de x% + x — 30 :

xr —0Q —6 5 +00
2430+ 0 — )+
Méthode 2 : Factorisation
Ona:
1\2 1 1\2 2
2 —_ = — — —_——_—= — —_ | — = —_
Vx € R, x*+x— 30 (x+2> 30 2 <x+2) (2) (x—5)(x+6)

On a donc :




v [~ 6 5 +x
146 — ¢ + +
o — - 0 +
2430+ 0 — (0 4
2me cas : Signede x + 1
r o |—00 —1 400
r+1| - (:) +

En combinant les deux tableaux de signe (sans oublier que la valeur -1 est interdite !), on obtient :

r

—1

e
+
2

r24+1r—30 +

|
=

+1

r+1

224130

+
+ |+ |+

On en déduit donc que :

xZ +x— 30

x+1

>0 x€[—6;

—1[ U ]5; + 0]

On peut remarquer cela sur la courbe de la fonction :

Page 2 sur 19

-2




Page 3 sur 19

Ona:
x+1 2 x+1 2

Vx € R\{—-2;2}, < = - <0
M J x—2 x+2 xX—2 x+2
x+D(x+2)—2(x—-2) _
(x—2)(x+2) -
x2+x+6 — 0
= <

(x—2)(x+2)
La encore on détermine le signe du numérateur et celui du dénominateur.
Comme précédemment pour le a) de cet exercice, le numérateur est positif pour tout x réel.
On fait de méme avec le dénominateur. On obtient donc :

x+ 1 2
<
-2 x+2

o x € ]-2;2]

On peut la encore le voir sur les courbes :

|
|
I
|
1
|
|
i
r+1 |
y= !
T—2 I
|
R —
i —18 —-16 —-14 =12 =10 == 42 \U\ ) 4 (5] a8 10 12 14 16 18 20
! i 2
—-2 i V=
i i x+2
| 1
| W 1
1 1
A 1
| 1
| 1
-8 i
| I
| 1
| WL 1
| 1
| M I
I 1
I 1
14 = 2
I 1
1
—16 I

Exercice A.2 : Résoudre sur R les équations ou inéquations suivantes :

aA)x—1=Vvx+2 b)Vx2—-2x—-V2x—3<0 o)Vx+4+Vx+2=1

4 1 1 < 1
)x 2x —1  4x?
a)Ona:
_ x=>-=2 )
x—1= x+2=>~{x21 = x € [1; +oo|

Deplusona:
— _ 12 — 2 _ 9. 1 —
{x—l—\/x+2@{(x 1) —x+2(:){x 3x—-1=0
x=1 x=1 x=1
Or on sait que :
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( 3 —+/13
x:TS1
x*-3x-1=0& ou (avec A =9 + 4 = 13)
3++13
kxz—z >1

On en déduit donc que :

—x+ 2 3++v13
x—=1=vx+2 o, _

x=>1 2

3++v13
2

On en déduit donc que :

x—1=vVvx+2&x=

Remarque : On peut voir cela sur une courbe :

b) Vx? —2x—V2x—-3<0
On doit déja étudier les valeurs de x pour lesquelles les racines carrées sont définies.
On doit avoir :

5 - x(x—2)=0
{x —2x=>0 3 —x>2
2x—3=20 xZE

Deplusona:

VX2 —2x—V2x —3< 0 Jx2—-2x<+V2x—3

2
@{x —2x<2x-3

x =2
2
(:){x —4x+3<0
x =2
On cherche les zéros (ou les racines) de x — x2 — 4x + 3 :

x =3
x> —4x+3=0=(x-2)2-1=0=x-3)(x—-1)=0<1 ou
x=1

On en déduit donc que :
x?—4x+3< 0o x€]1;3]
On en déduit donc que :

/x?—2x —2x —3 <0 o x € [2;3]

Remarque : On peut le voir graphiquement :
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OVx+4+vVx+2=1
On doit déja étudier les valeurs de x pour lesquelles les racines carrées sont définies.
On doit avoir :
x+42>0
{x +2=0 Sx=-2
On peut analyser le fait que la fonction x = vx + 4 + Vx + 2 est strictement croissante (par somme et composée de
fonctions croissante). On pose alors f : x » Vx + 4+ Vx +2.0naDy = [-2; o[ et f(—2) = V2 > 1.

On a donc le tableau de variation suivant :

r | -2 +20

f /

V2

On a donc :

|\/x+4+\/x+2=1<=>x6(2)|

Remarque : On peut le voir graphiquement :

y=\/:1;+2+\/.'1;+4

d 1 1 _ 1

) x 2x—1  4x?

On doit déja étudier les valeurs de x pour lesquelles 1’inéquation est définie.
On doit avoir :

x#0
¢1
73
Deplusona:
1 1 _ 1 2x—1—x 1 - 4x(x—1)—(2x—-1) 4352—6x+1<0
- — —s = & —
x 2x—1 4x? (2x —1)x  4x2 (2x — 1)4x2 (2x — 1)4x2

On doit étudier séparément le signe du numérateur et du dénominateur.
4x2 —6x+1=0=>4=36—-16 =20
On a donc :
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( _6- \/_ 3—-+/5
4
4’ —-6x+1=0<
_6+ \/_ 34++/5
4
On a donc :
_ 3—5 1 345
T o0 0 1 5 1 “+00
4r2—6r+1 + + + — — + +
20—1 - - — + +
4a2—6a+1 _ _ _
2r—1 + + + +
On en déduit donc que :
1 1 1

x 2x-—1 4_x2(:)xe] ;0L U 10

;3—26[%3;3%@[

Remarque : On peut le voir graphiquement :

U L L LI L. . L L L. g
5
=
E3
i

/3
1?ng4\@ [7:3+4 :
1
|
1
Exercice A3 : Résoudre les équations et inéquations suivantes :
1 1
1) —+ = 2 —+—21 xjx—1| < [x|(x—1
1
4) |x+;|>3 5)|x+4 < [2x+1]  6) | |<2
L 1 N 1
A RS

On va ici distinguer trois cas :

1¥cas:x< -1
On a alors :

L 11y ax—1_y 243x+1=0
{lxl lx+1] ‘:’{_;_x+1_ ‘:’{x(x+1)_ ‘:’{x T
x < -1
x<-1 x< -1 x < —1
On résout indépendamment x2 + 3x + 1 = 0.
x>+3x4+1=0=4=5
On a alors :




( -3-+5
Ix=T<—
x2+3x+1:0<:>{ ou
|  —3++5
kx:—>—
2
On a alors :
i+ 1 =1 —-3-+5
x|  |x+ 1] Sx=E—0
x < —1

1 cas: x € ]—1;0[
On a alors :

x’4+x+1=0
x €]-1;0[

11 11 -1
m+|x+1|_1@{_;+x+1:1@ x(x+1)_1<:>{
x €]-1;0[ x €]-1;0[ x €]-1;0[
On résout indépendamment x + x + 1 = 0.
x’+x+1=0=4=-3<0
On a alors :
11
m+|x+1|_1<:>xe®
x €1-1;0[

1cas: x>0
On a alors :
1 1 —1 1 1 2x +1 _, 5 B
|x|+|x+1|_ ‘:){;-I_x—-l-l_l‘:{x(x"'l)_ (:){x _;;(}_O
x>0 x>0 x>0
On résout indépendamment x —x — 1 = 0.
x2—x—-1=0=4=5

On a alors :
( 1-+5
X = > <0
*-x—-1=0& ou
L 1+4/5
x = >0
2
On a alors :
1 1
— 4 =1 1++/5
x| |x+ 1] S X = 5
x>0
On en déduit donc que :
L, 1 o e [B3-1+Vs
T x+ 1] x 2 2

Remarque : On peut le voir graphiquement :
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|

3]

1
2) —+ >1
TR

11 suffit de reprendre ce que 1’on a fait précédemment, avec des inégalités au lieu d’égalité !

On a alors :
1 —3-+5 1++5
I+ ——>1ex€ ; -10
PIMITEST [ 22 }\{ :

Remarque : On peut le voir graphiquement :

Dxlx—1] <|x|(x—=1)

On peut déja voir que x = 0 et x = 1 ne sont pas solution de I’inéquation !
Deplusona:

X x—1
xlx -1 < [x]x - 1) & —<
x| lx —1]
De plus on sait que :
iz{lsix>0
x| =1six<0
On en déduit donc que :
vx<0,-1=2-*"1
X ,—1l=—=
x| |x—1]
vx €]0;1[, 1 x4
X ) ) =T =
x|~ |x —1]

On en déduit donc que :

klx =1 < |x|(x—1) & x € ¢




Remarque : On peut le voir graphiquement :
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=iz =1 y=lz|(x —=1)
1
4) x+—|>3
X
Ona:
1 x2+1 x2+1
|x+—|>3(:) >3 >3
x | x|
La encore on peut distinguer deux cas.
1" cas : x < 0:
On a alors :
2 2
x*+1
3 [(CFlo s (2isx+1so0
|x| 1 —x = x <0
x<0 x <0
Onrésout x> +3x+1=0:
A=9—-4=5
On en déduit donc que :
( -3-+5
x=—2
**+3x+1=0 ou
L —3+44/5
x=T

On en déduit donc que :

x2+3x+1>0(:>xe]—oo;

On en déduit donc que :

-3 —-+V5[ ]-3++5
e

2
AL —3—+5[ ]-3++5
x| & x € |—o0; > U > ;0
x<0
2iéme oaqg:x >0
On a alors :
2
+1 2
a 3 (Ml 2 3x+1>0
|x| ) x = x>0
x>0 x>0
Onrésoutx? —3x+1=0:
A=9—-4=5
On en déduit donc que :
3-+5
x=—
x> -3x+1=0& ou
3++/5
x=—

On en déduit donc que :
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, 3—V5[ 13++5
x—3x+1>0<:)x€]—00; > [U] > ;+°°[
On en déduit donc que :
x2+1
T>34:)XE]O;
x>0

3—V5[ 13+V5
o R

On en déduit donc que :

—00;

—3;ﬁ[ul—szﬁ;o[ulo;s—zx/ﬁ[uls+2x/§;+oo[

1
x+;|>3<:>xe

Remarque : On peut le voir graphiquement :

5 [x +4| <|2x+ 1]

La encore on distingue trois cas.

1cas: x < —4
|x + 4| < |2x + 1] —x—4<-2x—-1 x <5 _
{ X< —4 (:){ X< _4 (:){ Sx<—4

21me cag : x €] —4;—%[

5
|x + 4| < |2x + 1| x+4<-2x—-1 x<—= 5
11 o I 3 (:)xe]—4;——[
xE]—4;—— X € |—4;,—= 1 3
2 2 XE]—‘I-;—E[

3itme oqg s x > —%

1 - 1
> = > ——
X = X 2

|x + 4| < |2x + 1] x+4<2x+1 x=>3
2

On en déduit donc que :

5
[x + 4] < |2x + 1] @xel—oo;—gl U [3; +oo
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6) x—1

X+ 3
La encore on distingue trois cas.
1" cas: x < —3

<2

2@me cas :x € 1-3; 1]

Jitme cqg x> 1

X—1<2 X—1<2 > 7

{x+3_ @{X_}_g— @{X—>1<=>x>1
x>1 x>1

On en déduit donc que :

x—1
X+ 3

5
<2&SXE|-mw;—-7]U [—§;+oo[

Remarque : On peut le voir graphiquement :

Exercice A.4 : Soient x € R tel que [x — 2| < 1ety € Rtel que 2 <y < 5. Encadrer x+y, xy et ;‘—/

11 suffit de voir I’équivalence :
lx —2| <1< x€]1;3]
On a alors :




lx—2] <1
2<y<5

=3<x+y<8

=2<

{lx—ZISl
2<y<5

X

IA

5

{lx—ZISl
2<y<5

1
=_-<
5

=R <

1
3
2

IA
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Exercice A.5:Ona:
{ 2<x<5

-3<y<e6

Encadrer x+y, xy et §

Ona:
—-1<x+y<
Ici il n’y a aucun probleme.

ATTENTION pour le produit car y change de signe. On peut donc distinguer les cas :

1¥cas: -3 <y<0
Ona:

2<x<5=5y<xy<2y=>-15<xy<0

2meeas: 0<y<6

11

Ona:
2<x<5=2y<xy<5y=>0<xy<30
Ainsiona:
2<x<5
{_SSyS6=—15SxyS30

De méme il faut faire ATTENTION pour le quotient. On doit déja voir que y # 0.

1¥cas: -3 <y<0

3<y<0 1< x< x< 2
=Y - y~- 37 3
2imecas: 0 <y <6
0<v <t 1>1 x>x>2
=S -—>-—=—->->—
Y=y T 6% 6
On a donc :
2<x<5 x _ 2 1_
{_3Sys6=>;e]—oo,—§]u[§,+oo

Partie B : Démonstration d’inégalité

Exercice B.1 : Démontrer les inégalités suivantes :

1
a)V(a,b) € R%,ab < 5 (a?+b%) b)V(a,b,c) €R3ab + ac + bc < (a? + b? + ¢?)

a) C’est un grand classique !!! On étudie la différence :

a’? +b?—2ab _ (a—b)?

1
V(a,b) € ]RZ,E(a2 +b?) —ab =

b) On peut utiliser la question a) :
Ona:

2 2

1
>0 = Vv(a,b) € R* ab < > (a* + b?)

1 1 1
v(a,b,c) € R3,a? + b? + ¢? =E(a2 + b?) +E(a2 +c?) +E(b2 +¢2) = ab + ac + bc
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Exercice B.2 : Démontrer que pour tout x,y réels strictement positifs :

X
21222
y X

Cela revient au méme de démontrer que :
1
vX>0X+ X =2

On sait que :

1 1
Vx>0,(x—1)220=>x2—2x+120=>x—2+;20(carx>0) =x+;22

11 suffit ensuite de poser X = ;
Remarque : On peut aussi étudier la fonction définie sur ]0; +oo] :
X P X+ -
f X

f est dérivable sur ]0; +oo[ et :

) 1 x*-1
VX>0,f(X):1—x—2:7
On a donc :
T 0 1 4+
rfr—1| — ¢ +
f \2/

D’apres le tableau de variation on en déduit donc que :
Vx>0, f(x) =2

D’ou I’égalité.

Remarque 2: On peut le montrer directement :
_xP+y?-2xy  (x+y)? -

xy xy

0

Xy
v € (R})?—+=-2
(7)€ R+

Remarque 3 : On peut aussi fixer une des variables et étudier la fonction en faisant varier 1’autre variable.

Soit y €]0; 4+oo[. On pose :




x Yy
gy:xl—>;+; pour x >0

gy est dérivable sur ]0; +oo[. Ona:
1y x*=y* (x-»kE+y)
x? x2%y x2y
On sait que x et y sont strictement positifs. On a donc gy, (x) est du signe de x —y. On a alors :

r |0 U 400
gle)| — 0 +

|\,

Ona:
9y (y ) =2
On en déduit donc que :

Vy >0,Vx>0,g,(x) ==+=2=2

< IR
R
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Exercice B.3 : Démontrer que pour tout x et y réels strictement positifs :
Xy < x+y

x+y 4

Méthode 1 : On étudie la différence
La encore on étudie la différence. On sait que :

V(X, y) € (]R+*)2’xxy B Xty 4xy (x y) B (X y) _

+y 4 4(x+y) __4(x+y)_
On en déduit donc que :
xy x+ Yy
V(x,y) € (Rt*)2,—— <
Cr,y) € (RT)% =7

Méthode 2 : On fixe une des deux variables et on étudie la fonction
On peut aussi fixer une des variables et étudier la fonction en faisant varier ’autre variable.
Soit y €]0; +oo[. On pose :

Xy x+

Xty 4ypourx>0

gyix P
gy est dérivable sur ]0; +oo[. On a:

x+y)—xy 1 4y?—(x+y)? x? + 2xy — 3y?
Vx>0“_q;(x)=y( y—xy 1 4y"—(x+y)* y—3y

(x +y)? 4 4lx+y)? 4(x +y)?
On sait que x et y sont strictement positifs. On a donc gy, (x) est du signe de —(x% + 2xy — 3y?).
On peut faire calculer le discriminant ou bien utiliser la forme canonique.
Vy>0Vx>0x24+2xy—3y>=(x+y)?—4y?>=(x+3y)(x —y)
Ainsi gy, (x) est du signe de y — x car x + 3y > 0.

r |0 Yy 4
gylw) | + ¢ -

w | N\

On en déduit donc que :
Xy xX+y

<0
x+y 4

vy >0,Vx >0,g,(x) =

On en déduit donc que :




X x +
v(x,y) € (R*)?2,—— <=2

x+y 4
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Exercice B.4 : Démontrer que :

X2 +2x+4

VxEROLS ———<
x2+2x+2

C’est une inégalité double. On peut déja démontrer 1’inégalité de gauche !

On en déduit donc que :

De plus on en déduit que :

Vx € R

Or on sait que :

On en déduit donc que :

On a donc :

VXERx?+2x+4=(x+1)2?+3>0
VXERx?+2x+2=(x+1)?+1>0

X2+ 2x+4

VxER O ———
x X2 +2x+2

x> +2x+4 (x+1)°+3

"x24+2x+2 (x+1)2+1

VXER, (x+1)?+1>1=

Vx ER

X2+ 2x+4

VxeER OIS ———m<
~ x2 4+ 2x+2

(x+1)2+1
- <
(x+1)2+1"

=14 ————— <
X%+ 2x + 2 (x+1)2+1

Exercice B.5 : Démontrer que :

1
vn eEN ,Vn+l—-vVn<—
2Vn

On sait que :

vn e N AVRFT— o RtV t14vn)

Vn+1++n

Or on sait que x = /X est croissante sur R*. On en déduit donc que :

On a donc :

On a donc :

vneNVn+1=>+vn

1 1
, <
Vn+1+4++vVn~ 2vn

vn € N*

1
vn eN‘,Vn+1—vn<—4
2\l

Vn+1++vn
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Remarque : On peut illustrer cette inégalité avec la concavité de la fonction x - /x.

v+l T T T T T T T Bn+1;vn+1)

La pente de cette droite esty/;, + 1 — \/ﬁ

* ‘ n ' Cn+1

On verra dans I’année que I’on pourra démontrer cette inégalité grace a un théoréme que 1’on appelle le théoréme de
I’inégalité des accroissements finis.

Exercice B.6 : Soit (ag, ...,a,) € (R**)™. On veut démontrer que :

(a; + -+ ap) (ai1+ ..._|_a_1n) = (zn: ai) (zn: a%) > n2

k=1 k=1
1) Démontrer que :

1
Vx>Qx+;22

2) En déduire par récurrence que :

1) On sait que :
1 1
Vx>0,(x—1)220=>x2—2x+120=>x—2+;20(carx>0) =x+;22

2) On raisonne par récurrence :

On pose :
n n
1
V (ag; ...; an) € (R P, =" 2“" Z_ =n
a;
k=1
n n
1 1
Yo (Y h)zaxtztzre
ai aq

i=1 i=1

Initialisation : Pourn=1:

Donc P; est vraie.
Heérédité : Soit n un entier naturel non nul fixé. On suppose vraie P,. On a alors :

(2403

i=1 i=1
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On veut montrer que :

Ona:
n+1 n+1 n n
(2)(2em) (&) | (2=
a; — | = a; A1 -
i=1 = =1 =~ a; An+1
On développe :
n+1 n+1 n n n n
(222 Qi) Qe (233)
i a) i a ai An+1 —
i=1 =% i=1 =% &) An+1 £ a;

>n? d'apres HRy,
On a donc d’apres I’hypothese de récurrence :

)G a) e )+ (X

i=1 i=1 i=1 i=1
n+1 n+1 1 n @ a
~(Be) (Bia) B e
i— —i a; e \Qp 41 a;
i=1 i=1 =1

Or on a vu a la question 1) que :

1
Vx>Qx+;22

On pose alors :
a; An+1

Vie[l;n],x = = Vi€E([l;n], —+ >2
n+1 an+1 ai
n+1 n+1 1 n
:(Zai><2—)2n2+22+1
i=1 i=1 4 k=1
n+1 n+1 L
:(Zai><2—>2n2+2n+1
i=1 =
n+1 n+1
1 2
= Z a; Z —|>2n+1)
¢ e QA
i=1 i=1

Donc P, est vraie.

Conclusion : P est vraie et P, est héréditaire donc d’apres le principe de récurrence P, est vraie pour tout entier
naturel n non nul.

Remarque 1 : Si vous avez des difficultés a « apprivoiser » le symbole somme c’est normal ! Je ne peux que vous

conseiller d’illustrer 1’hérédité sur un petit exemple, puis avec I’écriture développée des sommes :
n+1

a; = a; + -+ ay+ap

i=1 Parfois moins pratique mais plus clair au début

Illustration de 1’hérédité avec I’hypothése P; vraie pour démontrer que P, est vraie :
On suppose que :
1 1 1
Va, > 0,Va, > 0,Vaz > 0,(a; + a, +a3)<—+—+—) =9
a; Qaz 4as
On prend alors 4 nombres réels strictement positifs :
Soit by > 0,b, > 0,b3 >0et b, >0.0na:

(by + by +b +b)<1+1+1+1)—
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111 11 1y 1
= by + by +b3) (-t o) by (ot b o)+ (b by b + 1
b, b, b by

by by by by by b3
e (g (o) (54
+(b1+b4)+ b, 5, T \b; Th,
=2 =2 =2
> 16

Remarque 2 : On aurait aussi pu le faire directement en développant, mais c’est un peu plus difficile a écrire et a
visualiser :

Ona:
1 1
V(ag;..;a,) € (R (a + -+ ay) <—+ +—)
a an
a, a a
:1_|__1+_1_|_..._|__1+
a; 4as an
a a a
R R A
a; as an
+...+
+i+
a, a a
T+t ——+1
a; a An-1

a a a a a a a a a,_ a

=n+[(_1+_2)+...+<_1+_n)]+[(_2+_3)+...+(_2+_n)]+...+[n1+ n]

a; ag an aq as a; an az an an—1
>n+2n—-1)+2n—-2)+---+2x1

nn—1
2n+2xl——l

Avec 1’écriture X cela donnerait :

n n n n n—1 n n-1 n
1 1 a; ag
=Zai Z— =n+zai Z— =n-+ Z<—+—) _n+z 2
£ ag ¢ ag = \dp Q4 . -
i=1 k=1 i=1 k=1 i=1 \k=i+1 i=1 \k=i+1
k#i
n—1 n—1
>n+22(n—l)>n+2 i >n?
i=1 i=1
Exercice B.7 : On pose :
R—-R
g { . |x|
1+ |x|

Montrer que :
V(y) ER,glx+y) < g(x) +9»)

On pose
]=1;40[ - R
A e
e 1+x
f est dérivable sur |—1; +oo[ et :
(I+x)—x 1

vx>—-1,f'(x) = >0

14+x)?2  (1+x)?
On en déduit donc que f est croissante sur |—1; +oo[.
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On en déduit donc que :
V(x,y) € (-L+oDlx<y e f(x) < f(y)
Or on sait d’apres ’inégalité triangulaire que :
v (x,y) € R? |x +y| < |x| + |yl
On en déduit donc que :
vV (xy) € R% f(lx+yD < flx| +1yD
On a donc :
|x + yl lx| + [yl |x| lyl
< = gx+y) =< +
Tyl S Tr+ bl I ST i Tr e+

glx+y) =

Deplusona:
V,y) EREL+ x|+ [yl =14 Ixlet 1+ x|+ |yl =1+ |yl
On en déduit donc que :

1 1
T+ ] =1+ 1] 1
Vv (x,y) € R?, 1 Y 1 carxo - est décroissante sur ]0; +oo[
<

T+ xl+ 1y~ 1+ ]yl

(I« |x|

T+t =1+ ]

=V (x,y) € R?, car |x| =0et|y| =0
g 1y 1y
<

L+ x|+ [yl — 1+ yl
On en déduit donc que :
x+yl |yl

v (x,y) € R?, <
() T+x+yl -1+ 1+

On a donc :

v (x,9) ER% g(x +y) < g(x) + g(¥)|




