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Correction TD 2 : Généralité sur les fonctions

Partie A : Ensemble de définition

Exercice A.1 : Déterminer les ensembles de définition des fonctions suivantes :
X

fx) = /x+\/1 Fx2 g(x) = ZX_ h(x) =In (%)

i

a)f(x) = x++/1+x?
Ona:
vx € R, x% + 1 > x?

= Vx € R,\/x2 + 1 > /x2 car x » VX est croissante sur R*
= VXxERVx2+12>|x| =>—x
=S VXxERVXx2+1+x=>0

f(x) = /x+\/1+x2 = D= R|

On en déduit donc que :

X
b) g(x) = ——
On doit avoir :
{Z_X_O Sx< 2
V2—x#0
On a donc :
X

¢)h(x) =1In (?)

On doit avoir :
X —X

_2 >S0=e*>1=x>0

On a donc :

eX —e7X
h(x) =In (T) = Dy, = ]0; +oo] = R*™

Exercice A.2 : Déterminer si les fonctions suivantes sont bornées ou non sur leur ensemble de définition (qu’il faut
déterminer aussi !) :

x—3 x—3 _ e’ +1 _ (e 41
f(x)=m; g(x)=X2_ ;h(x) = sin| In peTanr) ; i(x) = In{ sin R

_

x—3
a) f(X) = m
On peut déja voir que :
VXERX*+1#0
On en déduit donc que

f(x) X3 L D=R
= —t =
Y f
Deplusona:

x—3

— =0
X—1>rinoox2 +1
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On en déduit donc que f est bornée sur son ensemble de définition.

Remarque : Pour voir les extrema, on peut étudier la fonction.

vx € R () x—3 vx e R () x?+1-2x(x—3) —x?+6x+1
= et ) = =
FERA T e T . &% +1)2 2 +1)2
On cherche le signe de —x? + 6x + 1.
On cherche A = 36 + 4 = 40
On a alors deux solutions a I’équation —x2 + 6x+ 1 =10
6 + V40
Xx=———=3+4++vV10
—x?2+6x+1=0s 2
ou
x=3-+v10
On en déduit donc le signe de f(x) puis les variations de f':
Deplusona:
—v10 —V10 -1 1
f(3 —v10) = = = = - (V10 +3)
(3-v10) +1 (20-6V10) 2v10-6 2
V10 V10 1 1
etf(3 ++10) = =—-(vV10 - 3)

(3+\/E)2+1=(20+6\/1_0)=2\/1_0+6_2

On a alors le tableau de variation suivant :

r o= 310 VI +0
f@] - 4+ ) -
—3+v10

0
2
f \_m/ \0
2

Ainsi le minimum de f sur R est — % (\/ 10 + 3) atteint pour x = 3 — v'10 et le maximum est % (\/ 10 — 3) atteint pour
x =3 ++10.

On peut le voir graphiquement :

x—3
b) g0 =

On peut déja voir que :

Dy = {x € R,x* =1 # 0} = R\{-1;1}
Deplusona:

x>-1

- _ = lim —— = 400 = g n’est pas majorée
lim (x> —-1) =0 x>-1x2 — 1 & p )
Xx--1 x>-1
x>-1

Demémeona:



JEQH(X__B) =4
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X<l = lim ﬁ = —oo = gn'est pas minorée
lim (x? —1) =0t ~x->-1x2 -1

X—-1 X<-1

x<-1

Remarque : On peut le voir graphiquement :

@

-

)

-2

-3

-4

On a une asymptote verticale d’équation x = —1. (On a de méme une équation verticale d’équation x = 1)
s e?* +1
¢) h(x) = sin <1n (W))
On a d¢ja que :
e?* + 1
Vx € R, X1 >0

Ainsi Dy, = R. De plus on sait que :
vx € R, sin(x) € [—1;1]
On en déduit donc que :
vx € R,h(x) € [-1;1]
Donc h est bornée sur R.
On peut le voir graphiquement :

- e 411
f::";/Jl/J‘
5SdH : y = sin( n(()‘h T 1))
[ L L L LD AN AN T RN 7
L e S A T LT &/ _______ v ______V__
y==1r "
e’ +1

d)i(x) =1In <sin <

On peut voir que :

eX*+1 41

Vx ER x?* <x?+1
= Vx € R, e +1 < eX*1 4+ 1 carx — eX est croissante sur R
2
eX +1

ex*+1l 4 1

_ e +1 V3
vVx € R,sin|———| € 0;7

eX’+1 41

= Vx € R, €10;1[

Donc

On en déduit donc que :
Di =R
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Il reste a voir si i est bornée. Pour cela on va étudier
XZ
e +1

fixe ooy

f est paire, on peut donc étudier f sur [0; +oo[. On a :
2xeX’ (ex2+1 +1) - 2xeX2+1(eXZ +1)

vx € RY,f'(x) =
) (ex*+1 4 1)
B 2xeXz(1 —e)
(e 4 1)
<0
On en déduit donc que f est décroissante sur [0; +oo[. De plus on a :
X2 —x2
et +1 o 1+e 1
im ———= lim ———=-
xotoeX'tl 41 xotwe4eX e
2
f(0) =—
© 1+e
On a donc le tableau de variation suivant :
r|—00 0 40
2
I+e
f 1/ \1
e €
On peut aussi le voir graphiquement :
2 2
e’ + 1 1
Y=—-="7 A(O’1+e) y=-
T it 5P S|\ U S N N . e
-40 -30 f -20 -10 0 10 20 a0 40 50 60
On a donc :
1 41 2

VXER 0K -ZL

< < =
e  eX**tl4 1" 1+e 2

On en déduit donc que :

AN A | | n
Vx € R, sin (—) Ssin|—m— | < sm( ) car sin est croissante sur [0; —]
e eXt1 41 1+e 2

1 e+ 2
Vx € R,In (Sln (—)) <In(sin{————])<In (sm( ))
e ex"t1l 41 1+e

Remarque : Le maximum de i, In (sm (E)) est atteint pour x = 0. Par contre i n’a pas de minimum car son plus

On a donc au final :

Donc i est bornée sur R.

. . 1 . e ..
grand minorant, In (sm (g)), n’est pas atteint. On parle alors de borne inférieure et non de minimum !



Page 5 sur 14

Partie B : Symétrie

Exercice B.1 : On a tracé ci-dessous le graphe de la fonction :
£ R* - R

X g :

A T’aide de ce graphe tracer les courbes

représentatives des fonctions suivantes :

On a représenté sa courbe sur la figure ci-contre. :

o fiix—vVx+3

o fz:XH&'l'g |

o fiixr—4x
. f4:X H 4& 1 D‘ 1 2 3 4 5 ) 7 8 e 10 "

o foixr—>Vx—4+2 a

a)fiix—Vvx+3
La courbe représentative de f;: x — v/x + 3 s’obtient & partir de la courbe de f : x = +/x en effectuant une translation
de vecteur u(—3;0)

b)f:x—/x+3
La courbe représentative de f,: x — +/x + 3 s’obtient a partir de la courbe de f : x — /X en effectuant une translation
de vecteur u(0; 3)

c) f3:x — V4x
La courbe représentative de f3: x — /4x s’obtient a partir de la courbe de f : x — /X en effectuant une dilatation

horizontale de rapport i.
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d) f3:x — 44/x

La courbe représentative de f,: x — 4+/x s’obtient a partir de la courbe de f : x — /X en effectuant une dilatation

verticale de rapport 4.

"

10

v =4V

By(4;8)

e)fgix—>Vx—4+2

La courbe représentative de f;: x — +/x + 3 s’obtient a partir de la courbe de f : x — +/x en effectuant une translation

de vecteur u(4; 2)

T

y=~r—4+2

w(4;2
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Exercice B.2 : Etudier la parité, la périodicité des fonctions suivantes afin de réduire le domaine d’étude a son

minimum,
f(x) =1+ x? g(x)=% h(x)=ln( 1+x2+x)

a) f(x) =1+ x2

Deplusona:

VXER,1+x*>0=D; =R

Vx € R,f(—x) = /1 + (—x)% = J1+x2
Donc f est paire.
On peut donc étudier f sur [0; +o0o[ puis compléter 1’étude par symétrie de la courbe de f avec I’axe des ordonnées.

cos(x)

blg(x) = sin?(2x) + 1
Vx € R,sin?(2x) +1# 0= Dg; = R
Deplusona:
cos(x + 2m) _ cos(x) _ cos(x)

sin2(2(x +2m)) + 1 sin?(2x+4m) + 1 sin?(2x) + 1
Comme g est 2m-périodique, on peut réduire le domaine d’étude a un intervalle de longueur 2, par exemple
[—1t; 1] puis on prolonge par périodicité.
Deplusona:

vx € R, g(x + 2m) =

=g

cos(—x) cos(x)
sin2(=2x) + 1 sin?2(2x) + 1
Comme g est paire, on peut réduire le domaine d’étude a I’intervalle [0; 1t] puis prolonger la courbe sur [—; Tt] par
symétrie avec 1’axe des ordonnées.

1) [0; 7]

Vx € R, g(—x) = =g(x)

; cos(r)

T sin?(2z)+ 1

Etude sur l'intervalle [O; 1T ]
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2) [-m; 7]
cos(x)
Y=
/ sin?(2z)+ 1
Prolongement par symTtrie sur l'intervalle [-Tr; 7]
3)R

cos(x)

Y= sin?(2z) + 1

-1

-2

Prolongement par périodicité sur R

¢)h(x) = ln(m +x)
VX ER,14+x%>x?
= Vx€eER 1 +x2%> \/;carx ~ /X est croissante sur R*
= VXERV1+x2%>[x|=>—x

=S VxERAVI+x2+x>0
:Dh=R

Vx € R h(=x) = In (\/1 (02 + (—x))
=ln(\/1 + x2 —X)
—In <(m - X)(m + X))
a \/1-|'_)(2+X

- 1

-n( =)

=—ln( 1+x2+x)
= —h(x)

Deplusona:

On en déduit donc que h est impaire.
On I’étudie donc sur ]0; +oo[ puis on prolonge sur R par symetrie centrale par rapport a 0(0;0).

: y=In(v1+z*+x)

4
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Remarque : Ici on peut voir plusieurs choses :
+)2 _Jr__ab
+ v(ab)e (R™%Va—vb =22
1
e Va>0,In (g) = —In(a)
e Sifest impaire alors f(0) = 0 (Démo : f(—0) = —f(0) = f(0) = f(0) = 0)

Partie C : Limite d’une fonction

Exercice C.1 : Determiner les limites suivantes (en déduire alors une éventuelle asymptote pour la courbe
représentative) :

1—5x 3x2 —x-2 x3
fi:rx - " en—5,+00 ; fZ:XHﬁ enl, o0 ; fy3ixe 1_l_Xenioo
fpix > yx?—4x+1—-x+2 en +00 ; ferxx2—4x+1+x—3en—o
Ona:
1
1-5x =9
vx € R\{-5; 0}, z =z
tX 24
X
Deplusona:
_ 1
R ) R
5 = x1—1>1—/{-noo 5+ x -
lim <— + 1) =1 -
x—too \X
On a donc une asymptote horizontale d’équation y = —5 en +o0 et —co.
Deplusona:
lim (1 —5x) = 26
X7 1—5x
X<=5 = lim =—
lim (5+4+x) =0~ x>-5 5 4 x
x>-5 X<-5
x<-5
De méme on a :
lim (1 —5x) = 26
X273 1—5x
x5 = lim —— = +o
lim (54 x) = 0* x>-5 5 + X
X>~5 X>—5
x>-5
On en déduit donc la présence d’une asymptote verticale d’équation x = —5.
:
1 10
1
1
1
1
] &
1
! 1 -5z
(I
! 9 x+5
-25 -20 -15 -10 ]5 0 § 10 15 20 25 30
1
1
1
________________________ ] sk
1
: y=-5
: -10
1
1
1
1
! -15
1
1
l 'z =1H
1
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Ona:
vx € R 10132_)(_2—3_%_’%2
XE \{_ » Y }l X4—1 - Xz_l
)
Orona:
i (3-1-2) =3
am \>—-—3)= 3x2—x—2
x>t xlx = lim ,—;
lim (xz——):+oo x—»to0  x*—1
x—>+oo x2

On a donc une asymptote horizontale d’équation y = 0.
Deplusona:
{lin}(sz -x—=2)=0
X—

lim(x*-1)=0
x-1

On tombe donc sur une forme indéterminée. Il faut factoriser le numérateur et le dénominateur par x — 1.

2
VXER,3X2—X—2=3(X—1)(X+§>

VKERx*—1=(x—-1DE+1Dx*+1)
On en déduit donc que :
x2—x—2 3x+2

3
vx € R\{-1;0; 1},

Deplusona:
)l(i_r)I}(3x+2)=5 3x2 —x — 2

= lim—————=

lirr}(x +DE*+1)=4 "x>1 x*-1
X—

*—1  GG+DEZ+1)

Remarque : Pour un polyndme P, on peut toujours factoriser par (x — X,) ou X, est une racine de P. On reverra et on

démontrera ce théoréme plus tard dans 1’année.

Remarque 2 : On peut alors prolonger la fonction :
R\{-1;1} > R
f: 3x2—x—2
AT

Par la prolongée de f, noté f sur R\{—1} par :

R\{-1} - R
3x2 —x—2

xt—1

six#1

=t

X =

On dit alors que le prolongement est continue !
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Ona:

De plus on sait que :

xl—1>rir1001+X:Xl—l>rin00%+1:1

X
li —=v1l=1
=
<3
lim = lim |x| = +o
x-too |14+ X x-to

On en déduit donc par composée que :

On en déduit donc que :

VX E>4,x? —4x+1—-x+2=+x?—4x+1—(x—2)
(W= r 1 - = 2)) (V2= F T+ (x - 2)

VxZ —4x+ 14 (x—2)
-3

_VX2—4X+1+(X—2)

Or on sait que :

lim (\/m+(x—2))=0

X—+00

On en déduit que :

lim (\/x2—4x+1—x+2)=0

X—+00
On en déduit donc que la courbe représentative de la fonction x = Vx? — 4x + 1 — x + 2 admet une asymptote
horizontale d’équation y = 0 en +oo.

\
A

0 1 2 3 4 § i t f 1 LE] 17 15 18 17 1 19

y:\/51:2—451:—|—1—:r:+2
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VX< 0,/x?2—4x+14+x—-3=+/x>—-4x+1—-(3—x)
(\/xz—4x+ —(3—X))(VX2—4x+1+(3—X))

Vx? —4x+1+ (3 —x)
2x—8

_VX2—4X+1+(3—X)

Or on sait que :

4 1 3
VX<O,\/X2—4—X+1+(3—X)=\/X2<1—;+—)+X(;—1)

X2
4 1 3
— Ix| 1——+—2+x(——1)
X X X
4 1
=x{-—1- [1--+—=
X X
On a donc :
,_8
Vx<0,4/x2—4x+1+x—3= X
4 1
x~1-1-x*tx
De plus on sait que :
3 4 1
lim (-—1- [1-=-4+—=5]=-2
x——0 | X X

On en déduit donc que :

lim Vx2—4x+1+x—3=-1

X——00
On en déduit donc que la courbe représentative de la fonction x - Vx? — 4x + 1 + x — 3 admet une asymptote
horizontale d’équationy = —1 en —oo.

y=-—1
y=+vVxi—4dr+1+x-3 2\
Exercice C.2 : Déterminer :
x—3

lim

X23Yx—2—-+vV4—X
Ona:

X—3 (Vx=2+V4—x)(x—3)

VXE]2;4[\{3}’\/X_2—\/4—X=(\/X—Z—\/4—X)(\/X—2+\/4-—X)

(Vx=2+VA-x)(x-3)
B x=-2)-(4—-x

(Vx—2+V4—x)(x—3)
- 2%x— 6




_\/X—2+\/4——X
B 2

lim(Vx =2+ V4 -x) =2

Or on sait que :

On en déduit donc que :

x—3
lim =1
X234x—2—-vV4—x
A(3;1)

1 //,,_——ab——__\\\ v

f

| =3
Vi—2—-+v4d-=x

Remarque : La aussi on peut prolonger par continuité la fonction :
12;4[\{3} » R
f: X—3
X =
=2 -Va-x

12;4[ - R
‘—

- 3
: XH{m—m

1 sinon

Sur ’intervalle ]2; 4[ en posant :

six# 3
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Exercice C.3 : Déterminer :

In(1 + x)
In(x)

X—+co

Ona:

vx > 0,In(1+x) = 1n(x(§+ 1)) =In(x) + In (1 +§)

On en déduit donc que :

1 1
In(1+x) _ In(x) +ln(1 +§) _ ln(l +§)
" In(x) In(x) it In(x)
Or on sait que :
1
lim (1 + —) =1
X—+00 X
On en déduit donc par composée que :
1
lim ln(l +—) =0
X—+00 X

Deplusona:
lim In(x) =+ o
X—+00
Par quotient on en déduit donc que :
In(1 + x)

lim ne)

X—+00




On en déduit donc que la courbe représentative de la fonction x =

y = 1en +oo.

-

In(1+x)
In(x)

Y

In(x)

T In(l+ x)
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admet une asymptote horizontale d’équation



