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Correction TD 3 : Dérivation

Partie A : Avec la définition

Exercice A.1 : On pose f(x) = x? définie sur R. Démontrer que :
Vx ER, f'(x) = 2x

fx+h)—fx)

Vx € R,Vh # 0,7,(h) = A

_(x+h)?—x?

h
=2x+h

On en déduit donc que :
o fEED) —f()

h—0 h 2x

On en déduit donc que :

Vx €R, f'(x) = 2x]

Exercice A.2 : On pose f(x) = v/x définie sur R*. Démontrer que :

1
vx € R™, f'(x) =—=
2+/x

Ona:
\/x+h—\/§:(\/x+h—\/§)(\/x+h+\/§): 1

Vx > 0,Vh €] — %, +0o[, 14 (h) =

h h(Vx +h +Vx) Vx +h++Vx
On en déduit donc que :
lim Vxth—x = !
h-0 h Zﬁ

On en déduit donc que :

1
Vx>0, f'(x) = ——=

24/
Remarque : On voit ici que x = +/x n’est pas dérivable en O car :
 No+h—-vO 1
lim —— = lim — =4
h-o+ h h-o* \/ﬁ

Cela se caractérise par une tangente verticale sur la courbe de x = +/x.
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Exercice A.3 : On pose f(x) = % définie sur ]0; +oo[. Démontrer que :

1
Vx> 0,f'(x) = 2

fGx+h)—fx)
h

Vx > 0,Vh # 0,7,(h) =

11

x+h x
h

_x—(x+h)

" h(x+ h)x
B 1

~ x(x+h)

On en déduit donc que :

o feA ) —fG) 1
m =

h>0 h x2

On en déduit donc que :

1
Vx €R, f'(x) = —

Partie B : Calcul de dérivée

Exercice B.1 : Etudier le domaine de définition, de dérivabilité et calculer la dérivée des fonctions suivantes :

1
fiix e forxm (x+2)e* fiix

———————————————————— H—
x2—3x+2 x*+x2+5

f1 est définie si et seulement si x? —3x + 2 # 0

On sait que :
A=9-8=1
On en déduit donc que :
( 3—-1
X=T=1
x2—3x+2=O<:>< ou
_3+1
=2 "

On en déduit donc que Df, = R\{1; 2}

De plus f; est dérivable sur |—o0; 1[ ou sur |1; 2[ ou sur |2; +oo[ etona :

x?=3x+2—-(2x—3)x
(x%2 —3x + 2)2

— 2
:VxE]—oo;1[U]1;2[U]2;+oo[,f2’(x):( x"+2

Vx € ]—o0;1[U]1;2[ U ]2; +oo[, f5 (x) =

x2 —3x +2)?

faix = (x + 2)e*
f, est définie sur R par produit de fonctions définies sur R.
De plus on dérive f, comme un produit de fonctions :
Vx ER, fH(x) = e* + (x + 2)e* = (x + 3)e”

R
f5 est définie si et seulement si x* + x2 +5 # 0.
On résout :
x*+x2+5=0
On pose X = x2. On a alors :
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x*+x24+45=0=X24X+5=0=A=1-20=-19<0
On en déduit donc que :
VXERX2+X+5#0
=VxERx*+x>+5#0

:>Df3 =R
Deplusona:
4x3 + 2x
Vx € ]R,f3'(x) = —m

Exercice B.2 : Etudier le domaine de définition, de dérivabilité et calculer la dérivée des fonctions suivantes :

fiix o (cos(x))® frixeJ14+x2  fiix e /x+w/1+x2

1l faut ici utiliser la formule des dérivées composées.

fizx = (cos(x))?
Ona:

g h
fi:x » cos(x) » (cos(x))® avec h:x — x3
Comme g et h sont définies sur R, f; aussi.
Deplusona:

Vx € R, f{ (x) = — sin(x) x 3(cos(x))? = =3 sin(x) cos®(x)|

forx » V14 x?
Ona:
g h
frix> 1+ x%2 0 1+ x2 avec h:x » Vx
On sait que g est définie sur R & valeur dans [1; +o[, et comme h est définie sur R* et dérivable sur ]0; +oo[, on en

déduit que f, est définie sur R.
Deplusona:

X

Vx € R, f,(x) = 2x X =
2 2k +1 N1+x?

f3ix & /x+\/1+x2

g h ,
frixp x+14+x2 0 [x++/1+x2 avec h:x — x

On a déja vu dans I’exercice A.1 du TD 2 que f5 était définie sur R. De plus comme x — x + V1 + x2 est a valeur
dans ]0; +oo[, on en déduit que f; est dérivable sur R.
Deplusona:

Ona:

Vxe]l?\,fg’(x):(1+ X )x 1 :<\/1+x2+x>x 1
VI+x%/ 2yx 41+ x2 V1+x? 2Vx + V1 + x?
2vV1 + x?

Remarque : On a:

a
Va>0,—=+a
Va

Exercice B3 : On pose la fonction définie sur R par :

f(x) = e*sin(x)

1) Démontrer que :
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T
Vx € R, sin(x) + cos(x) = V2 sin (x + Z)
2) En déduire que :

) 9% o T
Vx €R, f"(x) = 22e* sin x+n4

1) On sait que :
V(a,b) € R?,sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)

On a donc :
vx € R,V2sin (x + g) =2 [sin(x) cos (g) + cos(x) sin (g)]
=2 [sin(x) ? + cos(x) g
= sin(x) + cos(x)
Donc :

i1
vx € R,V2sin (X + Z) = sin(x) + cos(x)

2) On raisonne par récurrence. Pour tout entier naturel n on pose la proposition P(n) suivante :
n T
P(n):"vx € R, f ™ (x) = 22e* sin (x + nz) "
Initialisation : Pour n=0 :
0 s
22e* sin (x +0 X Z) =e*sin(x) = f(x)

Donc P(0) est vraie.

Heérédité : Soit n un entier naturel fixé. On suppose vraie P(n). On a donc :
n T
vx € R, f™(x) = 22e*sin (x + nZ)

n T n T
(n+1) — 97 X qj _ 7 aX —
=>Vx ER,f (x) = 22e sm(x+n4) + 22e cos(x+n4)

= dex sin(x+ng) + cos(x+ng)

\/fsin(x+nx%+%)

nel T
=22e sm(x+(n+1)><z)

Donc P(n+1) est vraie.

Conclusion : P(0) est vraie et P(n) est héréditaire donc d’apres le principe de récurrence, P(n) est toujours vraie.

Partie C : Application a la tangente

Exercice C.1 : On pose :
R->R
VmER, fuy, xX+m
x?+1

On note Cy, sa courbe représentative.
1) Montrer que les tangentes aux courbes Cr, au point d’abscisse 0 sont paralléles.
2) Montrer que les tangentes aux courbes Cr, au point d’abscisse 1 sont concourantes.

I)Ona:
(x*+1) —2x(x+m) —x*—2xm+1
(x2% 4+ 1)2 T (x241)2

v(m,x) € R, f,(x) =

On a donc :

vm € R, £, (0) = 1




On en déduit donc que si (Tm,O) représente la tangente en 0 a la courbe de f;;, on a alors :
vm e R,3b € ]R,(Tm_o):y =x+Db
On en deduit done que toutes les tangentes aux courbes Crm au point d’abscisse 0 sont paralleles.

zn ' s

2) On sait d’apres la question 1 que :

—x%—-2xm+1
v(m,x) € R?, f(x) =

(x%2+1)2
On en déduit donc que :
vm € R '(1)—_2m— m
m 'fm - 4_ - 2

De plus on sait que :
vmeR (Tml)' ¥ = frD 0= 1) + fn(D)

m+1
=—= (x -1+ —
On doit alors trouver un point A qui appartient a toutes les droites d’équation :
m+1
(Tma):y = ——(x —D+——

2

On a pour se faire plusieurs méthodes. Je vais ici presenter la plus « simple », disons la plus intuitive.

On prend deux valeurs distinctes pour m :
1 1 3
(T01) y = et (T11) y = —§x+§
On regarde ensuite 1’intersection entre (T0,1) et (T1,1) :
A(xA;yA)E(TOl)ﬂ(Tll)(:)—ExA +5: XAZZ

2
On en déduit donc que A( ) € (TO 1) N (T1 1) Vérifions que Vm € R, A( %) T 1).
Ona:

3 1

vme R~ (2 pert_l
" 2 2
On en déduit donc que :

VmERA( 1>E(Tm1)

Donc les tangentes sont toutes concourantes en un méme point !
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Exercice C.2 : On pose :
10; +oo[—> R
f: In(x)
X =
X2
Montrer que (1 ;0) est ’'unique point de la courbe tel que la tangente en ce point soit parallele a la droite d’équation y
=X.

On sait que deux droites sont paralléles si et seulement si elles ont méme coefficient directeur.
11 suffit donc de voir pour quelles valeurs de x on a f'(x) = 1.

On sait que :
, x —2xin(x) 1-2In(x)
Vx>0, f'(x) = por = o
On a donc :
, 1—-2In(x) 3
f(x)=1<=>T=1(=>x +2In(x)—1=0
On pose :
10; +0[-> R
: T |0 1 +0
{xHx3+21n(x)—1
On sait que g est dérivable sur ]0; +oo[ et : g(x)| + +
2
Vx> 0,g'(x) =3x2+—->0
X g'(x) xX“ + " ; 0/
On en déduit donc que g est strictement croissante. /
De plusona g(1) = 0.

On en déduit donc d’apreés les variations de gcarg(x) =0 & x =1

Ainsi A(1 ;0) est 'unique point de la courbe tel que la tangente en ce point soit parall¢le a la droite d’équation y = x.

Partie D : Etude de fonctions

Exercice D.1 : Etudier la fonction f : x — cos(x) — cos?(x)

1) On étudie son ensemble de définition.
Ici il n’y a aucune difficulte ! Df = R

2) On étudie sa parité et sa périodicité
Ona:
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Vx € R, f(x + 2m) = cos(x + 2m) — cos?(x + 2m)
= cos(x) — cos?(x)
= f(x)

Donc f est 2m —périodique, on peut donc 1’étudier sur un intervalle de longueur 21, comme [—Tt; T].

Deplusona:

Vx € R, f(—x) = cos(—x) — cos?(—x) = cos(x) — cos?(x) = f(x)
Donc f est paire. On peut donc étudier f sur [0; 7] puis prolonger sa courbe (ou ses variations) sur [—; 7] par
symétrie par rapport a I’axe des ordonnées, puis par périodicité !

3) Etude des variations
Ona:
Vx € R, f'(x) = —sin(x) + 2 cos(x) sin(x) = sin(x) (2 cos(x) — 1)
On sait que :
Vx € [0;],sin(x) =0
On en déduit donc que le signe de f'(x) sur [0; 7] est le méme que celui de 2 cos(x) — 1.
Ona:

1
2cos(x)—1>0 cos(x) > = R
{ x € [0;7] ‘:’{xe[o;n]z‘:’xe[o'g]

On a alors le tableau de variations suivant :

%
f@] + ) -
éll

|

0 —2
On peut alors tracer la courbe de f en trois étapes :
e Sur[0;m]:
.
L (o 2(
05 y = cos(x) — cos*(x)
0 h/-”\ﬂ, :rr
g

-05

e Sur [—T: ]
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1
Prolongement par symétrie par rapport a (Qy) car f est paire
\ s y = cos(x) — 0052(1‘)
7’ 27 S =
- ’ il
L P .
;S oty 3
¥
/!
Is
/
/
!/
!
4
/
7
/
s
s
o
P
e Prolongement sur R
Prolongement par périodicité
N =~ | e, N| P e, |
—% 4 aTolh T3
/723 3
/
td
5 -2
[=3; —] T |3 3]
Exercice D.2 : 1) Etudier la fonction :
¢ 2—2x
X
3+x2

2) Est-elle bornée ? Admet-elle des extrema locaux ou globaux sur son ensemble de définition ?

1) On étudie son ensemble de définition.
Ici il faut faire attention.

2) On étudie sa parité et sa périodicité

Ici f n’est pas périodique et ne peut étre ni paire ni impaire car son ensemble de définition n’est pas centré en 0 !
3) Etude des variations

On sait que si u est dérivable sur un intervalle I de R et a valeurs positives, alors v/u est dérivable sur I N
{xeLulx)#0}=I\{x€e€u(lx)=0}et:

!

u

(Vu) = oW

+32; définie sur R. On a alors :
—2(3+x%) —2x(2—2x) 2x*—4x—6
(3+x2)2  (3+x2)2

On pose ici u: x = S

vVx € R u'(x) =

On en déduit donc que f est dérivable sur |—oo; 1] et :
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2x% —4x -6 ,
2)2 x“—2x—3
Vx<1f'(x)= G+xP)° _
2 —2x (3 + x2)154/2 — 2x
2 3+ x2

On en déduit alors que f'(x) est du signe de x? — 2x — 3.
Pour déterminer le signe de P(x) = x? — 2x — 3, on peut chercher les racines de P :
x=-1
x2—2x—3=0<=>{ ou
x =3
On a alors le tableau de variations suivant :

T =00 —1 1
f@| + ¢

1
Fl7ON

On peut a présent chercher les limites de f. On a :

2
2 - 2x x 2
! lim 3T = lim 3 =07 par composé 2—2x
X——00 X——00 = li — =0
| x X e |3 + x?
k lim, VX =0
X-0t
De méme on a :
T 2 —0=F(1
A 3 = 0=/
On peut compléter les variations :
r |—o0 —1 1

fo) | + 0 -
N

2) D’aprés 1’étude de f, on peut dire que f admet un maximum global qui est 1, atteint pour x = —1.
De méme elle admet un minimum global qui est 0 atteint pour x = 1. On peut donc en déduire que f est bornée et
atteint ses bornes !

Exercice D.3 : On pose :
f:xl—>ln(\/x2+1—x)

1) Déterminer 1’ensemble de définition de f
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2) Montrer que f est impaire.
3) Etudier les variations de f et les limites aux bornes de son ensemble de définition.

1)Ona:
VX ER x?+1>x?

= Vx € R,v/x2 + 1 > /x2 car x = VX est croissante sur R*

= VXxER VX2 +1>|x|=>x

SVXERVx2+1—-x>0
On en déduit donc que Dy = R
2)Ona:

Vx € R, f(—x) = In (,/1 (0?2 - (—x))
:ln( 1+x2+x)
. <(\/1+—x2—x)(m+x)>
- 1+x%2—x
1
=ln( 1+x2—x>
=—ln(\/1+x2—x)
= —f®@

On en déduit donc que f est impaire.

Remarque : On a utilisé ici :
1
va> 0,In (5) = —1In(a)
a—b

+x\2 _ —
V(a,b) € (R**)2,va — Vb N

3) On étudie f sur [0; +oo]:
vx = 0,f(x) = ln(u(x)) avecw:x - y/x2+1—x

On sait que u est dérivable sur R et :

Vx> 0,0 () 2x " x—vVx?2+1
xZ20u'(x)=———x-1=—r——
2Vx? +1 VxZ +1
On en déduit donc que :
x -V T1

2 1
Vx>0, f'(x) = x+1 <0
Vx24+1-—x Vx2+1

On en déduit donc que f est décroissante sur [0; +oo.
On cherche a présent la limite de fen +o0. On a :

1
Vx> 0,yx?+1—x=———
Vx?2+1+x
Or on sait que :
li ! 0*
im ————=
x>t x2 + 1+ x
On en déduit donc que :
lim (\/xz +1-— x) =07
X—+00

On a alors :

lim (\/xz +1- x) = 0% par composé

X—+00 = lim In (\/xz +1-— x) = —00

lim In(X) = — x=>+00
i, () = s

On a alors le tableau de variation suivant :




fx) -

0
f \
—0
Par imparité on en déduit que :
T 0 400
+00

f \O\

—00
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Exercice D.4 : Faire une étude compléte (allure de la courbe aussi) de la fonction :

fix— Ik -1]

Ici il faut faire attention a I’ensemble de dérivabilité. On peut voir que :
VxER,|x>—1] >0
Donc Df = R. Ici il n’y a pas de probléme avec 1’ensemble de définition.
Cependant on sait que x + +/x n’est dérivable que sur ]0; +oo].
Or on sait que :
x2-1=0=x=1oux=-1
Deplusona:

VX € R, f(—x) = /|(=x)2 — 1| = {/|x2 — 1] = f(x)

On en déduit que f est dérivable sur chaque intervalle suivant : |—oo; —1[, ]—1; 1[ et ]1; +oo[.

On en déduit que f est paire et il suffit d’étudier f sur [0; 4oo].
On va faire des disjonction de cas :
1" cas : X € |1; + o[
Ona:
Vx € |—o0; —1[ U ]1; 400, f(x) = v/x2 — 1

2x _ x
2Vx2 -1 Vx?2 -1

= Vx €]-0;—1[U]; 4+,  f'(x)=
2itme cag 1 x € [0; 1]
vx € |-L1[ f(x) =v1—x?

vk e =L ) = ——2 X
— . x - =
* ALS 2V1 —x2 1 —x2

Deplusona:
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. 2 —
lim |x* — 1] = 400 par composé

X—+00 .
= lim f(x) =+o0
liT \/_: +oco x%+oof( )
X—+00

On a alors le tableau de variations suivant :

I 0 1 +o0
T
21 +
-
1—22 o
1 +00

Par parité on en déduit que :

1

On voit ici les “piques” qui expriment bien le fait que f

=15

ne soit pas dérivable en -1 ni en 1

Exercice D.5 : On consideére la fonction numérique de la variable réelle x définie sur [0; +oo[\{1} par :

X
f(x) =
=T
On note Cs la représentation graphique de f relativement a un repere orthonormal.
a) Déterminer la limite de f(x) lorsque x tend vers +oco, puis lorsque x tend vers 1 par valeurs supérieurs et inférieurs.

Que peut-on en déduire pour Cs ?

b) Montrer que f est croissante sur chacun des intervalles [0; 1[, ]1; +oo.

¢) Préciser I’équation cartésienne de la tangente (T,) au point A de Cs d’abscisse 0.
d) Prouver que I’équation f(x) = —2 admet une unique solution sur R*\{1}.

a)Ona:
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lime™*=0

X—+00
1 = lim f(x)=0
— 0 X—+o00

lim
x>+l —x
Cr admet donc une asymptote horizontale d’équation y = 0.

Deplusona:

1
lim e * = e~ 1 = = par quotient
X1+ e = li”ﬁ flx) = —
lim(1—-x)=0" x-1
x-1t
Demémeona:
. 1 .
lim e™* = e~1 = = par quotient
X1 e = lim f(x) = 4o
x—-1"

lim(1—-x)=0"
x->1"

On en déduit donc que Cr admet une asymptote verticale d’équation x = 1.

b) On sait que f est dérivable sur chacun des intervalles [0; 1[, ]1; +oo[, par quotient de fonctions dérivables. De plus
ona:

—e*(1l—-x)+e™* xe ¥
vx € R"\{1}, f'(x) = = >
X € RN, f/() = —— = oy 2 0
Donc f est croissante sur chacun des intervalles [0; 1[,]1; 4+oo[
r |0 1 +00
fx) + +

+00 0

/ 1/ /
—00

On peut le voir sur le graphique suivant :

Asymptote verticale

Asymptote horizontale

g A A A T A N I

c¢) On sait que :

(To):y = f'(Ox + f(0) =1
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5 [t} s 1 1.5 i 3 35 4 45 g 55 6 6,5 7 T8 8

-05

-1

d) On a les variations suivantes :

r |0 1 400
f(x) + +
+00 0
f 7
1/ —00
On en déduit donc que :
fx)=-2
{xE[O;l[ exeo

De plus sur |1; +oo[ on sait que :
e f est continue
e f eststrictement croissante

lim f(x) = —
x—-1%

lim f(x)=0
X—+00

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires (ici on peut méme parler du théoréme de la bijection si certains 1’ont
vu en terminale), on sait que f prend toutes les valeurs négatives une et une seule fois sur |1; +oo[.

On en déduit donc que f(x) = —2 admet un unique antécédent sur |1; +oo|.
On en déduit donc que f(x) = —2 admet un unique antécédent sur R*\{1}.
Exercice D.6 : On considere la fonction définie par :
1
X)) =————
f&) e*+e7*

1) Déterminer I’ensemble de définition Dy de f et préciser sa parité.

2) Etudier les variations de la fonction f et préciser ses limites aux bornes de Dy.

3) Montrer que la restriction de f a I’intervalle [0; +oo[ admet une application réciproque, notée g.
4) Donner 1’ensemble de définition de g, son ensemble de continuité ainsi que son sens de variation.
5) Tracer les courbes représentatives des fonctions f et g.

6) Expliciter la fonction g.

1) On sait que :
Vx ER,e*>0
On en déduit donc que :
Vx ER,e*+e™*>0
Donc le dénominateur ne s’annule jamais. Donc D = R.
Deplusona:
1 1

%+ e (-0 g%} g*

Vx ER, f(—x) = =f(x)

On en déduit que f est paire.
2) f est dérivable par quotient de fonctions dérivables et :
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e¥—e™* 1—e?*
! — — —-X
VX ER f1(x) = - (e* +e~%)2 ¢ (eX + e¥)2
On en déduit que f'(x) est du signe de 1 — e?*. Oron a:

1—e?*>0

Se?*<1

& 2x < 0car x » In(x) est croissante sur R**
=x<0

On a donc le tableau de variation suivant :

r |—00 0 +o¢
f@| + 0 -

/ /%\

De plus on sait que :

lim e* = 400 1
x—+00 ;
. _ = lim ——— =0
lime™*=0 x—+oweX + =X
xX—+00

On en déduit donc que Cr admet une asymptote horizontale d’équation y = 0.
On a donc le tableau de variations suivant :

r [—0 (0 400
f@| + 0 -
1
f 0/2\0

3) On sait que :
o f est continue
o f est strictement décroissante de [0; +oo[ a valeurs dans ]0; %]

Donc d’aprés le théoréme de la bijection, on en déduit que :
1
vy e |oi3] 3w € 10 +eol, £ = y

On pose alors la fonction g définie sur ]0 ; %] par:

1
vy € ]0;5] 9(y) =x
4) Son ensemble de définition et de continuité est le méme : ]0 ; %]
De plus on sait que les variations de g sont les mémes que sa fonction réciproque, c’est-a-dire que g est décroissante
sur ]O ; 1].
2
5)



6) Soity € ]O; %] On résout :

1
eX+e*

Seft+e ™=

<R

1
(:)(e")z—;e"+1=0

1
(:)XZ—;X+1=0avecX=e"

Ona
1\? 1—4y?
=015
y y
Or on sait queyE]O; %].On en déduit donc que A = 0.
On a alors :
.
1 |1-4y?
y y?
X =
1 2
XZ—;X+1=O(:)< ou
1 1—4y?
=4
y y?
X=X=
2
Orona:
1 1711 1—-4y%2 1
vy € [0;=],—— =—(1-4y1—-4y%2)=>0
72’y y? y( )
De méme :
1 1711 1—-4y%2 1
vy € [0;=],— =—(1+1—-4y%2)=>0
721’y y? y( )

On en déduit donc que :

De plus on sait que g(y) =x > 0.
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On en déduit donc que :
1
_ - — A2
gx) = ln<x (1 +/1—4x ))
Eneffetona:

1

vy E]O;%],ln ;(1—,/1—43/2) <0

€]0;1]

Partie E : Calcul de limites grace a la dérivation

Exercice E.1 : Calculer les limites suivantes :

sin(mx In(1 + sin(x Vi+x—1 e?X — g7X
£, = lim SR ¢, = lim RAFSING) -, VXL e
x-»1 X—1 x—0 X x—0 X X—0 X

_oosin(mx) o f(x) — f(D)
£, =lim =lim——————

x->1 x—1 x-1 x—1

Or on sait que f est dérivable sur R doncen 1 et :
Vx € R, f'(x) = mcos(mx)
_oosin(mx) - f(x) = f(D)
£, =1lim = lim
x->1 x—1 x-1 x—1

avec f:x v sin(mx)

=f'(1) =ncos(n) = —m

In(1 + sin(x))
ty =lim ————
x—0 X

In(1+sin(x)) . fx)—f(0)
ty =lim ——— = lim————
x—0 X x—0 X
Or on sait que f est dérivable sur R donc en O et :
I

Vx € [—g,g] (%) =

avec f:x = In(1 + sin(x))

cos(x)
1+ sin(x)
Onadoncf'(0) =1
On en déduit que :
In(1+sin(x)) limf(x) - f(0)

32:% x x—0 X =f0)=1
oVl +x-—-1
3 =lim ———
x—0 X
Ona
Vi+x-—1 x)—f(0
3 =1lim ——— = limM avec fix » V1 +x
x—0 X x—0 X
Or on sait que f est dérivable sur R donc en O et :
v e[ 1 1] £ 1
Xx€|=55| f(0) =—F——=
2°2 2V1+x
On a donc f'(0) 2%
On en déduit que :
o Vi+x—-1 . f)-f(0) 1
=i S im0 =
Remarque : On peut aussi utiliser le conjugué réel :
Vi+x-—1 1 1
Vx > —1, = - =
X Vi+x+1x202
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. 2% _ p—x
£, = lim
x—0 X
Ona:
2x —-X
e —e _ f(x) = £(0)
by =1lim —— = llm¥ avec f:x - e?* —e™*
x—0 X x—0 X

Or on sait que f est dérivable sur R donc en 0 et :

Vx ER,f'(x) =2e?* +e™*
Onadonc f'(0) =3
On en déduit que :

et —e™  f(x)—f(0)
34 =lim ———— =lim———
x-0 X x—0 X

= f'(0) =3

Partie F : Application aux inégalités

Exercice F.1 : Démontrer que :

Vx>1 xln(x)<1
"x2-1 "2
On pose
]1; +oo[> R
f: xin(x) 1
P12

On veut montrer que f est négative pour tout x €]1; +oo[.
Ona:
2
Y = 1’xlzn(x) 1 _ 2xIn(x) —x*+1
x2—1 2 2(x2—-1)
Sur ]1 + oo, f est du signe de g: x ~ 2xIn(x) — x* + 1.
On veut donc montrer que g(x) est négative si X €]1 + oo[. Pour cela nous allons étudier g.
g est dérivable sur |1; +oo[ et :
Vx>1,9'(x)=2nx)+2—-2x=2(n(x)+1—x)
Le signe de g'(x) n’étant pas facile a étudier, nous allons étudier g'(x) :
. 1 1-—x
Vx>1,g (x)—Z(;—l)—Z >

On en déduit le tableau de variations suivant :

r |1 +o0
gx) —

.

De plus on sait que g'(1) = 2 — 2 = 0. De méme g(1) = 0.
On a donc le tableau de variations suivant :
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r |1 +00
gz) -

7 0\
gl(x) -

9 O\
g(x) -

On en déduit donc que :
Vx>1,g(x) <0
On en déduit donc que :
xln(x) 1

Vx> 1,————< =
X2 b2 1572

Exercice F.2 : Démontrer que :

1
VX>01n(1+ 1+X2)<;+IH(X)

On a les équivalences suivantes :

In (1 +m) < %+ In(x)
e in(1+Y1+x7) < n (xe%)

o 1+J1+x%2< xe% car x » Inest croissante sur |0; +oo[
S J1+x2 < xe% -1
S 1+x%< xze% +1-— 2xe% car x & x? est croissante sur ]0; +oo[
@xz(e%—1>—2xe%+1 >0
Ainsi on doit montrer que :

2 1
Vx > 0, x? (eE— 1) —2xex >0

On pose :
2 1
Vx>0, f(x) = x? (ex — 1) — 2xex
On pose :
1
Vx > 0,X =ex
On a alors :
1
X E]O; +00[<: X E]l; +00[ etx = m

Deplusona:
1 1 2X X2 —1-2XIn(X)
fe =1 <ln(X)> " n2(X) T 2
On pose g: X — X? — 1 — 2XIn(X) définie sur ]1; +o[. On a alors :
VX >1,9'(X) = 2X — 2In(X) — 2
2 2X-2

=VX>1,9"X)=2——=
9" X) ¥ ¥

On en déduit donc les variations et le signe des fonctions suivantes :

x?-1)
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r |1 +00
g X) +
g.’
o/
gX) +
g
o/
9(X) +

On en déduit donc que :

1
VX >1,f|l—
~ 'f<ln(X)) >0
On en déduit donc que :
Vx>0,f(x)>0

On a donc :

1
Vx>0ln(1+ 1+x2)<;+ln(x)

Exercice F.3 : Soit n un entier naturel non nul. Déterminer le nombre de solution sur R de 1’équation :
x? x"
1+x+=+-+—=0
2 n!

Pour ce genre d’exercices je vous conseille d’écrire les premiers polyndmes. On pose :
2 n
X X
vnEN B,(x)=14+x+—++—
2 n!
On a alors :
P(x)=1+x
x2
Po(x)=14+x+ =
x? x3
Ps(x)=14x+—=+—
3(x) X 5 7
P =14x+ e ST
A T T e T s

On peut voir que :

1
Pz(x)=0(:>xe¢carA=1—4xE=—1

On pose la proposition suivante :
vn € N*,P(n): " Le polyndme P, admet une unique racine réelle si n est impair et aucune si n est pair”

Initialisation : n = 1 et n = 2. On peut voir que :
P,(x) =0 < x = —1donc P(1) est vraie

1
Po(x)=0= x€@card = 1_4XZ: —1donc P(2) est vraie

Hérédité : Soit n un entier naturel non nul fixé. On suppose que P(2n) et est vraie.
On a alors P, (x) = 0 & x € @. Comme P,,, est continue, il est de signe constant. Or P,,(0) = 1 donc on en déduit
que :

2 x2n

X
Vx € R, 1+x+—=+ -+

2 a0




Ona
X2 X2 x2n+1
Vx € R, P =1+x+—++ +
x on+1 (%) x ) 2n)!  @2n+1)!
@n)x?™ 1 (2n+ 1)x?"
! = 24 ...
=VXERP ;11 () =04+1+x+x°+ -+ 2] Znt D
= PZp(x)
On en déduit donc les variations de P'5, 4 4:
€ —0C a2n41 +0oC
Php41(z)=P2n(x) +

De plus on sait que :
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li 1++x2+ +x2n+x2n+1 li 2”+1<1+1+1++1+ ! )
X J— e — E— = —
RS 2 2n)! T 2n+ D) eolet et T T gyt en)lx | @2n+ 1!
-1
Demémeona:
lim 1+ +x2+ +x2n+ o li 2"“( ! 1+ ! + -+ ! + ! ) +
—_ cee — [— = [o'e]
wles - TXT S Cn)l T CZnt Dl adk” gz Ty T gpam Znix T 2+
-1
On a donc les variations suivantes :
T —00 2n+1 +o0
Pby1(z)=P2n(x) +
/ X
—0

Ona:
e P,,.1 est continue
e P, eststrictement croissante
e P,..1 change de signe sur R

D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires (ou ici le théoréme de la bijection), il existe une unique valeur o,y 41

telle que Py 11 (0zn41) = 0.
On en déduit donc que :

T —00 241 +00
Popi(x)=P2n(x) +

P2nt1(z) _ ¢ n

Or on sait que :

VX € R, Pypya(x) = Panyq
On en déduit donc que :
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T —00 2041 +0o0
Phy+i(z)=P2n(x) +
P2n+1(x) — ¢ +
Phi42(r) - ) +

P2n+2 /

On en déduit donc que le minimum de Py, est

2 2n 2n+1 2p+2
Popniz(@ni1) = 1+ (azp41) + —(0(2112+1) + (0(2121;1))' ((Zr;:--ll-) N + ((2221;:_1'_)2)!
Pan+1(@2n41)=0
_ (@n41)?P*?
 Q@p+2)! T

Or Pyp11(0) = 1donc aypq # 0.
On en déduit donc que :
Pyny2(a2ps1) >0
Donc d’aprés les variations de P,,,,, on a bien :
VX ER,Pypsz(x) > 0= VX ER,Pypya(x) #0

Conclusion : P(2) est vraie et si P(2n) est vraie alors P(2n + 1) et P(2n + 2) aussi. Donc d’aprés le principe de

récurrence, on en déduit que :
2 n
1+x+ e + ot P 0 admet une unique racine si n est impair et aucune si n est pair.



