Correction DM n°1

Page 1sur5

Exercice 1 : On pose :

1 (1—x>
N [ d
fix rl1+x

1) Déterminer I’ensemble de définition de f, noté Dy, puis montrer que f est impaire.
2) Démontrer que :

vx €l - LALS ) = 5

3) En déduire les variations de f ainsi que les limites aux bornes de son ensemble de définition.

4) En déduire que f réalise une bijection de | — 1; 1[ dans un ensemble a déterminer.
5) Déterminer 1’ensemble de définition de £~ puis déterminer f 1.
6) Démontrer que : g: x - e* — e~ réalise une bijection de R dans R puis déterminer g~ 1.

1) On sait que :

Dy, =]0; +oo[
Ainsi f est définie si et seulement si :
1—x >0
1+x
On peut faire un tableau de signe :
r |—oo —1 1 +x

4| — 0 + +
L | _
142 + +
On en déduit alors d’apres le tableau de signe que Dy =] — 1; 1[.
Deplusona:
v 11 _1 1+x -1 1 __1 1+x\
1—-x

Ainsi f est impaire.
Remarque : Ici on a utilisé la propriété de In suivante :

1
Va > 0,In (E) = —In(a)

2) On pose :
1—x
g;x»—>1+xpourx€]—1;1[
On a donc :
vx €] = ;1 f(x) = In(g(x))
— Yy E]—ll[ f/(x)zg'(x)
Ty g(x)
Orona:
. o —A+x)-(1-x) -2
Vx €] - L1 g'(x) = (1— x)2 (1-x)2
2
1=x)2 -2 1- 2
=>Vx€]—1;1['f'(x):(11+3;) :(1_x)2X1+i:x2—1
1—x

3) On sait que :
Vx€E]l-L1[x2<1=Vx€]-L1[f'(x) <0




On en déduit donc que f est décroissante sur | — 1; 1].
De plus on sait que :

— 2
lim —— = lim - =
e Trx aotex
Or on sait que :
Xl—l)r-ll:loo ln(X) =t
Par composé on en déduit donc que :
li = +o0
im (o)
Il reste a déterminer :
i
Jim £ Cx)
Méthode 1 : Par imparité de f
On sait que :

xEEr}Jf f(X) =t

On en déduit donc par imparité que :

lir{l_ f(x) =—
X—
Méthode 2 : Par calcul
On sait que :
1—x
lim =07
=11+ x
Or on sait que :
XIL%E In(X) = —o0
Par composé on en déduit donc que :
lim f(x) = —o0
x—1"
On a donc le tableau de variation suivant :
r | -1 1
flx) -
+00

4) On sait que f est :

_ Continue sur | — 1; 1|

_ Décroissante sur | — 1; 1]
Jim, () = o

| lim f(x) = —0

x—-1"
D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, on en déduit donc que :

Vy eR,Alx €] —1;1[ tel que f(x) =y

Ainsi f réalise une bijection de | — 1; 1] dans R.
5) On sait que Dp-1 = R. Pour déterminer f ~Lonrésout: f(x) =y.
Soity € R.Ona:

(x) 1 (1—x) (:»1_x Yo 1-¢Y (e¥+1)
= Pt = _— — e
fey=y i) 77 T 1+ ¢ ¢ e
_1-e Y1150
x_1+e3’ (careYy +1>0Vy eR)
On en déduit donc que :
1, 1-¢€!
it
/ 1+et

On peut représenter tout cela sur les graphiques suivants :
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Courbe + Asymptotes

1
1
1
6 1
1
1
| R 1
1 1 —lr 1
1 — R 1
1 Y Zn(] + ) 1
1 2 I
1 1
1 1
1 1
15 Lt 0% 0 05 1 15 2
1 1
1 1
1 . 1
1 1
1 1
1 1
1 » 1
1
1
A 1 .
CX=T -6 e
1 . Al x=1
1

Illustration de la bijection réciproque, en connaissant y image, on retrouve x son unique antécédent

8

-05 0 05 1 15 2 2

Représentation de la réciproque et illustration de la symétrie avec y = x

3
l1—=x
y=In
Y G n )
25
Ax.y)
z Bly.y)
15
1 —e* \
= i
y 1+4e”
1
05
45 -4 =35 -3 25 -2 -15 -1 05 05 1 K: 15 2 25 3
=05
Cly.x)
-1
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6) a) On sait que Dy, = R donc g est définie sur R. De plusona:
Vx ER g(—x)=e*—e*=—(e*—e™)=—g)
Ainsi g est impaire.
b) On sait que exp est dérivable sur R. De plus on a :
VxER, g'(x) =e*+e™*>0
Ainsi g est croissante sur R.
De plus on sait que :

lim e* = 4+
X—+00

lim e™* = lim eX =0

X—+00 X—>—00
On en déduit donc que :
lim g(x) = 4+o0

X—+00
Par imparité on a :
lim g(x) = —o0
X——00
Ainsion a :
T | —o0 +0o0
g(x) +
+0o0
g /
—00

¢) On sait que f est :
_ Continue sur R
_ Croissante sur R

lim g(x) = —
X——00

“ | lim g(x) = 4o
x—+0o0

D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, on en déduit donc que :
vy eR,Ilx € Rtelque g(x) =y

Ainsi g réalise une bijection de R dans R.

d) Soit y € R. On résout :

1
g(x)=y<=>ex—e‘x=y<=>ex—e—x=y=)(ex)z—y(ex)—1=0(=)X2—yX—1=0(avecX=ex)
Ona:
A=y?+4
On en déduit donc que :

( —Jy?+4
x-Ldyre

ou
y+y?+4
2

XZ—yX—1=0<=>!
x
(, y—y*+4

e* >
g(x)=y=>!

ou
lex :y+‘/y2+4
2

On en déduit donc que :

Or on sait que :
Vx ER,e* >0
Deplusona:
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Vy € R,y% +4 > y?
= /y2 +4 > /y? (car x » Vx est croissante sur R*)
=.y?2+4>yl=>y

=y—4y?+4<0

Vy € R,y? + 4 > y?
= Jy? +4 > /y? (car x » Vx est croissante sur R")
=.y?+4>yl=—y

=y+Jy2+4>0

y+,/y2+4(:) | <y+w/y2+4)

U e — X =In|l—m—mmmm
2 2

De mémeona:

On en déduit donc que :

gx)=y e =

Ainsion a:

y+y:+4
2

g‘l:yHln( )pouryE]R{



