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Correction TD 4

Partie A : Les fonctions exponentielle, logarithme et puissances

Exercice A.1 : Résoudre les équations suivantes sur R :
D2in(x+1)+nBx+5)+n2)=n6x+1)+In(x—-2)+In(x+2)
2)e?* —2e*—3=0

3) 5x _ 5x+1 + 23x—1 =0

HVx+2+Vx+3+Vx+6=3

5) xV* = vx

6) 4°T1 4+ 227% = 65

D2In(x+ 1) +n(Bx+5)+n(2) =n(6x+ 1)+ In(x —2) + In(x + 2)
Cette équation a du sens si et seulement si :

(x > —1
_—
Lo
x = —g
x=2
\x > —2
On en déduit donc que x doit étre supérieur ou égale a 2.
Deplusona:
Vx €]2;+o[2In(x + 1) + In(3x +5) + In(2) = In(6x + 1) + In(x — 2) + In(x + 2)
= In((x + 1)?(Bx + 5)2) = In((6x + 1)(x — 2)(x + 2))
& (x? +2x + 1)(6x + 10) = (6x + 1)(x? — 4)
& 6x3 +22x% +26x + 10 = 6x3 + x%2 — 24x — 4
© 21x%+50x+ 14 =0
Ona:
A=2500—4x%x21x14=1324
On a alors :

( —50-—+1324
J xl == —42 <
21x2+50x + 14 =0 &
—50 ++1324
On en déduit que :

2In(x+ 1) +nBx+5)+n@2)=m6Ex+1D)+In(x—2)+In(x+2)=>x€D

2) Méthode 1 : Par factorisation immédiate
e* =—1
e* —2e¥-3=0 (e¥)?-2(*)-3=0= (e*+1)(e*-3)=0<=1 ou <x=m0B)
e* =-3
Méthode 2 : Avec un changement de variable
Ona:

e?* —2e*-3=0< (e¥)?-2(¥)-3=0=X?>-2X—-3=0avec X = e*
On résout I’équation du second degré avec A =4 + 12 = 16

On a donc :
{ 2—4
X:T:_l
X2—2X—3=0<:)< ou
X_2+4_
\ A =72 ~

On en déduit donc que :
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e*=-1
e?* —2e¥-3=0=1{ ou ex=mnB)
e*=-3
3)Ona:
5x_5x+1+23x—1:0
(2°)*
< 5%(1-5)+ > =0
8x
X _ _  _ qx-1
<5 =3 8
8x
8=|=
= (5)
n(8)

HDVx+2+Vx+3+Vx+6=3

On sait que f : x = Vx + 2 +Vx + 3 + Vx + 6 est définie sur [—2; +oo[, strictement croissante (par somme de

composées de fonctions croissantes) et f(—2) = 3.
On en déduit donc que :

Vx+2+Vx+3+Vx+6=3=x=-2

5)xV* =x

Cette équation existe si et seulement si x > 0. En effet 0° n’existe pas en mathématiques !

Deplusona:
W= e ln(x*/’?) =In (\/Ex)

= xin(x) = ;ln(x)
x

< In(x) (\/E—E) =0

((In(x)=0

ou
= X

Ly

On en déduit donc que :
x=1
WV =Jx e { ou
x =4

6)Ona:
4¥+1 4 227X = 65
4
S 4 X 22X 4 ? =65
S 4x2%—65x2%+4=0
On pose P(X) = 4X3 — 65X + 4
On cherche les racines de P. On cherche une racine évidente :

P(4)=4%x64—-4%x65+4=0
On peut donc factoriser P par (X — 4) :

P(X) =4X3 - 65X +4= (X —4)(4X* + 16X — 1)

On a donc :
X—4=0
PX)=0& ou
4X2+16X—-1=0
Onrésout 4X?> —16X—1=0.A=162+16=272>0
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On en déduit donc que :

—-16 — 272 1
(X:—S = —Z—EW
4X2+16X—1:0<=>< ou
1
k X=-2 +§\/17
On en déduit donc que :
( 2 =4

1
2X = -2 - §V17 (impossible car négatif)

x+1 2—-x —
4 +2 =65 ! ou

1
l 2"=—2+§\/17
x =2
ou

1
X = ln(—Z +E\/ﬁ)

=4

Exercice A.2 : Résoudre les systémes suivants :
xy = a?

){8"=10y ){ x+y=7 o c d){ x+y =520
2% =5y log(x) +log(y) =1 (In(x)? + (In(y))? = E(zn(a))2 log(x) +log(y) = 4
a)Ona:
_ [n(10y)
{sx =10y _ =T
2% =5y _ In(5y)
)
Orona:
In(10y) _ In(5y)
n@8)  In(2)
In(10
n(10y) _ In(sy)
3
1
< (10y)3 =5y
10% 2
- =3
5 y
1
= 18] 2 2l )
"5 T3
3
N2 1
103 102 V2
Shy)=mh||— =hn||{—5|]|=h|—
5 53 5
V2
Sy=—
Y=
On a alors :
V2
R— —_— = =
2¥ =5x% z V2 = x >
On a donc :
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b)Ona:
x+y=7 x+y=7 x+y=7
{log(x)+10g(y)=1 {IOQ(XY)=1 {xy=10
On résout 1’équation du second degré :
X2—-7X+10=0
A=49-40=9
On en déduit donc que :
( 7-3
X=T=2
X2—7X+10=0<:>J ou
PEACEE
=——=

On en déduit donc que :

{log(x); i?}o;(;) — 12 ®y)=(2Z5) oulxy) =(52)
c)Ona:
xy = a?
() + () = 2 (In(@)?
Ona:

(@) + (nG)? =2 (n(@)? = () + )Y ~ 2 () () = 2 In(a)

De plus on sait que :
xy = a? & In(x) + In(y) = 2In(a)

On en déduit donc que :
xy = a?

2_ _ 2 n(a)?
(G2 + ()2 = (s T2 =5 in(@

= In(x) In(y) = Zln(a)2
De plus on sait que :
xy = a? & In(x) + In(y) = 2In(a) © In(y) = 2In(a) — In(x)
On a donc :
In(x) In(y) = %ln(a)2 = In(x) (2 In(a) — In(x)) = Zln(a)2 = (In(x))? — 2 In(a) In(x) + Zln(a)2 =0
On pose X = In(x) et on résout :
X?—-2In(a) X +Zln(a) =0
Ona:

A =4In(a)? - 3In(a)? = In(a)?
On en déduit donc que :

21 —1 1
3 ( v n(a)2 n(@ _ . In(a)
X>-2n(@X+-n(a) =0 ou
4 2In(a) +In(a) 3
lX = 5 = Eln(a)
On en déduit donc que :
( 1
3 In(x) = Eln(a) x =+a
(In(x))? = 2In(a) In(x) + Zln(a)2 =0 ou = ou

lln(x) = ;ln(a) x=az=aVa

On en déduit donc que :
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2

Xy =a
(In(x)? + (In(y))% = ;(ln(a))z & (xy) = (Va;ava) ou (x;y) = (aVa;Va)
4)Ona:
x+y =520 x+y =520
{log(x) + lOg(y) =4 = {xy — 104 = 10000

On résout alors I’équation du second degreé :
X? — 520X + 10000 = 0
A = 270400 — 40000 = 230400 = (480)?

On a donc :
( 520 — 480
X = — = 20
X? —520X + 10000 = 0 & ou
520 + 480
LX = = 500

On en déduit donc que :
{ x+y=>520

log(x) + log(y) =4 < (x,y) = (20;500) ou (x,y) = (500,20)

Exercice A.3 : Démontrer que :

N =

Vx €]0; 1[x*(1 —x)™% >

10; 1[=]0; 1]
X — exln(x)

V x €]0; 1[, h(x) = x*(1 — x)17* = XX (-0 1n(1-X) — £(x) x (1 — x) avec f:{

On a donc :
vV x €]0; 1[,h(1 — x) = h(x)
Donc la courbe représentative de h est symétrique par rapport a la droite d’équation x = 0,5.
On doit donc étudier h sur 0 ;0,5].
Or on sait que f'est dérivable sur J0 ;1[ et :

Vx €]0;1[ f'(x) = (In(x) + 1)e*® = (In(x) + 1)f (x)

On a donc:
Vx €JO; 1L A" (x) = f'C)f (1 —x) — fO)f' (1 —x)
= (In(x) + Dh(x) — (In(1 — x) + Dh(x)
= h(x)[In(x) — In(1 — x)]
X
= h(x) X ln(l—x)

On pose :

10;1[-» R

g: X

S 1—x
g est dérivable sur |0; 1[ et :

1—x+x 1

0

VEE LY ™) = =

Donc g est croissante sur |0; 1[ et comme In est croissante :




1
r
T +
+00
f /
0
“+0o0
In(.z) o
1—x /
_%,
On a donc h'(x) < 0 sur ]0;0,5[ puis positive sur ]0,5,1[.
On a donc le tableau ci-contre avec :
1 1
1 12 12 1
CESE
2 2 2 2
On en déduit donc que :
1
Vx€e]o;1[x*(1—x)1* > 5

x=0,5
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r |0 % 1
hxz)| — ¢ +
1 1
h \ 05 /

y = .’Bx(l . m)l—:;:

Remarque :
vV x €]0;1[, (1 —x) €]0; 1]

h(x) =f(1-x)=hx) =—-f(1-x)

Exercice A4 :
a) Montrer que :

x
-1 — < <
Vx > 1,x+1_ln(1+x)_x

b) Interprétez graphiquement 1’inégalité de droite.
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17 jnégalité : Montrons que :

x
\4 -1, ——<In(1
x> ,x+1_n( + x)

On pose :
]—1, 4[> R
f: A +x)
H—_
* x+1 " *
On sait que f est dérivable sur | — 1; +oo[ (f € D(]-1; +00[)) et:
x+1)—x 1 —-X
Vx>—1,f’(x)=( )

(1+x)?2 1+x (1+2x)?2
On en déduit donc le tableau de variations suivant :

r |—-1 0 +0
f)| + 0 -

N

De plus comme f(0) = 0 on en déduit donc que :
Vx> —-1,f(x) <0
On a donc :

X
Vx > —-1,——<In(1
x 11 n(1+ x)

2itme jnégalité : Montrons que :
Vx> —-1,x > In(1+x)
On pose :
(1L +4w[>R
{x - x—In(l+x)
On sait que g est dérivable sur | — 1; +oo[ (g € D(]-1; +00[)) et :
1 X

vx>-1,9'(x)=1—- =
x g'(x) 1+x 1+x

On en déduit donc le tableau de variations suivant :

r |—-1 0 +o0
glo)| — O +

AN

De plus comme g(0) = 0 on en déduit donc que :
Vx>-1,g(x)=0
On a donc :
vx > —-1,x = In(1 + x)
On a donc :

X
Vx > —1,mS n(1+x)<x

b) La droite (4): y = x est tangente a la courbe de x » In(1 +x) en 0 :
(To) : y=f"(0)x+ f(0) =x

On en déduit donc que la fonction logarithme népérien est toujours en dessous de sa tangente en O :
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y=In(l+x)

Remarque : Cette tangente au-dessus de la courbe de x = In(1 + x) est un cas particulier du fait que toutes les
tangentes a la courbe de x = In(1 + x) sont au-dessus de la courbe. On dit que la fonction x = In(1 + x) est concave.

Exercice A.5 : Calculer les limites suivantes :

o Il 0 In(1+ x?) li x+1
@) lim, In(x) In(In(x)) ) lim ——— VAl ex 1
. @ ()
d) xlirggr xx e) xl_lﬂﬁﬁ (1<a<b) ) xl_l,Too )
a) On sait que :
liﬂ’g_ ln(x) =0* par composée
x-1 = lir{g In(x) In(ln(x)) =0
xX—

Xlirgl+ XIn(X) =0

; y = In(x) < In{in(x))

b) On sait que :

2x 2x X 2x
Or on sait que :
In(x
( lim ) =
| X—>+00 X
1 In(1 + x?)
lim ln<1+—)=0: im =
x—+00 x2 x—+o 2x
li ! =0
U hm o=
? In(1 + 2?)
Yy=-——-
1 2T
In(1+x2)

Remarque : La courbe de x = admet une asymptote horizontale d’équation y = 0.




i x+1
M x 1
On sait que :
1
x+1 «x T+

Vx >0, =—X
ex—1 e* 1—e™*

Or on sait que :

X
( lim — = 0 (par croissance comparée)
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x—+o00 % . par produit p x+1
. m =
1+ x xotweX —1
lim =1
k x-o+w]l —e™X
1
d) lim xx
x—0*
On sait que :

1 In(x)
Vx> 0,xx=e x

Or on sait que :

_In(x) ,
lim = —O00 par composée 1
X0+ X = limxx =0
lim eX =0 x=0
X—>—00
a®
e) xETooW (1<a<b)
On sait que :
a(bx) e b* ln(a)
Vx> 0, = b*In(a)—a”in(b)

p@) ~ ga¥in(d)
De plus on sait que :

vx > 0,b* In(a) — a* In(b) = b* (ln(a) — Z—iln(b))

Or on sait que :
X X X

] ] a a a
lim — = lim (E) =0car0 < 3 <l= xETmb_xln(b) =0carin(b) >0

x—+0 b¥  x-+oo
De plus on sait que :
lim b* = +oocarb > 1

X—+00
On a donc :

X
lim b* (ln(a) — a—ln(b)) = +oo carin(a) >0
x—+00 bx

On en déduit donc que :

a®
xl—l]-;-noo b(ax) =t
()
)xl—ll-noo x(xx)
Ona:
x\x x?
vx > 0, (x(xz) — x(xx) = X2 =xF = (P =x¥) () = px* In(0)(x?7¥-1)
X X
On sait que :
1
. z_x — . —
xl—lll-noo x xl—lll-noo xx—2 0
On a donc :

; X —
xl—1>l:|-noox ln(X) =t par produit (xx)x

1 = lim x*In(x) (x> *—1) = —0o = lim
et

lim

x—+00 \xX~2

X—+00 x(xx) -

0
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XX

Remarque : La courbe de la fonction x = % admet une asymptote horizontale d’équation y = 0

Exercice A.6 : a) Montrer que pour tout X € R, e* > x + 1. Interpréter ce résultat graphiquement.
b) Soit n € N*. En posant x = % etx = — ﬁ, en déduire I’encadrement suivant :

n+1\" n+ 1\
VnEN*,(—) SeS( )
n n

¢) En déduire I’encadrement suivant du nombre e pourn > 1 :

1\"* 3
OSe—(1+—) <-
n

n
d) En déduire :
1 n
lim<1+—)
n n
a) On pose :
{ R—-R
I Wumer—x-1

On sait que g est dérivable sur ]R(g € D(R)) et:
VxeER,g'(x) =e*—1
On en déduit donc le tableau de variations suivant :

r |—oo 0 400

gl)| — 0 +

0|\,

Vx eR,g(x) =0

On a donc :

On en déduit donc que :
Vx ERe*=>x+1

Graphiquement cela se traduit par le fait que la courbe de la fonction exponentielle est toujours au-dessus de sa
tangente en 0 car (Ty):y =x+1:
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b) Soit n € N*. On sait que :

3]
S|
v
—_
+
S|r

On en déduit que :

1\ n
(eﬁ) > (1 + —) car x » x" est croissante sur R*
n

On a donc :
(n+ 1)”
e >
n
Demémeona:
-1 1
en+l > 1 —
n+1
-1 n+1 n n+1
= (em) > (n m 1) car x - x"*1 est croissante sur R*
n n+1
=e 1> ( )
n+1
n+1 n+1
=e< ( - ) car x v o est décroissante sur R*™*
On a donc :
n+ 1\" n+ 1\t
VnEN*,(—) SeS( )
n n
c)Ona:
n+1\" _ m+1\""' m+1\"
VnEN*,OSe—( ) S( ) —( )
n n n

Or on sait que :

n+1\""' m+1\" m+1\"m+1 n+1\" 1
mew (55) -(50) =(50) Go-1)=(50)
n n n n n n
De plus on sait que :

Vx> 0,1+ x <eX <3¥car3* =e*m® gt in(3) > 1
On en déduit donc que :
1 1
vn € N ,1+—<3n
N n
= (1 + E) < 3 car x - x" est croissante sur R*
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On en déduit donc que :

d) On sait que :

3
lim—=0
n n
Donc d’aprés le théoréme des gendarmes on a :
n
lim (1 + —) =e
n—-+oo n

Exercice A.7 :
On considere la fonction numérique de la variable réelle x définie sur [0; +-co[\{1} par :
e —X
X) =
G = 1—
On note Cs la représentation graphique de f relativement a un repére orthonormal.
a) Déterminer la limite de f(x) lorsque x tend vers +oo, puis lorsque x tend vers 1 par valeurs supérieurs et inférieurs.

Que peut-on en déduire pour Cs ?
b) Montrer que f est croissante sur chacun des intervalles [0; 1[, ]1; +oo[.
¢) Préciser 1’équation cartésienne de la tangente (T,) au point A de C; d’abscisse 0.

d) Prouver que I’équation f(x) = —2 admet une unique solution sur R*\{1}.
a)Ona:
lim e ™ =
xX—+00
1 = lim f(x)=0
lim =0 xot®

x->+00 1 —x
Cr admet donc une asymptote horizontale d’équation y = 0.

Deplusona:
. 1 ,
lim e™* = e¢~1 = — par quotient
x—1t e =3 linner f(x) = —00
lim(1—-x)=0" x—1
x—1%
Demémeona:
. 1
lim e = e~ = — par quotient
X1 e = lim f(x) =+
x—-1"

lim(1-x)=0%
x->1"

On en déduit donc que G admet une_asymptote verticale d’équation x = 1.

b) On sait que f est dérivable sur chacun des intervalles [0; 1[, ]1; +oo[, par quotient de fonctions dérivables. De plus
ona:

—e*1—-x)+e™™ xe ™
Vx € R+ 1 ! = = >
X € RN () = G = g2 2
Donc f est croissante sur chacun des intervalles [0; 1[, ]1; +oo[
r |0 1 +00
flx) + +

400 0

/ 1/ /
—0Q

On peut le voir sur le graphique suivant :




Asymptote verticale

Asymptote horizontale

g A A A T A N I

¢) On sait que :

(To):y = £'(0)x + f(0) = 1
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§ 0 05 1 1.5 i 3 35

-0.5

-1

d) On a les variations suivantes :

55

xr |0 1 +00
[l +
f +00 0
1/ —00
On en déduit donc que :
f) = -2
{xE[O;l[ Sxed

De plus sur ]|1; +oo[ on sait que :
e [ estcontinue
e f est strictement croissante

lim f(x) = —
x—1t

lim f(x)=0
xX—+00

75

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires (ici on peut méme parler du théoréme de la bijection si certains I’ont

vu en TS), on sait que f prend toutes les valeurs négatives une et une seule fois sur |1; +oo|.
On en déduit donc que f(x) = —2 admet un unique antécédent sur |1; +oof.
On en déduit donc que f(x) = —2 admet un unique antécédent sur RT\{1}.

Exercice A.8 : On considere la fonction définie par :

f&x) =

1

e* +e*

1) Déterminer I’ensemble de définition Dy de f et préciser sa parité.
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2) Etudier les variations de la fonction f et préciser ses limites aux bornes de Dy.

3) Montrer que la restriction de f a I’intervalle [0; +oco[ admet une application réciproque, notée g.
4) Donner I’ensemble de définition de g, son ensemble de continuité ainsi que son sens de variation.
5) Tracer les courbes représentatives des fonctions f et g.

6) Expliciter la fonction g.

1) On sait que :
vVx ERe* >0
On en déduit donc que :
Vx ERe*+e ™™ >0
Donc le dénominateur ne s’annule jamais. Donc D¢ = R.
Deplusona:

1 1
VXER f(=x) = e X te (X eXfer f&
On en déduit que f est paire.
2) f est dérivable par quotient de fonctions dérivables et :
e*—e™* 1—e?*
! — — —-X
VX ER f1(x) = - (e* +e~%)2 ¢ (eX + e¥)2
On en déduit que f'(x) est du signe de 1 — e**. Oron a:
1—e**>0
Set <
& 2x < 0 car x » In(x) est croissante sur R**
= x<0

On a donc le tableau de variation suivant :

ro|—00 (0 +oC
o) +

RSN

===

De plus on sait que :

lim e* = +oo 1

x—>j|—oo —x = lim — - = 0
ln;n e "t = x>+ eX 4 e~X
X—>+00

On en déduit donc que Cr admet une asymptote horizontale d’équation y = 0.
On a donc le tableau de variations suivant :

€T o0 (0 40
| + 0 -
1
f 0/2\0

3) On sait que :
e festcontinue

. . \ 1
e fest strictement décroissante de [0; +oo[ a valeurs dans ]0 ; 5]

Donc d’aprés le théoréme de la bijection, on en déduit que :
1
Vy € ]0;5],3!x € [0; 4+, f(x) =y

On pose alors la fonction g définie sur ]0 ; %] par:

VyE]O;%].g(y) =x
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4) Son ensemble de définition et de continuité est le méme : ]O ; —]
De plus on sait que les variations de g sont les mémes que sa fonction réciproque, c’est-a-dire que g est décroissante

sur]O;%].
5)
Yy=x

r

[

[

+

I

I

[]

r

I

1

[

I

r

r

0.8 T
T

I
I
r

0.6 ¥
!

6) Soity € ]O; %] On résout :
eX+e*
Sefte ™ =—
y
1
= (ex)z—;ex+1 =0

1
S X2 ——X+1=0avecX =e*

Ona
1\2 1 — 4y?
o= 0152
y y
Or on sait queyE]O; %].On en déduit donc que A = 0.
On a alors :
i
1 1—4y?
y y?
X =
1 2
XZ—;X+1=O(=)< ou
1 1—4y2
o+
y y?
kX=X— >
Orona:
11 1 1—-4y2 1
VyE]O;—],—— - =—(1-V1-%7) =0
2 y
De méme :
17 1 1—-4y%2 1
VyE]O;—],—+ =—(1+1—-4y2)=0
2’y y? y( )

On en déduit donc que
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eX +e7*¥ kex :%(14_ 1—4y2)

De plus on sait que g(y) = x = 0.
On en déduit donc que :

gx)=1In <% (1 +1- 4x2)>

Eneffetona:

VyE]O;%],ln ;(1—,/1—43/2) <0

Exercice A.9 : On pose :
f:xl—>ln( x2+1—x)
1) Déterminer 1’ensemble de définition de f

2) Montrer que f est impaire.
3) Etudier les variations de f et les limites aux bornes de son ensemble de définition.

1)Ona:
Vx € R x?+ 1> x?

= Vx € R,\/x2 + 1> +/x2 car x » x est croissante sur Rt
=SVxERVx2+1> x| =>x

= VxeERVx2+1—-x>0
On en déduit donc que Dy = R
2)Ona:

Vx € R, f(=x) = In (w/1 (0?2 - (—x))
= ln( 1+x2+ x)
i ((\/1-I-—x2 - x)(m + x))

1+x%2—x

1

- (=)

=—In (m—x)
= —f®)

On en déduit donc que f est impaire.

Remarque : On a utilisé ici :
1
Va > 0,In (;) = —1In(a)
a—b

V(a,b) € (R*)?Va—vb=—F
Va++vb
3) On étudie f sur [0; +oo]:

Vx>0, f(x) = ln(u(x)) avecu:x » x>+ 1—x
On sait que u est dérivable sur R et :

2x x—Vx2+1
Vx = 0,u'(x) = 1=

2Vx% +1 Vx2 +1




On en déduit donc que :
x—Vx?2+1
x2 1
Vx>0, f'(x)= il b S <0
Vx?2+1—x VxZ+1
On en déduit donc que f est décroissante sur [0; +oof.
On cherche a présent la limite de fen +o0. On a :

1
Vx> 0,/x?+1—-x=——
x>+1+x
Or on sait que :
li ! 0*
im ————=
x>+ x2 + 1+ x

On en déduit donc que :
lim ( xz+1—x)=0+

X—+00

lim (\/xz +1- X) = 0% par composé

On a alors :

Xt = lim In (\/T-I—l — x) =—»®

lim In(X) = — x—+c0
i, () = s

On a alors le tableau de variation suivant :

fx) -

0
f \
—00
Par imparité on en déduit que :
xr 0 400
—+o0

f \0\

—0

Page 17 sur 57

Exercice A.10 : Démontrer que :

xln(x) 1
Vx>1,x <

On pose
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11; +oo[—> R
f: xin(x) 1
'_) —_——
o172

On veut montrer que f est négative pour tout X €]1; +oo.

Ona:

2

V> 1, xlzn(x) B 1 _ 2xIln(x) —x= +1
x2—-1 2 2(x%2—-1)
Sur ]1 + oo, fest du signe de g: x ~ 2xIn(x) — x? + 1.
On veut donc montrer que g(x) est négative si X €]1 + oo[. Pour cela nous allons étudier g.
g est dérivable sur |1; +oof et :
Vx>1,9'(x)=2In(x)+2—-2x=2(n(x) +1—x)

Le signe de g’ (x) n’étant pas facile a étudier, nous allons étudier g’ (x) :

1
Vx>1,g”(x)=2(;—1)=2

On en déduit le tableau de variations suivant :

1—x

X

xr 1 +00
g"(x) -

T

De plus on sait que g'(1) = 2 — 2 = 0. De méme g(1) = 0.
On a donc le tableau de variations suivant :

r |1 +0C
g"(x) -

g 0\
g/ -

9 D\\\\\\
g(x) -

On en déduit donc que :
vx>1,g(x) <0

On en déduit donc que :
xln(x) 1

Vx> 1,————< =
Y2157

Exercice A.11 : Démontrer que :

Vx>0ln(1+\/1+x2)<§+ln(x)

On a les équivalences suivantes :

ln(1+ 1+x2)<%+ln(x)



Ainsi on doit montrer que :

On pose :

On pose :

On a alors :

Deplusona:

e =1 (

o in(1+/1+22) < zn(xe%)
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1
& 1++/1+x2% < xexcar x - Inest croissante sur |0; +oo|

1
S J1+x2<xex—1
1

2
& 1+x% < x%ex+1—2xex carxw~ x? est croissante sur |0; +o[

2 1
@xz(ef—l)—2x65+120
2 1
Vx > 0,x2 (ex—l)—erx >0
2 1
Vx>0, f(x) = x? (ex— 1)—2xex

1
Vx> 0,X =ex

x €]0; +oo[= X €]1; 4o et x = ﬁ
1 2X  X?—1-2XIn(X)
ln(X)) T In2(X) X*-1) - m(X)

On pose g: X » X? — 1 — 2XIn(X) définie sur ]1; +oo[. On a alors :

VX >1,9'(X) =2X — 2 In(X) — 2

On en déduit donc les variations et le signe des fonctions suivantes :

On en déduit donc que :

On en déduit donc que :

On a donc :

2 2X-2
ﬁVX>1,g”(X):2—}= X
T 1 400
9"X) +
v /
0
g(X) +
g /
0
g(X) +
VX > 1,f<—ln(X)) >0

vx>0,f(x) >0

1
Vx>Oln(1+ 1+x2)<;+ln(x)

Exercice A.12 : Etudier les fonctions suivantes :

1 X —
1)f(x)=Ex+ln(3

x—4

3

2) f(x) =

x% —x

1
— D=~

x+1
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4) f(x) = x2e™" 5) f(x) = In(x? + 1) 6) f(x) = xln (e + %) 7) f(x) = x% 8) f(x) = x'*

3 3aq —
9) F(x) = Zax_x (la>0)  10)f(x) = fxz aa+xx

(oua>0) 11)f(x) = e%w/x(x + 2)

1)f(x):%x+ln<x_1>

3x — 4
a) On étudie ’ensemble de définition.
On sait que :
D 10; 400 = R**
On a donc :
-1
b =frenilso)
! {x 3x—4
On a le tableau de signe suivant :
r |- 1 24
3 T
r—1 | — %Ll + +
S3e—4| — - +
r—1
ad| T + +

On en déduit donc que :

Dy =]~ 1[ U E +oo[

b) On peut voir que f n’a pas de parité ni de périodicité, juste en voyant I’ensemble de définition.

¢) On étudie les variations de f.
f est dérivable sur D¢ par composée de fonctions dérivables et:
(3x—4)—3(x—1) 3x — 4
(3x — 4)? x—1
1 -1
—+
2 Bx—4Hx-1)
Bx—4)(x-1)-2
 2Bx—4)(x—-1)
3x2—7x+2
T 2Bx—-4)(x-1)
On étudie le signe du numérateur et du dénominateur.
Onrésout:3x2 —7x+2=0.0naA=49—-4x2x3 =25
On en déduit donc que :

VXEfo()_

X

7+5

3x2—7x+2=0<:){
kx

On a alors le tableau suivant :
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r —00 1} 1 I—i 2 +
3a2—Ta+42 - HJJ - - - (}I K
30—4 - —~ —~ <:| - +
r—1 - 0+ + +
f(x) + Jf - - (}1 +
ol TN ~.

d) Il reste a faire les limites

On sait que :
1
x—1 I 1‘;_
xotw3x— 4 xviwn 4 3
x

On en déduit donc que :

T

li (1 +1 (x_l)) tooet li (1 +1 (x_l))
— — o0 — = —00
e 2 T M3y 22 A\ T M 32

De plus on sait que :

1
limkx—-1)=<
_,f'( ) 3 x—1
73 = lim+ =+
lim (3x —4) =0+ ,,4"3x—4
4t 3
X-’g
De plus on sait que :
lim In(x) =+ o
X—+00
Par composée on en déduit donc que :
lim f(x) =+ o0
4_+
x—)§
De méme on a :
x—1
lim ( ) = 0%t Par composée
x-1"\3x — 4 = lim f(x) = —o0
lim In(X) = — ol
X-0*
e) Asymptotes obliques
On peut voir que :
o fx) 101 x—1 1
Ji === tm s o (37) =3
Deplusona:
i, (760 =3%) = tim n(5=5) =1n 5) = -
Am\f0) —gx) = lim Inl5r—7) =In3) = ~In®)

On en déduit donc que C; admet une asymptote oblique d’équation y = %x —1In(3)
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2

2)f(x) = ——

) ) = x—3

a) On étudie ’ensemble de définition.
On sait que :

Di={x€eR,x—3+0}=R\{3}
b) On peut voir que f n’a pas de parité ni de périodicité, juste en voyant I’ensemble de définition.
¢) On étudie les variations de f.
f est dérivable sur D¢ par composée de fonctions dérivables et :
oy Qx=D(x=3)—(x*-x) x*—6x+3
vx € R\(3}, /() = CEL =3
On étudie le signe de x? — 6x + 3. On sait que A = 36 — 12 = 24.
On en déduit donc que :

x=3-6
x2—6x+3=0<=> ou
x=34+6

De plus on sait que :
oy _(3-V6)'-(3-V6) 12-5/6 _30-12V6
f(3-ve)= -6 V6 6

f(3+V6)=5+2V6

=5-2V6

Demémeona:

On a donc le tableau de variation suivant :

T —0 3/(6) 3 3-+/(6)
-
-

r2—6x+3 + ¢ —
foy |+ 0 -
5-2¢/(6) .

7 N 5+2y/(6)

\++

d) Il reste a faire les limites
On sait que :



1
ox%?—x X ==
lim = lim = 400
X—>+o00 X — X—>+00 1— §
X
Demémeona:
1
2 _ X — E
lim = lim = —0o0
xX——00 X — X—>—00 1 _ E
X
Deplusona:
i 2 _ — G par quotient 2
lin (2 =) = et 1y
. _ = lim = —00
lim(x—3)=0 x—3= x — 3
xX—3"
. 2 . .
— — G par quotient 2
xli?’?ﬁ_(x X) 6 ~ Xt X
. n = lim = +o0
lim(x—3)=0 x—-3* x — 3
x—3t

On en déduit donc que Cr admet une asymptote verticale d’équation x = 3.

o |=oo 3/(6) 3 3+/(6)
12—61+3 + ¢] - — 'TH +
f) + 0 - - ~
5—24/(6) +
/ ~. 7
—0 — T —00 5+2y/(6)

e) Asymptotes obliques
Ona:
f &) x—1

lim — = lim =1
x>t X x>t x — 3

Deplusona:

v # 3 FC0) _x?—x 2
X f(x x—x_3 x—x_3
On sait que :

x@ztnw(f(x)—x)=xl_§gn —3 =2

_O()l__
X

On en déduit donc que Cr admet une asymptote oblique d’équation y = x + 2

25
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1
3 =——
S x2 x+1
a) On étudie ’ensemble de définition.
On sait que :

D ={x € R,x # 0et x # —1} = R\{—1; 0}
b) On peut voir que f n’a pas de parité ni de périodicité, juste en voyant I’ensemble de définition.
¢) On étudie les variations de f.
f est dérivable sur D¢ par composée de fonctions dérivables et :

8
Vx € R\{3},f'(x) = —x—3+m
—2(x +1)? + 8x3
- x3(x + 1)2
_8x® —2x* —4x -2
- x3(x + 1)2

On peut voir que 1 est racine du polynome P(x) = 8x3 — 2x? — 4x — 2.
On en déduit que I’on peut factoriser le polynome P par x — 1 :

Vx €ER,P(x) =8x3—2x%2 —4x—2=(x—1)(8x% + 6x + 2)
A présent on étudie le signe de Q(x) = 8x? + 6x + 2.
OnsaitqueA=36—-4x2x8=-28<0
On en déduit le tableau de variations suivant :

v =< 4 0 1
Bu246r42|  + + + +
-1 - - - 0+
x3 — — + +
(@) T + - +

d) Il reste a faire les limites

On sait que :
1
lim —=1
- 1 8
x->-1"X . — —
R =>xllf"1—<x2 x+1) e
lim = —
x--1"x + 1
De méme on a :
1
lim —=1
1 8
] ot = lim (—— )=—oo
, 8 x->-1*\x? x+1
lim = +o0
x>—1tx + 1
1
lim_ — =+ 1 8
oo = lim (—— )=+oo
) 8 x>0~ \x?2 x+1
lim =8
x-0"x + 1
lim — = 400
2 1 8
x0T x = lim (— - ) = +o0
x-0t\x?2 x+1
lim =8
x-0tx + 1
On en déduit donc que Cr admet deux asymptote verticale d’équation x = —1 etx = 0.

Enfinona:



On en déduit donc que Cr admet une asymptote horizontale en oo d’équationy = 0

>
1
1

Y

@

lim f(x)=0

x—-+t
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o [ o [ e [ ol o o | e [ o o ] o o o o

x=0

4) f(x) = x%e™*’
a) On étudie ’ensemble de définition.

On sait que x ~ eX et x — x? sont définies sur R donc D¢ = R.

b) Parité
Ona:

Vx € R, f(—x) = (=x)%2e~ 0 = x2¢™*" = f(x)

Donc f est paire. Donc on peut étudier f sur [0; +oo].

¢) On étudie les variations de f.

f est dérivable sur R par composée et produits de fonctions dérivables et :
Vx € R, f'(x) = 2xe™*" — 2x3e™**

On a donc le tableau suivant :

= 2xe (1 - x%) = 2x(1 = ) (1 + x)e ™’

v |—< -1 0 1 400
o + o+ + ) -
e — 0+ + 4
x - - + +

fle)| +

0

0
0

_|_

0

1 1
AN

d) Il reste a faire les limites
On sait que :

X
lim — = 0 par croissance comparée

x—+00 X
On en déduit donc que :

lim x%e~
xX—+oco

x2

=0
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On en déduit donc que C¢ admet une asymptote horizontale d’équation y = 0.

2
1.5

1

2
0.5 ] 2

5) f(x) = In(x? + 1)
a) On étudie ’ensemble de définition.
On sait que :
Dr={xeRx*+1#0}=R
b) Parité
Ona:
Vx ER, f(—x) = In(1 + (—x)?) = In(1 + x?) = f(x)
Donc f est paire. Donc on peut étudier f sur [0; +oo].
¢) On étudie les variations de f.
f est dérivable sur R par composée et produits de fonctions dérivables et :
2x

VXER,]N(X):W

ro| =00 (0 4o
f@| = 0 +

! \D/

d) Il reste a faire les limites
On sait que :
lim (1+x?) =+ et)gim InX) =+

X—+00
On en déduit donc que :
liT In(1+x%) =+o0w= lim In(1+x?2) (par parité)
xX—+0co0 X—>—00
On a donc :

r | =00 40 3

0
@l - 0+ :

] y=In(1+ .LZ)

f \ D / -10 ) 8 a7 -6 5 -4 a 42 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 [ g 10

1
6) f(x) = xln (e + ;)
a) On étudie ’ensemble de définition.
On sait que :

1 1 1
Df={xE]R,e+—>O}={xER,—>—e}=]—00;——[u]0;+oo[
X X
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b) f n’a pas de parité ni de périodicité
Cela vient du fait que I’ensemble de définition n’est pas centré en 0.
¢) On étudie les variations de f.
f est dérivable sur Dy par composée et produits de fonctions dérivables et :
1
1 - (e+%)ln(e+%)—% (xe+1)ln(e+%)—1
VxEDf,f’(x)=ln(e+—)+xx X — =
X 1 1 xe + 1
e+ } e+ E

On doit montrer que f'(x) > 0 car la courbe semble croissante :

2

15

1
; — 7} o
y=zln(e+ :U)

05

3 -25 2 -1.5 -1 -05 0 0.5 1 15 2 25 3
-0.5

d) Il reste a faire les limites

Ona:
1
lim xIn (1 + —) = +o0
X—>+00 X
) 1
lim xln (e + —) = —o0
X—>—00 X
1
lim xln(e +—> =+ o0
x—-e1 X
x<—-e~1
] 1 - In(e+X) , i
lim xIn (e + —) = lim ———— = 0 par croissance comparée
x—0* X X—>+0 X
1
7) f(x) = xx
a) On étudie ’ensemble de définition.
Ona:
1 1ln(x)
Vx >0, f(x) =xx =ex

On en déduit donc que Ds =]0; +o0|.

Remarque : On peut voir que f(—1) = (—1)~! = —1 on peut donc étendre I’ensemble de définition :
Dy =]0; +oo[u {1}

Mais cela n’a pas d’utilité !

b) f n’a pas de parité ni de périodicité

Cela vient du fait que I’ensemble de définition n’est pas centré en 0.

¢) On étudie les variations de f.

f est dérivable sur ]0; +oof et :

1 1 1
Vx> 0,f'(x) = (—x—zln(x) N x_z) S in()

1 1
= — (1 - In(x))ex"™
X

Or on sait que :
Vx ER,e* >0
On en déduit donc que f est du signe de 1-In(x).
Ona:
1-In(x) 0= In(x) 21 < x=ecarx - In(x) estcroissante sur ]0; +oo[
On a donc le tableau de variation suivant :
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x 0 € 400
I-n(x)|  + ¢ -

; /e%\

d) Il reste a faire les limites
On sait que :
In(x)

lim = 0 par croissance comparée
X—+00 X

De plus on sait que :

limeX =1
X-0
On en déduit donc par composée que :
1
lim xx =1
xX—+0o

Cr admet donc une asymptote horizontale au voisinage de +co d’équationy = 1.
Deplusona:

lim, In(x) = —oo i ) cuotient
limx=0"% x50t x pard
x—0%
De plus on sait que :
lim eX =0
X—>—0co

On en déduit donc par composée que :
1
limxx =0
x—0
On a donc le tableau de variation suivant et sa courbe :

T 0 € 400
1=ln(x)| + ¢ -

1
8) f(x) =x""x

a) On étudie I’ensemble de définition.
Ona:

Vx>0, f(x) = x%“ - e(%“) n(x)
On en déduit donc que Ds =]0; +oo|.
b) f n’a pas de parité ni de périodicité
Cela vient du fait que I’ensemble de définition n’est pas centré en 0.
¢) On étudie les variations de f.
f est dérivable sur |0; +oo[ et :



1 1 1)\ 1
Vx> 0,f00) = (= 5 In(x) + 5 + ) ex'"

1 1
== 1 -Inkx)+ x)efln(x)
X

Or on sait que :
Vx ERe* >0

On en déduit donc que f’ est du signe de 1-In(x)+x.
On pose :

. 10; +0[—> R

'{x > 1—In(x)+x
g est dérivable sur ]0; +oo et :
x—1

1
Vx>0,g’(x)=—;+1= .

On a donc le tableau suivant :

xr |0 1 +o¢
g@)| — )+

N\

glx) +

7
d) Il reste a faire les limites

On sait que :

In(x)

lim

= 0 par croissance comparée
x—+0o0 X

On en déduit donc que :
In(x
lim <—( ) + ln(x)> = +oo
X-0 X

On en déduit donc par composée que :

1
lim xxt' = 4o
X—+00
Deplusona:
xl%a e = e = lim () co par quotient
. i = - i
lngl x=0% x-0t X parq
xX—

On en déduit donc que :

lim <M + 1n(x)> = —
X

x-0
De plus on sait que :
lim eX=0
X——o00
On en déduit donc par composée que :
1
limxx =20
x—0
On a donc le tableau de variation suivant et sa courbe :

T |0 1

o

+00
+o0
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1
Y=z

o8
0.6
0.4

02

+1

02 o f 02 04 il 08 1 112 14 16

-02
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9 = ua >0
@) = 50— (oua>0)
a) On étudie ’ensemble de définition.
On sait que :

On a le tableau de signe suivant :

20—x| + + ﬂg -

3 - (# + +
3 o o
2a—w + +
On en déduit donc que :
Df = [O, 2(1[

b) f n’a pas de parité ni de périodicité

Cela vient du fait que I’ensemble de définition n’est pas centré en 0.
¢) On étudie les variations de f.

On sait que f est dérivable sur ]0; 2a] et :

vx €l0:2 .o 3x*Qa—x)+x° 1
X ] ) a[lf (x)_ (Za_x)z x3
242
a—x
x2(3a +2)
=—53>0

(2a — x)2x2
On a donc le tableau de variation suivant :

r |0 2a
f(z) +
f
0 /

d) Il reste a faire les limites
On sait que :



3
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lim = 400 par composée
x-2a~2a — X = lim = 4o
lim VX = 4+ e
X—+o0
On a donc :
r 0 2a
f) +
+00
f /
0
Illustration aveca = 2 :
-0.2 o p o2 0.4 06 0.8 1 112 1.4 1.6 1.8 2 22 24 26 28
10) f(x) =
a) On étudie ’ensemble de définition.
On sait que :
,3a—x 3a—x
Df={XER,X 20}=Df={XER, 20}
a+x a+x
On a le tableau de signe suivant :
T |00 —a 3a +00
3o—x| + + lJT\ —
atr | — + +
Sa—i
wre | T | T ¢ -
On en déduit donc que :
D¢ =] — a; 3a]
b) f n’a pas de parité ni de périodicité
Cela vient du fait que I’ensemble de définition n’est pas centré en 0.
¢) On étudie les variations de f.
f est dérivable sur | — a; 3af et :
, 3a—x ,_ —a—x—3a+x 1
VxE]—a;Ba[,f(x)=(2x>< + x4 X > )
a+x (a+x) ,3a—x

2

a+x



2 (3a - x)(a +x) - 2ax)
= X x ((3a —x)(a + x) — 2ax
2
(a+x) 5 [y230=x
a+x
2x X X (3a% — x?)
= a’?—x
(a+x)? 5 [y23a=x
x a+x

On en déduit donc que f'(x) est du signe de x(\/§a — x) (\/§a + x)

Or on sait que :

On a le tableau suivant :

Deplusona:

vx €] —a;3a[,x > —a > —V/3a

T —a 0 V3a  3a

vl -0+ o+
V3a—r| + + —
@ | = § + 0 -

f \0/ N

B 5 3a—\/§a_ ’3—\/5_ , 3
f(\/ga)—\/3a xm—\@ax 1+\/§—\/§a 2\/§ 3

d) Il reste a faire les limites
On sait que :

( lim+(3a —x) =4a

X—->—a

; 2 _
llm+x =a —

X—-—a

| _lim (a+x)=0"
x——at

Demémeona:

2 par composée et quotient
lim f(x) =400
x——at

fBa)=0
On a donc le tableau de variation suivant :
T | —a 0 V3a 3a
+3 V3axv2v3—3
f \
; / \ ;

Illustration aveca = 2 :

A(V3a,2v3 x \/2v/3 - 3)

Page 32 sur 57




11) f(x) = e%w/x(x +2)
a) On étudie ’ensemble de définition.
On sait que :
Dy = {x ER, {x(xﬁ_q;)oz O} =] — 00; =2] U]0; +oo[
b) f n’a pas de parité ni de périodicité
Cela vient du fait que I’ensemble de définition n’est pas centré en 0.
¢) On étudie les variations de f.

On sait que f est dérivable sur | — c0; —2[U]0; 4+0o[ parc composée de fonctions dérivable et :
1

1 1 x+1
Vx €Ds, f'(x) = ——=exyx(x +2) + ———=ex
! x? Jx(x +2)
1 (—(x2 +2x) + x3 + xz)
= ex

x%\Jx(x + 2)
1 x*=2
¢ (xw/x(x + 2))

2_
On en déduit que f'(x) est du signe de xx_z

On en déduit que :

r o |—00 =2 2 0 V2 +oo
2—1| + + ¢ - - %; +
T — — — + +
21— - ¢ + | - ﬁl' +

xr(x + 2)
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Partie B : Fonction trigonométrique

Exercice B.1 : Montrer que :

m 2
VXE [O;E]'EX <sin(x) <x

1%r¢ jnégalité : Montrons que :
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VxE€E [O;g],%x < sin(x)

On pose :

x = —x — sin(x)
s
On sait que f est dérivable sur [0 ; g] et :

Vx € [OE] f'(x) = E — cos(x)
2l T
De plus on sait que :
e  Cos est continue

e cos est strictement décroissante sur [0 ; g]
e cos(0) =1etcos (g) =0
Donc d’aprés le théoréme de la bijection (ou théoréme des valeurs intermédiaires), pour tout y € [0; 1], il existe un
unique X € [0; g] telle que cos(x) =y.
Or on sait que :
2
0<=-<x1
T
On en déduit donc qu’il existe un unique a €]0; 1] tel que cos(a) = %

On a donc le tableau de variation suivant :

o=

& 0 o
g—ccﬁ(m) — ¢

+
I 0\ —

0

On en déduit donc que :
Ty 2
Vx € [O;—],—x —sin(x) <0
2w
On en déduit donc que :
T 2 )
Vx € [0;—] ,—x < sin(x)
21°m

2ime jpégalité : Montrons que :
On pose :
[0;5] >R
g: 2
x e sin(x) —x

On sait que f est dérivable sur [0; g] et:
I
Vx € [O;E],f’(x) =cos(x)—1<0

On a donc le tableau de variation suivant :

x 0

Lol=)

cos(z)—1 —
0

s T~

On en déduit donc que :
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T
Vx € [O;E],sin(x) —x<0
On en déduit donc que :

Vx € [O;g],sin(x) <x

Exercice B.2 : Résoudre les équations suivantes, de variable x réelle :
1 s
a) cos(x) = 5 b) V2 sin (E — x) =1 ¢)2cos(2x) =v3  d)2cos?(2x) — 3 cos(2x) = —1

e) cos(2x) = cos(x)  f)sin(2x) + sin(x) =0 g) sin(2x) + sin (g + 3X) =0 h)cos(3x) +sin(x) =0

a)Ona:

cos(x) = % < cos(x) = cos (g) =

h) On veut résoudre :
T
cos(3x) + sin(x) = 0 & cos(3x) + cos (x — E) =0

On utilise la formule suivante :

x + X —
V (x,y) € R, cos(x) + cos(y) = —2 cos( > y) cos( > y)
On a donc :
T 4x -2 2x + 2
: _ _ 2 2
V x € R, cos(3x) + sin(x) = cos(3x) + cos (E — x) = —2cos cos >
On a donc :
4x —% 2x +%
cos(3x) + sin(x) = 0 & cos cos — = 0
Or on sait que :
cos(x) =0 x=—-+kn;keZ
On a donc :
{4‘x —E T
4x—% 2x+% 5 2=E+kﬂ
cos cos =0 - k€L
2 2 le +7
> = E + km
3n  km
xX=—+—
= g 2 i k€eZ
x=7 + km
On en déduit donc que :
) 3m km w
cos(3x) +sin(x) =0 x € U{?+7;Z+ kn}

KEZL
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3 2 1 o ’}T\J./ T 2 3 4 5 [} 75 8
1 3_ T DT
Y 1

Exercice B.3 : Résoudre les inéquations suivantes, de variable x réelle :

1 3 , 1
a)cos(x) >0 b)sin(x) < > c) tan(x) > Y d) sin?(x) = 7 Swr [m; ]

a) On sait que :

T T
cos(x) >0 = x € U]_5+2kﬂ;_5+ 2k7r[
kEZ

b) De méme on a :

[ <1 el I] ’ + 2k + 2k [
) R — Lp—
sm(x) =5 X \J 6 7'[,6 T

c) De méme on a :

V3 o on
tan(x)>?<=>xEU]g+kn;E+kn[
kez
d)Ona:

sin?(x) > % o (sin(x) - %) (sin(x) + %) >0

On fait un tableau de signe :

N
‘- (:_l _ _ . _
Sinr) 5 %} + *,
sinrl | 4 éﬁ _ + + + 4+

I

IR

On en déduit donc que :
1
in? Z 5 5
sheEle S
x € [—m;m]

Exercice B.4 : Déterminer le domaine de définition et la dérivée de :
f(x) = (1 + sin(x))°0s™

On sait que :
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Vx € R, 1+ sin(x) =0
On doit juste prendre des précautions pour sin(x) = 0.

On a donc :
D —U] Tt okmoE 4ok [
= 2 7'[,2 T

KEZ
Deplusona:

Vx € l)f,f(X) — (1 + Sin(x))cos(x) — ecos(x) In(1+sin(x))
On en déduit donc que f est dérivable sur son ensemble de définition comme quotient de fonctions dérivables et :

2
cos?(x) >ec"s(x) In(1+sin(x))

Vx € Dy, f'(x) = (— sin(x) X In(1 + sin(x)) + m

Exercice B.5 : Etudier la fonction : f : x +— cos(x) — cos?(x)

1) On étudie son ensemble de définition.
Iciil n’y a aucune difficult¢ ! Df = R

2) On étudie sa parité et sa périodicité
Ona:
Vx €R, f(x + 2m) = cos(x + 2m) — cos?(x + 2m)
= cos(x) — cos?(x)
= f(x)

Donc f est 2m —périodique, on peut donc 1’étudier sur un intervalle de longueur 21, comme [—Tr; T].

Deplusona:

Vx € R, f(—x) = cos(—x) — cos?(—x) = cos(x) — cos?(x) = f(x)
Donc f est paire. On peut donc étudier f sur [0; 7] puis prolonger sa courbe (ou ses variations) sur [—; 7] par
symétrie par rapport a I’axe des ordonnées, puis par périodicité !

3) Etude des variations
Ona:
Vx € R, f'(x) = —sin(x) + 2 cos(x) sin(x) = sin(x) (2 cos(x) — 1)
On sait que :
Vx € [0;m],sin(x) =0
On en déduit donc que le signe de f'(x) sur [0; 7] est le méme que celui de 2 cos(x) — 1.
Ona:

L
X € [0; ] Z‘E’XE[OE]

{2 cos(x)—1>0 - {cos(x) > 1
X € [0; 1]

On a alors le tableau de variations suivant :

x |0 % T
f@] + ) -
1
f 0/?1\ ,

On peut alors tracer la courbe de f en trois étapes :
e Sur[0;m]:



05 y = cos(x) — cos*(x)

-05

e Sur [—T: ]

1
Prolongement par symétrie par rapport a (Qy) car f est paire
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\ o y = cos(x) — cos*(x)
/,"—_“--__‘-“H
| 2 T of h ™
" ) 3
AR
’ -05
/!
,
/
4 -1
!/
/!
4
/’ =15

e Prolongement sur R

Prolongement par périodicité

=2

[—3m; —7] ], |75 3m]

Partie C : Fonctions trigonométriques réciproques

Exercice C.1 : Simplifier les expressions suivantes :

a) arccos (cos (2?”)) b) arccos(cos(4m)) c¢)arccos (cos (— 2%)) d) arctan (tan (%Tn))
e)cos(arctan(x)),x € R f)sin(3 arctan(x)),x € R, g) tan(arcsin(x)) x €] — 1; 1]
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| h) arccos(x) + arccos(—x),x € [-1;1] i) arctan(1/2) + arctan(1/5) + arctan(1/8)

Ona:

2m 21
a) arccos| cos <?)

€[0;m]

b) arccos(cos(4m)) = arccos (cos (0) ) =0

EE)’.;JR]
2m 21
c) arccos (cos (— —) = arccos| cos (;) =3

€[0;m]
d) arctan |/tan (— \| =arctan |/tan (— E)\
4

=)\ )

T T
e)V x € R,arctan(x) € ]_E; E[ = cos(arctan(x)) € ]0; 1]

De plus on sait que :

1
Vx€R, 1+ tan?(x) =
X an“(x) cos2(0)
1
—=Vx€ER, cos?(x) = ———
x cos™(x) 1+ tan?(x)

1
1+ tan?(arctan(x)) 1+ x2

= cos?(arctan(x)) = car V x € R, tan(arctan(x)) = x

Deplusona:

V x € R,arctan(x) € ] [=> cos(arctan(x)) € ]0; 1]

= V x € R, cos(arctan(x)) =

1+ x2

) On linéarise. On sait d’apres la formule de Moivre que :
V x € R,sin(3x) = Im((cos(x) + i sin(x))3)
= Im(cos®(x) + 3icos?(x) sin(x) — 3cos(x) sin?(x) — isin®(x))
= 3 cos?(x) sin(x) — sin3(x)
On en déduit donc que :
V x € R,sin(3 arctan(x)) = 3 cos?(arctan(x)) sin(arctan(x)) — sin(arctan(x))
Or on sait d’apres la question précédente que :

V x € R, cos(arctan(x)) =

1+ x?
Deplusona:
X
V x € R,sin(arctan(x)) = tan(arctan(x)) cos(arctan(x)) =
V14 x2

On a donc :

v x € R sin(3 arctan(x)) 3x 1 x3 3x —x3

x ,sin(3 arctan(x)) = X - =
VitaZ 1+x% 7320 (1+a)V1+42

g)Ona:

sin(arcsin(x)) B x

v x €] - 1; 1], tan(arcsin(x)) = cos(arcsin(x))  cos(arcsin(x))

Or on sait que :



T T
V x €] — 1;1[, arcsin(x) € ]_E'E[ = cos(arcsin(x)) >0

= cos(arcsin(x)) = /1 — sin?(arcsin(x)) = J1—x?
On a donc :
X

V1 — x2

V x €] — 1; 1], tan(arcsin(x)) =

h) On peut dériver I’expression en posant une fonction. On pose :
Vx € [—1;1], f(x) = arccos(x) + arccos(—x)
On en déduit que f est dérivable sur | — 1; 1 et :

Vx €l -L1[f'(x) = -

Donc Vx €] — 1;1[, f(x) = cste = 2f(0) = n
On en déduit donc que :
V x €] — 1;1[, arccos(x) + arccos(—x) =1

Orona:
f(=1) =f(Q@) =arccos(—1) + arccos(1) =n+0=m
On a donc :
V x € [—1; 1], arccos(x) + arccos(—x) =1
1) On pose :

1 1 1
I = — — —
arctan (2) + arctan (5) + arctan (8)

On sait que arctan est croissante sur R et :

De plus on sait que :

On en déduit donc que :

0< t (1) < t (1) < t (1) < 7T
arctan 3 arctan 5 arctan ) 6

On en déduit donc que I € ]0; g[

De plus on sait que :

V(a,b) € D2, tq tan(a) tan(b) # 1,tan(a + b) =

tan(a) + tan(b)

On en déduit donc que :

tan (arctan (%)) + tan (arctan (%) + arctan (%))

ranl) = 1—tan (arctan (%)) tan (arcmn (é) arctan (%))

Vx € R, tan(arctan(x)) = x

De plus on sait que :

On a donc :
1. 1
1 1 1 1 Ttg
tan (arctan (—)) =— et tan (arctan (—) + arctan (—)) = =
2)) 2 5 8// _1
40
On en déduit donc que :
1,1
— + —
~2'3_ 1 tan(™
tan(l) = 1= 1 =tan (4)
1-%

Comme I € ]0 ; g[ et qua tan réalise une bijection de ]— g ; g[ dans R, on a alors :

1 — tan(a) tan(b)

Page 40 sur 57



Page 41 sur 57

1= arctan (5)  arcan (5] arcan (5) =3
—arcani arcang arcang _Z

Exercice C.2 : Résoudre les équations suivantes, de variable x réelle :

s

1) arcsin(sin(x)) = 5 2) arccos(x) = arcsin(x) 3)arccos(x) = arcsin(2x) 4)arccos(x) = arcsin(1 — x)
X

5)2 arcsin(x) = arccos(|2x? —1|)  6) arcsin(x) + arcsin (E) =m 7)2arcsin(x) = arcsin (Zx\/ 1-— xz)

/s
8) arcsin(2x) — arcsin(x\/§) = arcsin(x) 9) arctan(x — 1) + arctan(x) + arctan(x + 1) = >

1) arcsin(sin(x)) = g

Domaine de validité : R

En effet :
Vx € R,sin(x) € [-1;1] = R est le domaine de validité.
On sait que :
o T (T (. (8T ,
V(k, k") € Z?, arcsin(sin(x)) = 3= arcsin (sm (5 + Zkﬂ)) = arcsin (sm (? + 2k n))
On en déduit donc que :
T
( —+ 2km
T 9
arcsin(sin(x)) =— = x = ou kezZ
’ on + 2k
g ™=
T 2 I .
YiEaagul} y = arcsin(sin(x)
N R P
| -10 ] -8 -7 -6 -5 -4 - -2 -1 * Tf1 ) 2 938 w“ ) T 8 a 10 11 12 13 1e
1 A[§ ' 6) B(K : )
-2

2) arccos(x) = arcsin(x)
Domaine de validité : [—1; 1]
En effet ¢’est le domaine de définition de arcsin et arccos.

On sait que :

Vx € [—1;1],cos(arcsin(x)) =1 — x?2
De plus on sait que :
arccos(x) = arcsin(x) = cos(arccos(x)) = cos(arcsin(x))

= x=+1—x2

1
—t 2:—
72
V2 V2
—1 = — R
X 2 oux 2

Comme on a procédé a des implications, il reste a voir si les résultats finaux sont solutions :

2\ _x 3\
arccos ) = 4 etarcsin > = 4

2 )
Donc x = ‘/7— est solution.

Demémeona:
V2 _3m ; . V2 T
arccos =72 etarcsin > )= "2

V2 .
Donc x = — > n’est pas solution.




On en déduit donc que :

T
arccos(x) = arcsin(x) & x = 7

= arccos(x)

y = arcsin(x)

3) arccos(x) = arcsin(2x)

Domaine de validité : [— %; %]
En effet ¢’est le domaine de définition de x +— arcsin(2x)
Ona:
arccos(x) = arcsin(2x)
= cos(arccos(x)) = cos(arcsin(2x))

= x=+1-(2x)2

=5x%=1
V5 V5
=S X=—o0ux=——
5 5
Comme on a procédé a des implications, il reste a voir si les résultats finaux sont solutions :
V5 _
- < 0 = arcsin(2x) < 0.0r arccos(x) = 0
g V5, .
On en déduit donc que x = — ~ Nest pas solution.

. . V5
On a donc une unique solution x = ~ Ou aucune.

On pose :
f:x » arccos(x) — arcsin(2x)
T 1 T T
Ona: f(0) = arccos(0) = etf(;) =T-T<0
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Donc f est continue et change de signe. Donc d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un réel « tel

que f(a) = 0.
On en déduit donc que :

arccos(x) = arcsin(2x) © x = =
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5

y = arccos(x)"'
§ 3

2
1

-6 -5 -4 -3 -2 -1

y=-aresin2x)-f

4) arccos(x) = arcsin(1 — x)
Domaine de validité : [0; 1]
En effet :
-1<1—-x<1©0<x<2
On en déduit donc que le domaine de validité est : [0; 2] N [—1; 1] = [0; 1].
Ona:
arccos(x) = arcsin(1 — x)
= x = cos(arcsin(1 —x)) =1 — (1 —x)?

= x? = 2x — x?

=x=0o0ux=1
Comme on a procédé a des implications, il reste a voir si les résultats finaux sont solutions :

I ) s
arccos(0) = > etarcsin(1) = >

Donc x = 0 est solution.
De méme on a :
arccos(1) = 0 etarcsin(0) =0
Donc x = 1 est pas solution.
On en déduit donc que :
arccos(x) = arcsin(1 —x) < x € {0,1}

y £ arccos(x)

A(0,1)

y = arcsin(l — x)

5) 2 arcsin(x) = arccos(|2x? — 1|)
Domaine de validité : [—1;1]
En effet :
—1<2x*-1<1e0<x*<1le-1<x<1

Ona:

2 arcsin(x) = arccos(|2x? — 1|)

= cos(2 arcsin(x)) = |2x% — 1|
Or on sait que :

Vx € R,cos(2x) = 2 cos?(x) — 1



On en déduit donc que :
cos(2arcsin(x)) = |2x2 —1| =2(1 —x?) -1
On en déduit donc que :
2 arcsin(x) = arccos(|2x? — 1|)
= 1-2x?=|2x? - 1]
=2x*-1<0
[WJ‘
& X €
2
Comme on a procédé a des implications, il reste a voir si les résultats finaux sont solutions :
On sait que :

V2 _
Vx € X 0|, arcsin(x) < 0 etarccos(x) =0
Donc ’intervalle [— g ; 0[ n’est pas solution.

N . 2
Il reste a voir les solutions sur [0 ; \/7—] On veut montrer que :

V2
Vx € 0;7] ,2 arcsin(x) = arccos(1 — 2x?)

On peut le faire de plusieurs facons.
Méthode 1 : A I’aide d’une fonction
On pose :
f:x e 2arcsin(x) — arccos(1 — 2x?)

f est dérivable sur ]O ; g[ et:

e ]f““w——+“ ﬁ?ﬁ:ﬁ?
4x
_\/1—x2 Vax? — 4x*
_ 2 B 2x
Vo2 e
=0carx =0

On en déduit donc que f est constante. De plus f G) = 2 arcsin G) — arccos G) = g — g =0.

Parc continuité, on en déduit donc que :
V2
VX € [0;7] , 2 arcsin(x) = arccos(1 — 2x?)

Méthode 2 : Avec un changement de variable
On sait que :

V2 s
Vx € O;—],EI!H € [O;Z],x = sin(6)

2

On en déduit donc que :

V2
Vx € [0; 7] ,arccos(1 — 2x?2) = arccos(1 — 2 sin%(0)) = arccos(cos(20))

Or on sait que :
T
vVt € [O;E] ,arccos(cos(x)) = x

On en déduit donc que :

V2
Vx € [0; 7] ,arccos(1 — 2x?) = arccos(cos(20)) = 26 = 2 arcsin(x)

On en déduit donc que :
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V2
2 arcsin(x) = arccos(|2x?> — 1)) & x € [0;7

y= (11!"(:093|23?2 — 1|

E 2arcsin(z)

6) arcsin(x) + arcsin G) =7
Domaine de validité : [—1;1]
En effet : DxHarcsin@—c) =[-2;2].
Ona:
arcsin(x) + arcsin (E) =7
2
On sait que :

T T
Vx € [—1;1],arcsin(x) € [_E;E]
On en déduit donc que :
V(x,y) € [-1;1]?, arcsin(x) + arcsin(y) =mr e x=y =1
On en déduit donc que :

X X
arcsin(x) + arcsin (E) =TS x= 5= lexed

y= ﬂrcs.i'n(g) + aresin(x)

-3 -2 -1 1 2 3 4 & [ 7 8

7)2 arcsin(x) = arcsin (Zx\/ 1- xz)
Domaine de validité : [—1; 1]

En effet : DXHarcsin(me = [_1; 1]'

2 arcsin(x) = arcsin (Zx\/ 1- xz)
= sin(2 arcsin(x)) = sin (arcsin (ZX\/ 1- xz)) =2xy/1—x?

VO € R,sin(20) = 2sin(0) cos(H)

On sait que :

Or on sait que :

On en déduit donc que :

sin(2 arcsin(x)) = 2xcos(arcsin(x)) = 2xy1 — x?
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Cela ne nous avance donc a rien ! Il faut trouver autre chose.
On sait que : Vx € [—1;1],3! 0 € [0; ], x = cos(B)
On en déduit donc que :

Vx € [—1;1],3!0 € [0; ], arcsin (Zx\/ 1-— xz) = arcsin (2 cos(8) 41— cosZ(B))
= arcsin(2 cos(8) X |sin(8)|)
Or on sait que :
v € [0;m],sin(8) =0
On en déduit donc que :

vx € [-1;1],3!60 € [0; ], arcsin (Zx\/ 1-— xz) = arcsin(2 cos(0) sin(0)) = arcsin(sin(260))
Or on sait que :

T
Vx € [O;E] ,arcsin(sin(x)) = x
mw 3n . o
Vx € [57] ,arcsin(sin(x)) = arcsin(sin(mr —x)) =mw — x
3
Vx € [7; 211] ,arcsin(sin(x)) = arcsin(sin(x — 2w)) = x — 27
On en déduit donc que :
, T
20si6 € [O'Z]
) m 31
arcsin(sin(26)) =< m—20si0 € [Z'T

) 3
kZG—Znsz@ € [T;n]

Deplusona:

; _ i (sin (& _r_ T _rr
Vo € [0; ], arcsin(cos(08)) = arcsin (sm (E — 9)) =3 0 car > 0 e [ 5
On en déduit donc que :
Vx € [—1;1],2 arcsin(x) = m — 2 arccos(x)
V2
2arccos(x) six € 7
VZ V2
Vx € [-1;1], arcsin (ZXV 1- xz) =< m—2arccos(x) six € [ = 7]
\/_
2arccos(x) —2msix € [ 1; —7]

On en déduit donc que :
VZ V2
2 arcsin(x) = arcsin (Zx\/ 1—x ) S x € [ 3

y =2 x arcsin(z)

' y = aresin(2zy/1 — x?))




8) arcsin(2x) — arcsin(x\/g) = arcsin(x)

Domaine de validité : [— % ; %]

1.1 11
En effet : Dyrsarcsinzx) = [_E;E] et Dx'—)arcsin(\/?x) = [_ﬁ;ﬁ]'

Ona:

arcsin(2x) — arcsin(xx/g) = arcsin(x)

= sin(arcsin(Zx) — arcsin(x\/§)) =X

= 2xcos(arcsin(x\/§)) — cos(arcsin(2x)) xV/3 = x
= x(2V1-322-V1-4@2V3-1) =
x=0
= ou
2J1-3x2—{1—4x2/3 =1

On résout :

2J1-3x2—y1—-4x%/3=1
= 2y1-3x2=1++1—4x2V3
= 4(1 —3x2) = 14 3(1 — 4x%) + 231 — 4x2
= 0=+/1—4x?
c { 1 1}
=
*EU 22
Comme on a procédé a des implications, il reste a voir si les résultats finaux sont solutions :

x = 0 est solution car arcsin(0) = 0.

Demémeona:
(1) T
arcsin|=| ==
"\2) 73

~| G
N[ R
ol

s
3 1

arcsin(1) — arcsin(
= x = > est solution

(1) ) V3 B n+n_ T
arcsin arcsin S |="3tg="3

n(-3)=-3
arcsin 2 = 3

1
= x= —3 est solution

On en déduit donc que :
1 1

arcsin(2x) — arcsin(x\/g) = arcsin(x) & x € {_E; 0;5}

1.5

1 y = arcsin(x)

05

-1.5 -1 -0.8 0s 1.5
Yy = ar(,sm( I) — ar(,sm, \/_MI

g

/s
9) arctan(x — 1) + arctan(x) + arctan(x + 1) = 5

Domaine de validité : R (c’est le domaine de définition de arctan)
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On sait que x = arctan(x) est strictement croissante et continue sur R donc f: x = arctan(x — 1) + arctan(x) +
arctan(x + 1) est strictement croissante sur R et continue.
Deplusona:
] 3
f(0)=0et lim f(x) =—
x—>+00 2
On en déduit donc qu’il existe un unique a € R tel que f(a) = % d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires.

De plus on sait que :

2x 2x
Vx = 0, tan(arctan(x — 1) + arctan(x + 1)) = T GZ-1) =52

Deplusona:
1

Vx>0,tan(z—x)=m

2
On en déduit donc que :

/s
arctan(x — 1) + arctan(x) + arctan(x + 1) = >

T
= tan(arctan(x — 1) + arctan(x + 1)) = tan (E — arctan(x))
2x 1

2—x2 x

= x? =
AP
= —.— =
x 37 |3

Comme on sait que I’équation arctan(x — 1) + arctan(x) + arctan(x + 1) = g admet une unique racine, et que cette

w| N

racine est positive, on en déduit que :

T 2
arctan(x — 1) + arctan(x) + arctan(x + 1) = > S x = 3

y = arctan(x — 1) + arctan(x) + arctan(x + 1)

1
1
1
1
4 1
1
1
|
1
1

Exercice C.3 : Apres avoir précisé le domaine de validité, montrer les formules :

s
+ arcsin(x) = =

s
1) arcsin(x) + arccos(x) = 3 2)2 arctan >

1+x
T
4)2 arctan (\/ 1+ x2%— x) + arctan(x) = 3

3) arcsin(x) = arctan(

X
—)




Page 49 sur 57

1) On pose f: x = arcsin(x) + arccos(x) = g

D’apreés les ensembles de définition de arcsin et arccos on a D¢ = [—1; 1]. De plus f est dérivable sur | — 1; 1] et :

1
Vxe]—l;l[,f’(x)=\/1_x2—\/1_x2=0

On en déduit donc que :

Vx €] — 1; 1], f(x) = cste = f(0) :g

Par continuité de f on en déduit que :

T
Vx € [—1;1],arcsin(x) + arccos(x) = 3

2) On pose :

X
1x o 2arctan — | + arcsin(x
f 1+x )

On sait que Dypesin = [—1;1]. De plusona:
1-—x

Vx €] - 1;1], =0
1+x
On en déduit donc que Dy =] — 1; 1].
De plus on a f dérivable sur] — 1; 1] et :
—-1-x—(1-x)
1 (1+X)2 1 1
Vx €] -1 1[ f'(x) =2 X X +
5 [L=x T—x\ VI—«Z
T+x I+ (T+=
-2 1 N 1
= X
Vi—xxV1+x 1+x+1-x 1—x2
1 1
=— +
Vi—x2 V1-—2x2
=0

On en déduit donc que f est constante sur | — 1; 1] par continuité.
Deplusona:

f(1) = 2arctan(0) + arcsin(1) = T

2
On en déduit donc que :
Vx €] — 1;1],2 arct — 2\ 4 arcsin(x) ==
x €] ;1],2 arctan 1T arcsin(x) = >
3) On pose :
x
fix = arcsin(x) — arctan( )
V1 —x2

On sait que X = \/%7 est définie si et seulement si x> — 1 < 0 ce qui implique que x €] — 1; 1.
De méme on sait que Dypesin = [—1; 1] et son domaine de dérivabilité | — 1; 1[. On en déduit que f est définie et

dérivable sur | — 1; 1] et :
2

1 VI—x% + = 1
~ LG = - ——
e e 1+ ()
1—x2
1 (N
- - 3 2
VIZX q-x2z 14t
1 1
V1—x2 V1-—x2
=0

On en déduit donc que f est constante sur | — 1; 1[.
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Deplusona:
f(0) = arcsin(0) — arctan(0) = 0
On en déduit donc que :

Vx €] — 1; 1], arcsin(x) = arctan(

X
=)

d) On pose :
f:x — 2 arctan (\/ 14+ x2— x) + arctan(x)

On sait que Dypetan = R donc Dy = R et f est dérivable sur R.

X 1 1
VxE]R,f’(x)zZX(——l)X +
1+x2 1+(\/1+x2—x)2 1+x?
5 x —V1+x2 1 N 1
=2X X
VitxZ  1-2xVI+xZ+x2+1+x2 1+x2
x—V1+x2 1 N 1
= X
Vi+txZ  14+x2—-xV1+x2 1+x?
x—V1+x2 1 N 1
= X
V1 + x2 \/1+x2(\/1+x2—x) 1+ x?
_ 1 N 1
1+x%2 1+ x2
=0

On en déduit donc que f est constante sur R.
De plus f(0) = 2 arctan(1) = g
On en déduit donc que :

Vx € R, 2 arctan (\/ 14+ x2— x) + arctan(x) = 5

Exercice C.4 : Etudier la fonction f : x = arccos(cos(3x))

La fonction f : x =arccos(cos(3x)) est définie sur R car :
Vx € R, cos(3x) € [-1;1]
Deplusona:

21 21
VxeER,f <x + ?> = arccos (cos <3 (x + —))) = arccos (cos(3x + 2m)) = arccos(cos(3x)) = f(x)

3
Donc f est %ﬁ —périodique. On peut donc I’étudier sur un intervalle de longueur %ﬂ Par exemple :
LA
1373

De plus on voit que :

VxeER, f(—x) = arccos(cos(S(—x))) = arccos(cos(3x)) = f(x)
Donc f est paire donc sa courbe est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées. On peut donc étudier f sur [0 ; g]
Or on sait que :

s T
VxE€ [0; g],3x E0;r] =>VxE [0;§] ,f(x) = arccos(cos(3x)) = 3x

Donc f est linéaire sur [0; g] 11 suffit ensuite de prolonger par symétrie et périodicité :
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T T T T T
2 3 4 5 a8

T =

T
3

Exercice C.5 : Etudier la fonction f : x » sin(2 arctan(x))

g(x) = sin(2 arctan(x))
Ona:
Vx €R,g(—x) = sin(2 arctan(—x)) = sin(—=2 arctan(x)) = — sin(2 arctan(x))
Donc g est impaire.
On peut donc étudier g sur [0 ;+oo].

VxeER,g'(x) = cos(2 arctan(x))

1+ x?
Or on sait que :

Vx€R, >0

1+ x?
On en déduit donc que g'(x) est du signe de cos(2 arctan(x))
Or on sait que :

s
V x € [0; +oo[, arctan(x) € [O;E[ = 2arctan(x) € [0; [

On a le tableau suivant :

& 0 +00

2arctan(xz) |0

cos(2arctan(x)) +

g o/ \0

A
\

Remarque :
Ona:

xX—+0oo

lim sin(2 arctan(x)) = 0
X—DT

{ lim 2arctan(x) =m

Deplusona:

T
g() = sin(2 arctan(1)) = sin (E) =1

On a donc la courbe suivante :
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-08

-0.54

= — = ]

Exercice C.6 : Déterminer le domaine de dérivabilité des fonctions suivantes et calculer leurs dérivées.

f(x) = arcsin (1 il

7) 90 = aretan (5)
1—x yg(x) = arcian 1+x2

a) On sait que D,pesin = [—1; 1]. De plus arcsin est dérivable sur | — 1; 1J.

On a donc :

On en déduit donc que :

Demémeona:

On peut faire un tableau de signe :

On en déduit donc que :

On en déduit donc que :

b=frem 1t y)
rEY R T RIS

On étudie les deux inégalités séparemment :

1 1+x 1+ x 1<0
T 1—x 1—x -

2x <0

=

1—x"
r |—00 0 1 +x
2 — ﬂg + +
1—=| + + (l) —
2
SREE
1+

12T<z)xe]—00;0]u]1;+oo[
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x+1
— % -1
. L 1-
De plus on sait que f est dérivable sur E = { x € Dy, x_f1 Ly
1-x
On résout :
x+1
=1=x=0
1—x
De méme :
x+1
=-1ox€e@
1—x
On en déduit donc que f est dérivable sur |—o0; 0[. De plus on a :
2 1
vx <0, f'(x)= X
PO T Ty
B (1 - x)
B 2
a2 | =x)% = (1 +x)?
1= J 1 —x)?
B 2
(1—x)V—4x
B 1
(1 - x)V=x
On sait que D,pctan = R. De plus on sait que :
Vx ER,1+x2#0
On en déduit donc que Dy = R.
De plus g est dérivable sur R et :
Vx €R g'(x) = —2x « 1 _ 2x
X ;g X _(1+x2)2 1+( 1 )2_ (1+x2)2+1
1+ x?

Exercice C.7 : Soit n un entier naturel. On pose pour tout n € N, la somme S,, :
n

1
Sp = kZOarctan (—kz o 1)

a) Montrer que :

Vx =0, arctan( ) = arctan(x + 1) — arctan(x)

x2+x+1
b) En déduire la valeur de S, puis la limite de S;, quand n tend vers +oo.

a) On pose pour tout x positif :

Vx >0, f(x) = arctan (W) —arctan(x + 1) + arctan(x)

f € D(R) par composé de fonctions dérivables et :

x> 0, F'(x) 2x +1 1 1 . 1
= — X —
*2 0.1 (2+x+1% 4, 1 1+ (1 +x)? 14 x2
(1 + x + x2)?2
3 —2x—1 +—1—x2+1+(1+x)2
T 14+ (2 +x+1D2 0 A+x)(A+ (1 +x)32)
—2x—1 2x+1

STr @+ 2 A4+ A +09)
Orona:
VX ER 1+ (x%2+x+1)%=2+2x+3x%+2x3 +x*
Demémeona:
1+x)A+A+x)) =0 +x>)Q2+2x +x?) =2+ 2x + 3x% + 2x3 + x*
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On en déduit donc que :
Vx=>0,f'(x)=0
Donc la fonction f est constante sur RT.
Orona:
f(0) = arctan(1) — arctan(1) + arctan(0) = 0
On en déduit donc que :

1
Vx = 0,arctan (W) = arctan(x + 1) — arctan(x)
b)Ona:
n 1 n
vneN,S, = kzo arctan (m) = kZO(arctan(k + 1) — arctan(k))

= arctan(n + 1) — arctan(0) (par télescopage)
= arctan(n + 1)
On en déduit donc que :

Exercice C.8 : a) Démontrer que :

w

Vx >0,0 <x—arctan(x) < 3
b) En déduire que :
~ x —arctan(x)
lim—————
x—0 X

1 cas : 0 < x — arctan(x)
On pose :
Vx € R, f;(x) = x — arctan(x)
fi€CY(R)et:
) 1 x?
vxER'fl(x):1_1+x2=x2+1

On a alors le tableau de variation suivant :

T =20 0 40
f@] + 0 +
7

0

/
fay| — 0 +

On en déduit donc que :

Vx > 0,0 < x— arctan(x)

3
.y X
2" cas : x — arctan(x) < 5

On pose :
3

X
Vx € R, f,(x) = x — arctan(x) — 3

f> €ECY(R)et:

1
VXER fi(x)=1— —x%= —x%=
x f2(x) 1+ x2 x x2+1 x 1+ x2

On a alors le tableau de variation suivant :




3
X
Vx =0,0 <x—arctan(x) < 3

b) On en déduit donc d’aprées le théoréme des gendarmes que :
. x —arctan(x)
lim————=0
x—0 x2
x>0
3
De méme par imparité des fonctions x = x — arctan(x) et x - % ona:
. x —arctan(x)
lim——————=0
x—=0 x2
x<0
On en déduit donc que :

x — arctan(x) 0

x—0 x2
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Partie D : Fonctions trigonométriques hyperboliques

Exercice D.1 : On pose :
1
Vx=0,f(x)=———=
fl) =— ©)
1) Montrer que f réalise une bijection vers un intervalle I a préciser.
2) Représenter les courbes de f et de sa réciproque g.
3) Démontrer que :

1 1
vy = 1,ch(g(y)) =; et sh(g(y)) = ’}7 -1

4) Etudier le domaine de dérivabilité et la dérivée de g.

1) La fonction f est continue et dérivable et :
sh(x)

ch?(x) <0

Vx ER, f'(x) = —

De plus on sait que :

1
{ [0 = G =1
1

lim ——=0
k x—+00 ch(x)
On a donc le tableau de variation suivant :

xr |0 +00
fol -

Pl

On a donc :
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e festcontinue sur R*
e fest strictement croissante
lim f(x) =1
lim, £
lim f(x)=0
X—+00
On en déduit donc d’apres le théoréme de la bijection (ou le théoréme des valeurs intermédiaires) que f réalise une
bijection de [0; +oo[ dans ]0; 1].

2)Ona:

3) Par définition on a :
1

>1,—
BRIC))

vz € RY,sh(z) = /ch?(z) — 1

1
sh(g(y)) = ’F -1

4) La fonction g est dérivable sur ]0; 1[ (la dérivée de fest nulle en 0 et f(0) = 1), de dérivée :
1 ch?(g(y)) 1
vy €]0;1], ') = — = - =
fla®»)  sh(g®) yJ1-y2

1
=y=ch(g(y)) = 5

De plus on sait que :

On en déduit donc que :

d'apreés la question précédente
p q p

Exercice D.2 : Montrer que :

v x = 0,arctan(sh(x)) = arccos(

chtx))

On pose :

chtx))

fix arctan(sh(x)) — arccos (
On sait (d’aprés ’exercice D1) que :
1
Vx e RV, 0<——=<1
* ch(x)
On en déduit donc que Df = R.
De plus f est dérivable comme composé de fonctions dérivées et :
sh(x)
ch(x) ch?(x)

1+ sh?(x) a 1
\/ 1= ch?(x)

Vx>0, f'(x) =
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sh(x)
ch(x) ch?(x)

- 1+sh2(x)_\]

ch?(x) — sh?(x)
ch?(x)

ch(x)

_ _ 202 — <h2(+) —
= T+sh200 (D) car ch“(x) —sh*(x) = 1 sur R

=0
On en déduit donc que :
Vx € RY, f(x) = cste
De plus on sait que :

f(0) = arctan(sh(O)) — arccos (chtO)) =0-0=0

On en déduit donc que :

1
> =
Vx >0, arctan(sh(x)) arccos (c - (x))



