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Correction activité 6.1

Partie A : Simplification du probléme
1) Montrer que :
3 2 —
{ax +hx*+ex+d=0 3, p20 i g =0
a+0

Ona:

3 2 — b c d
{ax + bx +Cx+d_O@x3+—x2+—x+—=0(cara¢0)<:>x3+b’x2+c’x+d’=0
a+0 a a a
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2) Le but ici est de transformer 1’expression x3 + b’x? + ¢’x + d’ comme une forme canonique pour le degré 2.
On sait que :

V(x,y) € R%, (x +v)3 = x3 + 3x%y + 3xy? + y3
Ainsion a :

b'\*
(x + §> =x3+b'x?>+3(b")%x+ (b")3

On en déduit donc que :

b"\> b' (b")3
XB+bx?+c'x+d =(x+—=) +|c'—=|x+d -

3 9 27
b’ 3 , b b’ , c'b b2 b3
=<X+§> +<C —§><X+§>+d —T—?—E
=X3+pX+gq
Avec :
b’
|( X=X+§
[
i p_c _g
L o c'b b'? b3
1= -5 ~"5"%

Partie B : Etude des solutions
1) On pose
foqix P x> +px+q
On sait que f, 4 est continue sur R car ¢’est une fonction polynomiale, de plus :

b 4

. 3 _ : 3 S —
lim x +px+q—x_l)1€r>r<100x (1+x2+x3

X—EX00
On en déduit donc que f change de signe sur R. On applique alors le TVIetona:
Ja € R, tel que f, q(a) =0
2) On sait que f 4 est dérivable sur R car ¢’est un polynéme. De plus on a :

VX ER, f,(x) =3x*+p

)=eooavecez=1

1*cas:p >0

Alors la fonction est strictement croissante, et d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires (appelé
aussi le théoreme de la bijection), f, 4 réalise une bijection de R dans R (d’aprés la question B.1). Donc on a unicité
de f, 4(x) =0

On a bien :
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4p3 + 279> >0
2ime cas:p < 0
On a alors :

Vx ER, fqa(x) =3x*+p
On a donc le tableau de variations suivant :

=i VT~
IR
fpa _OO/ T~ /+OO

On doit donc regarder le signe de fp q ’?p et fp q / . On a unicité de la solution si et seulement si :

!qu< >>00U!fp,q<— %p)<o
PR

(1) (2)
On en déduit donc que I’on a unicité de la solution si et seulement si :

(Bl

On en déduit donc que :
_p _p 2, 4 5 3 2
foq | — 3 X fp.q =3 >0&¢q +ﬁp >0 4p° +27q° >0
Remarque : On peut illustrer le cas (1) et (2) a I’aide d’une courbe :

Cas 1
Dans le cas (1), les deux extrema locaux sont positifs !

j{fplq <_ _%”) . e[
e ()70 ﬁ\
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Cas2:

. ; P
Dans le cas (2), les deux extrema locaux sont négatifs ! s /m P \/j

Partie C : Un changement de variable a I’aide de deux variables !
1)Ona:

XBHpx+qg=0 u+v)+plu+v)+q=0
Sud+3utv+3uv?+v3+pu+tv)+qg=0
sud+v3+3uwu+v)+plu+v)+q=0

sSud+v3+w+v)Bur+p)+qg=0
2) On cherche a résoudre :
u+v=ux(L,)
{3uv +p=0(Ly)
On voit que :
(Lz):>uv=—§¢0

Onadoncuv # 0doncu #0etv#0
On a alors :

{ ut+v=x @{u+v=px
3 =0 =——
uv +p u 3w
On remplace 1’expression obtenue dans (L,) dans (L) :

u—%=x<=)u2—xu—§=0
Ona:

A=x2+fp
3

On en déduit que I’équation u? — xu — g = (0 admet deux solutions si et seulement si :

x> 2 /—g oux < —2 /—g

On sait que 1’on est dans le cas ou (Ep,q) admet une unique solution sur R. On est donc dans le cas (1) ou le cas (2).

1¢" cas : Nous sommes dans le cas (1) : x < — /—§

Ona:
o [_P\_8 [P_ _p
f’”"’( N 3)‘3\] 3 2r m3t4
2p [ p, p
BE 3+q_f”’q<x/ 3

fp,q< —2) >0

p
<—2-F
x 3

Or on sait que :

On en déduit donc que :

On adonc A > 0.
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2iéme ¢as : Nous sommes dans le cas (1) : x > /—g
Ona:
p B 8p 1% p
fp,q(2\} §>_ 3 3+2p 3+q
2
Or on sait que :

On en déduit donc que :
p
>2 [—=
SR

—xu — g = 0 admet deux solutions distinctes, donc deux valeurs de u. On

On adonc A > 0.

On en déduit donc que 1’équation u?

trouve ensuite les deux valeurs de v en utilisant 3uv + p = 0.
Remarque : On peut illustrer cela sur un exemple. On pose :
(Es—q) i x> +3x—4=0
Evidemment x = 1 est ’'unique racine, et elle est évidente. Ici nous ne cherchons pas a résoudre I’équation mais bien
a illustrer les deux couples solutions du systéme :

{ ut+v=1
3ur+3=0
On a alors :
Couple (u,v) solution du systéme
AR Jur+3=10
3)Ona:
3 3 p3 P3
ut vt =— u—— w2+ qui—-=—==0
wW+vi+qg=0 1 2703 _ W)™+ qu =57
_ p> < 3 =< 3
Buv+p=0 v3=——— p p
27u3 27u3

3
< ud et v3 sont solutions de X? + qX — % = 0 (par symétrie de u> et v3)

4) On résout :

p3

X2 +qgX—=—==
+q >7 0
Ona
., 4p®  27q% + 4p® o . .
A=q”+ o7 =TT > 0 (car unicité de la solution, cf partie B)
On a donc :
, 2 3 , 2 3
X’ +gX—-—==0X= ouX =

27 2 2
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Partie D : Et avec plusieurs solutions ?
1) Il suffit de reprendre les solutions :

2 3 2 3
27q +4p g+ 27q- + 4p
27
On a alors :
10 10
w=-3-——=V-1louu®*=-3+—v-1
3V3 3V3
Comme u et v jouent des roles symétriques, on peut résoudre :
10
3 _
uw=-3-———=v-1
3V3
2) On pose :
u=a+bv-1
On a alors :
3
ud = (a+bvV-1) =a®+3a*bV-1-3ab? — b3V—1 = a® — 3ab? + (3a*b — b3)V-1
On veut :
10
ud=-3-———=v-1
3V3
On identifie d’apres 1’égalité :
10
a® —3ab? + (3a*b — b3)V-1=-3 - —+/-1
3v3
On a donc :
a® —3ab? = -3
10
3a’h — b3 = ———
33

Remarque : Il faut bien étre conscient ici que I’on cherche des solutions. Nous n’avons encore aucun cadre rigoureux
(comme par exemple deux nombres complexes sont égaux si et seulement si leur partie réelle et leur partie imaginaire
sont égales...). Nous cherchons !

3) On pose y = v/3b. On a alors :
a® —3ab? = -3 a®>—ay?=-3 s
3a%h — b3 = — 10 & {3a% ¥° 10 (:){

3V3 V3 33 33

a® —ay?=-3 a(a—y)(a+y)=-3
{9x2y—y3 =-10 {y(3x—y)(3x+y) =-10
Pour avoir des solutions enti¢res, on sait que 3 n’a que deux diviseurs positifs, 1 et 3. Ainsion a:
a(a—y)(a+y)=—-3=a=x1loua=413

9x%y —y3 =-10
4)Ona:

On remarque alors que a = +3 et a = —1 n’ont pas de solutions entieres pour y. On en déduit que a = 1 est I’'unique
possibilité pour a® — ay? = =3 et (a,y) € Z?. On obtient alors y = +2 et on vérifie que seul y = —2 fonctionne.
On a alors :
2 3 10
u=1|1 ——V—l) = -3 -———+-1
( V3 3v3

Nous avons réussi a trouver une racine cubique de u3.

On fait de méme avec :

10
v3=-3+—+—-1
3v3

On trouve alors :

(1 +\/2—§\/—_1>3 =-3 +%\/—_1

Remarque : Cet exemple est la pour vous prouver que méme si I’on se permet d’écrire des racines négatives, les
solutions en sont difficiles et trouver la racine cubique d’un nombre est ardu ! Nous n’avons ici trouvé qu'une seule
des trois solutions ! Je vous donne les deux autres dans la question 5.



5) 1l suffit de calculer en utilisant le fait que (\/ —1)2 =-1

6)Iciona:
23
7 7 7X1—Tv—1 ) 23 :
u=—= = — —_—_— = —_ /=
3v 3 4 3
3x<1+23£\/—1> l1+3
3 3
7 7 7—%\/—1 V3 :
u=—= f _- —— — j—
3v 3 3 3 9,1 2
3x<—7+%\/—1> iT12
1 5vV3
7 7 3t V-1 1 53
““%TT /1 sn3 =3 1,3 "3t V!
3X<§_T"_1> 1712
7)Ona:
u+tv=2ouu+v=-3ouut+v=1
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On remarque que les parties imaginaires sont toujours opposées et donc s’annule. Et donc a la fin nous retrouvons

nos trois racines réelles !

05 25 3 35
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