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DM n°2 

 

Exercice 1 : Les fonctions trigonométriques réciproques 

Dans tout cet exercice on pose :  

𝑓: 𝑥 ↦ 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠[𝑐𝑜𝑠(𝑥)] +
1

2
𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠[𝑐𝑜𝑠(2𝑥)] 

1) Démontrer que l’ensemble de définition de 𝑓 est ℝ. 

2) a) Déterminer la valeur de 𝑓(0) en justifiant. 

b) Soit 𝑘 ∈ ℤ. Déterminer la valeur de 𝑓((2𝑘 + 1)𝜋). 

3) Démontrer que 𝑓 est paire. 

4) Montrer que 𝑓 est 2𝜋 −pédiodique. 

5) Tracer le graphe de 𝑓 sur [−4𝜋; 4𝜋].  

(Indication : On pourra distinguer deux cas : [0;
𝜋

2
] , [

𝜋

2
; 𝜋]) 

 

Exercice 2 : Limite d’une somme 

Le but de cet exercice est de calculer :  

lim
𝑛→+∞

∑ arctan (
1

1 + 𝑘 + 𝑘2
)

𝑛

𝑘=0

   

Dans toute la suite de cet exercice, on pose :  

𝑓(𝑥) = arctan (
1

1 + 𝑥 + 𝑥2
) 

1) Déterminer l’ensemble de définition de 𝑓. 

2) En déduire que :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
1

1 + 𝑥 + 𝑥2
) = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥 + 1) − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) 

3) Démontrer que :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑆𝑛 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑛 + 1) 

4) Déterminer la limite de 𝑆𝑛 en +∞. 

 

 

Problème : Les démos des croissances comparées 

 

Le but de ce problème est de démontrer les théorèmes de limite sur les croissances comparées : ∀ (α, β) ∈ ]0; +∞[2 ∶ 

(1) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

[𝑙𝑛(𝑥)]𝛼

𝑥𝛽
= 0     (2) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0
𝑥𝛽|𝑙𝑛(𝑥)|𝛼 = 0       (3) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞

(𝑒𝑥)𝛼

𝑥𝛽
= +∞     (4)   𝑙𝑖𝑚

𝑥→−∞
|𝑥|𝛽(𝑒𝑥)𝛼 = 0  

Partie A : Démontrons le (1) 

On pose :  

𝑓: {

]0; +∞[→ ℝ

𝑥 ⟼
𝑙𝑛(𝑥)

𝑥

 

1) Démontrer que :  

∀ 𝑥 > 1, 0 ≤ 𝑓(𝑥) ≤
2

√𝑥
 

2) En déduire :  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 

3) Démontrer que :  

∀ (𝛼, 𝛽) ∈ ]0; +∞[2,
[𝑙𝑛(𝑥)]𝛼

𝑥𝛽
= (

𝛼

𝛽
)

𝛼

𝑓 (𝑥
𝛽
𝛼)

𝛼

 

4) En déduire que :  

∀ (𝛼, 𝛽) ∈ ]0; +∞[2, 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

[𝑙𝑛(𝑥)]𝛼

𝑥𝛽
= 0 

Partie B : Les autres 
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1)  Effectuer le changement de variable :  

𝑋 =
1

𝑥
 

Puis déduisez-en le 2.  

2) On pose :  

𝑔𝛼,𝛽 ∶ {

]0; +∞[→ ℝ

𝑥 ⟼
(𝑒𝑥)𝛼

𝑥𝛽

 

a) Déterminer la fonction hα,β telle que : 

∀ 𝑥 > 0, 𝑔𝛼,𝛽(𝑥) = 𝑒ℎ𝛼,𝛽(𝑥) 

b) Par composée de limite, déterminer :  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(𝑒𝑥)𝛼

𝑥𝛽
 

3) Avec un changement de variable judicieux, déterminer :  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

|𝑥|𝛽(𝑒𝑥)𝛼  

 


