TD 6 : Nombres complexes
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Partie A : Utilisation de I’écriture z =x+iy

Exercice A.1: A quelle condition Z = z? + 2z + 1 — 3i est-il un réel ?

Exercice A.2 : Déterminer I’ensemble des points dont 1’affixe vérifie :
zZ+z+z—-1=0

Partie B : Utilisation du conjugué pour la division des nombres complexes et propriétés du conjugué

Exercices B.1 : Déterminer la partie réelle et imaginaire des nombres complexes suivants :

a)z=(1-3i)(5+ 20 b)z=ii_ Az=02+0)? d)z=

5—-2i

Exercice B.2 : a) Soit z un nombre complexe différent de 1+i. En posant z = x+iy, déterminer la partie réelle et la

partie imaginaire du nombre complexe :

7 - z — 21
Tz—1-1i

b) Déterminer I"ensemble (I') des points M d affixes z tels que Z soit un réel et 1’ensemble (E) des points M tels que Z

soit un imaginaire pur.
¢) Déterminer Z en fonction de z puis retrouver le résultat de la question b).
d) Déterminer 1"ensemble des nombres complexes tel que Z? soit un réel.

Exercice B.3 : Résoudre le systéme suivant :
{iZ—2W=—4+3i
2Zw+27z=3

Exercice B.4 : Démontrer que pour tout nombre complexe du plan :

@™ = (2"

Partie C : Module d’un nombre complexe

Exercice C.1 : Démontrer que :
|z| <1 = Re(z?2+4z+3)=0

Exercice C.2 : Démontrer que :

: 2 flul=vl=1__ ¥tV
V(u,v)EC,{ uv # —1 _>1+uve
b) La réciproque est-elle vraie ?
Exercice C.3 : Démontrer que :
lal =1 a—b
v(u;v)E(CZ,dbqtl,{ ou (:)| —| =

Exercice C.4 : On pose a€ C, tel que |a] < 1. On pose alors la transformation suivante :

«:\{1} C
-t >
. a
fa: —a
H
d 1—az

1) Démontrer que :
vze(lzl=1=|f,(2)|=1
2) Démontrer que la réciproque est vraie.



3) On définit :
U={z€eC|z| =1}

U-0U
gl 72

On pose alors :

Z =

1—-az
(on dit que g, est la restriction de f, sur U, noté aussi : f,|y)
Déterminer alors g3 1.

Exercice C.5 : Soit ABCD un parallélogramme. Démontrer que :
AC? + BD? = AB? + BC? + CD? + DA?

Exercice C.6 : Déterminer I’ensemble des points du plan d’affixe z tel que :

a)lz| =1 b)|z| <3 A)lz+2-3i|l=2 d)|z+2i|=|z—3—1i

Exercice C.7 : Démontrer que :
Vi;b) €C* 1+ [1—ab| <A +]a—1D((1+|b—1])

Exercice C.8 : 1) Démontrer que :
V(a; b) € C?,|a| + |b| < |a + b| + |a — b|

2) Etudiez les cas d’égalités.

Exercice C.9 : Démontrer que :
V(a;b;c) €C3|1+al+|b+al+|c+b|+]c|]=>1

Exercice C.10 : Démontrer que :
V(215 520) €CM |2y + o + 2| S |zq| + - + |24

n n
Sraf =S
i=1

Autrement noté :

V (z4; ...;2) € C",
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i=1
Partie D : Avec la forme exponentielle

Exercice D.1 : Ecrire cos3(x) en fonction de cos(3x), cos(2x), cos(x) et 1. Faire de méme avec sin3(x) en

fonction de sin(3x), sin(2x), sin(x) et 1

Exercice D.2 : Ecrire cos(3x) comme une fonction polynéme de cos(x). Faire de méme avec sin(3x) comme une

fonction polyndéme de sin(x).

Exercice D.3 : Soit 9 €] — m; m[. Déterminer la forme algébrique de :

209
A)zg=Q+0De* bz, =(1-20e® )z = 1@_ i
12018 o 1 i3 666
d)ZdZ(\/g—l) e)Zn:(1-|-e ) f)Zfz E_T

Exercice D.4 : Soit x réel. Ecrire les nombres réels suivant sous la forme Acos (x — w) avec A>0 et w € R.
a) f(x) = cos(x) + sin(x) b) g(x) = cos(x) — V3 sin(x) ¢) h(x) = acos (x) + b sin (x)

Exercice D.5 : Calculer :
n

Sp(x) = Z sin(3kx)

k=0
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Exercice D.6 : Soit x réel. Résoudre 1I’équation (lorsqu’elle a un sens) :
n

cos(kx) 0
kz_:_o cosk(x)

Exercice D.7 : Démontrer que :
2n+5

n
VxeERVne N*,Zlcos(kx)l >
k=0

Partie E : Module et argument

Exercice E.1 : Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants :
Q) zg=1+i b)z, =V3—i ¢) z, = (=3 + 30)*°¢

Exercice E.2 : Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants :
1+i V3+2

b) z, = —2i(2 + 2i) €)Z, =———

B D V%= oz

) ) 1+ cos(¥) + isin(6)
_ 9 — 9 =
e)ze=1+e¢ fzp=1-¢ g)zg_l—cos(ﬁ)—isin(e)

a)z, = d)zg = 1+itan(9)

h) zy, = (1 + )"

Exercice E.3 : Pour quelles valeurs de n, le nombre complexe :

=)

Est-il un réel positif ?

Exercice E.4 : Déterminer I’ensemble des points du plan complexe d’affixe z tel que :

T _ 3
1) arg(z) = 3 2)arg(z—1+2i) = -

Exercice E.5 : Ecrire I’écriture complexe de la rotation de centre A(1 ;-2) et d’angle — g

Exercice E.6 : Soient A(2 ;-3), B(5 ;-1) et C(l +2v3;2 - 3\/§). Déterminer une mesure de 1’angle (A_B), A_C))
Exercice E.7 : A quelle condition les points A(a), B(b) et C(c) forment-ils un triangle équilatéral ?
Exercice E.8 : Déterminer les nombres complexes z tels que :

e 1,zetz? forment un triangle rectangle isocéle.
e z,z%etz* sont alignés.

| Partie F : Exponentielle complexe

Exercice F.1 : Résoudre sur C :
De?=i 2)e?=1+iV3 3)e?=3i

| Partie G : Equation sur C

Exercice G.1 : Déterminer les racines carrées des nombres complexes suivants :
Dz=1+6i 2)z=-119+120i

Exercice G.2 : Soit (z,z’) € C2. Soit u une racine carrée de zz’. Démontrer que :
! !
zZ—z

lz| + |Z'| = + +u

Ty
— T Uu
2

Exercice G.3 : Calculer les racines carrée de :
Zap = 4ab + 2(a? — b?)i avec (a; b) € R?
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Exercice G.4 : Résoudre dans C les équations suivantes :
1)z2—-2iz+2—-4i=0

2) Q+Dz2+(B-)z+2-2i=0

Nzt +(B3-60)z2-2(4+3i)=0

4)z?" —2cos(mB)z"+1=00oun€N*etf €R

Exercice G.5 : On pose 1’équation (E) :

(E):2z23 —(3+4i)z2—(4—-7Dz+4+2i=0
1) Montrer que (E) admet une solution réel.
2) En déduire toutes les solutions de (E).

Exercice G.6 : On pose 1’équation (E) :
(E):z224+(1-2D)z>+(1—-i)z—-2i=0

1) Montrer que (E) admet une solution imaginaire pure.

2) En déduire toutes les solutions de (E).

Exercice G.7 : Résoudre le systéme suivant :
{x +y=1+i
xy=2-—1

Exercice G.8 : Démontrer que pour tout x réel distinct de [-1 ;1] (x € R\[—1; 1]), il existe un unique z complexe tel

que .
{x

lz| > 1
Exercice G.9 : Résoudre :

1Nz0%=1
2)z° = -1
Exercice G.10 : Résoudre :
125 1—i
72 =
V3+i

) z+D)"=(C=-1)"
N4z+D*—-(z+1D*=0
2im
Exercice G.11:Onposez=e 7 ,u=z+z? +z* et v =23 + z° + z6.
1) Calculer u+v puis u? en fonction de u et de v.

2) En déduire la valeur de :
S— g (2n> +si (4n) +si (811)
= sin|— sin |~ sin{—

Exercice G.12 : Montrer que :

24: QRk+ D B (n) N (3n) N (511) N (77[) N (9n> 1
k_ocos Tl = cos(7) +cos( 7)) +eos(7)+cos( ) Heos(17) =3

Exercice G.13 : Soient z,, z,, .., Z,, les n racines n-iéme de a (avec |a| = 1). Montrer que les points images de
A+z)" A+ 2z)" ..., (1 + z,)" sont alignés.

Exercice G.14 : Résoudre I’équation sur C :
x+1)°—(x-1°=0



