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Correction DS n°1

Exercice 1 : Une petite étude de fonction|
Dans tout cet exercice on pose :

ex

1+e*

fixe

1) Déterminer I’ensemble de définition de f.
2) Montrer que f n’est ni paire, ni impaire.
3) Déterminer les limites de f en 400 et —oo. Quelles conséquences peut-on en déduire pour
la courbe Cr ?
4)  a) Calculer f'(x) puis tracer le tableau de variations de f.

b) Démontrer que f réalise une bijection de R dans un ensemble a déterminer.

¢) Expliciter f 1.
5) Démontrer que f' est paire.
6) a) Soit g une fonction définie sur R, dérivable et impaire. Montrer que g’ est paire.

b) Démontrer que la réciproque est fausse.
7) Déterminer 1’équation de la tangente, notée (T), a la courbe Cr au point d’abscisse x = 0.
8)  a) Démontrer que :

e* 1 1
1+ex21x+5(:>xSO

b) En déduire la position relative de Cy avec sa tangente (Ty). (C’est-a-dire pour quelle

valeur d’abscisse x la courbe Cy est au-dessus, ou au-dessous, de sa tangente).
9) Démontrer que Cr admet un centre de symétrie dont on donnera les coordonnées.
10) Tracer Cs. On fera apparaitre (Tj) ainsi que ses éventuelles asymptotes.

1) On sait que x = e”* est définie sur R et de plus :
Vx E R,e* >0donce*+1>0donce*+1+#0
Donc Dy = R.

2)Ona:
f@0) = 2 donc f n'est pas impaire

De plusona:

_ e B e~ ! 1
f(l)_1+eetf(_l)_1+e‘1_e+1
On a donc :
FO) = f(-D =15= (=D #0

On en déduit donc que f(1) # f(—1). Donc f n’est pas paire.

3) On sait que :
lim e* =0

X—>—00

On en déduit donc que :
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ex

li =0
xomso 1 + e*

De plusona:
Ve e R e* 1 1
* "1+eX e *(1+e¥) 14e*

On en déduit donc que :
lim —— = lim —— =1
i 1+e* i 14+e*
Donc €y admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 en —o et d’équation y = 1

en +oo.

4)  a)On sait que x = e* est dérivable sur R donc f est dérivable sur R par quotient. De
plusona:

e*(1+ e*) — (e*)? e*
Vx ER, f'(x) = = >0
xER 1) (1 + eX)2 1+ e0)2
Donc f est croissante sur R. On a le tableau de variation suivant :
r | — +00
() +
1
/ /
0
b)Ona:
e feCR)
e f est strictement croissante sur R
lim f(x)=0
X—>—00
lim f(x)=1
X—+00

Les hypothéses du théoréme de la bijection sont vérifiées. On en déduit donc que f réalise
une bijection de R dans ]0; 1[.
¢) Soit y €]0; 1[. On résout :

X

= = X1_ = X =
f(x) A yeer(l-y)=yee =y

De plus on sait que :

cary €]0;1[donc1—y # 0

y
vy €]0; 1[[——>0
y €]0; [1_y>
On en déduit donc que :

Ainsion a:

f‘1:y|—>ln( ) poury €]0; 1]

1-y

5)Ona:
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) B e 1 1 e*
T ER fH(=0) = AI+e )2 e*xle*(e*+DP2 e*(A+e¥)? (1+e¥)?
= f(x)
Ainsi f' est paire.
6) a) Soit g une fonction impaire. On pose h: x = g(x) + g(—x).
On a alors :

Vx ER h(x)=gx)+g(—x) =0

g étant dérivable on a :

VXERK(x) =g () +(=9'(=x)) = g'(x) = g'(=x) = 0
Ainsion a:

VXER g'(—x) = g'(x)
Donc une fonction paire et dérivable donne bien une fonction dérivée impaire.
b) La réciproque est fausse, on peut prendre pour contre-exemple la fonction f

donnée dans I’exercice.

7) On sait que :
1 1

8) a)On pose:

h:x » f(x)— Gx+%)

Onaalors h € D(R) et :

- 1 4e*—(1+e%)? (1-e¥)?
T ER R e I Ty e (re s
On en déduit donc que h est décroissante sur R. Or on a :
h(0) =0

On en déduit donc que :
h(x)20=x<0
On peut résumer cela dans le tableau de variations suivant :

r | =00 [:) 40
f@l -
AN

b) On en déduit donc que Cy est au-dessus de sa tangente sur ]0; +o] et en dessous pour
[0; +ool.

9 Ona:
1
fO) =5

Cela nous invite a poser la fonction g définie par :
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e* 1 2e"—(1+4+e¥) e"-1

14+e* 2 2(1+eX)  2(e¥+1)

1
VX ER g(0) = f(x) -5 =

On a alors :

e*—1  1-—e* )
20 *+1) 2(0+ev) IV
Ainsi la courbe de g est symétrique par rapport au point 0(0; 0).

Vx ER,g(—x) =

Comme Cj s’obtient de C; par translation de vecteur u G, O), on en deduit donc que Cr est

symétrique par rapport a A (%, O).

10) On a la courbe suivante :

-25 =20 -15 =10 -5 Vs 0 5 10 15 20 25 30

£ -1

Exercice 2 : Trois droites concourantes|
Dans cet exercice on pose :

f:xH;pourx>0

Cr représente la courbe de f.
De méme on pose (A) la droite d’équation :
(A):y =x
On trouve parfois « premiére bissectrice » pour nommer (A).

1) Déterminer I’équation de la tangente au point d’abscisse x = 3, notée (T3), puis au point

1 r
X = -, notee (T1).
3 3

2) Montrer que (T3), (T;) et (A) sont concourantes.

3

3) Soit a > 1. Montrer que (T,), (Tl ) et (A) sont concourantes au point d’abscisse x =

2a

= On pose M, le point d’intersection des trois droites.

4) Déterminer I’ensemble géométrique formé par les points M, pour a > 1, noté (I') :
(I') = {M, tel que a €]1; +oo[}
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I)Ona:

1 1 1
Ty =fRx-D+f@) =-5(x-)+3=—gx+3

De méme on a :

(Tl):y=—9x+6
3

2) On résout :

! +2 9x + 6 + 6 81x + 54 < 80 48 8 _3 0,6
—_— _= — o — = — = = — =
9* T3 x x x x *T80 5
Orona:

1X3+2_ 1+10_9_3_06
953 15 15 15 5

Donc on a : M3(0, 6; 0, 6) qui appartient bien aux trois droites. Ainsi les trois droites sont
concourantes en M.

3) Soit a > 1. On a de méme :

1 2
(Tp):y = —§x+a

<T1> Yy = —a’x + 2a
a

On résout :

1
——=x+—=—-a’x+2a < x(a* - 1) = 2a® - 2a
a a
Or on sait que a > 1 donc a* — 1 # 0. On a donc :
2a(a*—1)  2a

x(a*—1)=2a%-2a=x= i1 i1

Enfinona:
1 2a 2 2 2 2(a*+1—-1 2a
z_ﬁxa2+1+5_5_m_5<a2—+1>_a2+1
Ainsi on en déduit que :

<2a 2a )e(T)n(T)
“Naz+1'a2+1 a %

Comme yy = xj; on en déduit que les trois droites sont concourantes.
Mg Mg

4) 11 suffit d’étudier la fonction suivante sur |1; +oo] :
2a

a?+1

fram
Ona f € D(]1; +oo]) et :
a’? +1—2a? 1—a?
@+D? @t 1)
Or on sait que a > 1 donc 1 — a? < 0. On a donc f décroissante.
De plusona:

Va>1,f"(a) =2
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Ll_r)r}f(a) =1 etal—l>r-|poo a’?+1 - al—1>r-|pooa—+l =0

On a donc le tableau de variations suivant :

a |1 —+o¢

Ja) -
1

™~

On en déduit donc que (T) est le segment ouvert |OA[ avec 0(0;0) et A(1;1).

0

Probleme 1 : La dérivée n-ieme d’une fonction qui dépend de n

Le but de cet exercice est de démontrer par récurrence le résultat suivant :
n

d 1 1
* — (x™ =nl! _ e —
vn € N*,vx > 0, T (x"In(x)) = n! x [ln(x) +1+ 2 + o+ n]

En posant :
fnix P x™In(x) sur]0; +oo[
Cela revient a écrire I’égalité cherchée :

1 1
vn € N, vx > 0, ()™ (x) = n! [1n(x) tltg+t ﬁ]
Soit n € N*. On pose alors la propriété suivante :

1 1
Po Vx> 0,(£)™(x) = nl X [ln(x) Flbodot E] .

Partie A : Echauffement pour n = 1, 2

I)Ona:

fiix = x XIn(x) sur]0;+oo[
Montrer que P; est vraie.
2) Enfin avec :

forx > x? X In(x) sur]0;+oo[
Montrer que P, est vraie.

Partie B : Un petit raccourci de la formule de Leibniz (que nous verrons plus tard !)

Soit g une fonction définie sur un intervalle I de R et indéfiniment dérivable. On pose :
h:x » xg(x) pour x € 1

1) Expliquez pourquoi h est indéfiniment dérivable.

2) Démontrer que :
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n

d
vn € N*’W(h(x)) = K™ (x) = n x g™V (x) + xg™ (x)

3) Démontrer alors par récurrence que la proposition B, est vraie, pour tout n € N*.
(On explicitera clairement les questions précédentes utilisées, sans pour autant les
redémontrer.)

Partie A :
I)Ona:

vx > 0, ()P () = f{(x) =In(x) + x X % =In(x) +1
De plusona:
1
11 % (m(x) + I) —In(x) +1

Ainsi P; est vraie.

2)Ona:
Vx >0, f5(x) = x%In(x)

1
= Vx > 0, f; (x) = 2xIn(x) + x? X o= 2xin(x) + x

1
=>Vx>0,f2”(x)=21n(x)+2x><;+1
=2In(x)+2+1

1
=2(ln(x)+1+—)

2
Ainsi P, est vraie.

Partie B :
1) g est indéfiniment dérivable et x — x est elle aussi indéfiniment dérivable donc par
produit h est indéfiniment dérivable.

2) Soit n € N*. On pose Q,, la proposition suivante :
Q,="Vx ERAM(x) =nx g™ V() +xg™x)"
Méthode 1 : Par récurrence
Initialisation : n =1
Ona:

Vx e R A (x) =gx)+xg9 (x)
De plusona:
Vx ER,1 X g D(x) +xg®(x) = g @) + xg®P(x) = g(x) + xg' (x)
Ainsi Q, est vraie.
Hérédité : Soit n un entier naturel, n = 1. On suppose vraie Q,,. On a donc :

Vx ERA™(x) =nx g™ D(x) +xg™(x)
Cela implique que :

. d
va € RAMD () = (h®) () = 2 (n x g" V@) + 19 ()
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d d
=nX— (g("‘l) (x)) o (xg(”)(x))
= ng™ () + g™ (0 + xg ™V @)
=+ 1)g™x) +xg™V(x)
Donc Q,, est héréditaire.
Conclusion : On conclut d’aprées le principe de récurrence.

Méthode 2 : Par itération du procédé

Ici je préfere conseiller de ne pas 1’utiliser car on vous donne la réponse. Néanmoins je vous
montre la technique (et surtout la maniere de rédiger) car cela peut €tre utile si I’on ne vous
donne pas I’expression a déterminer.

Ona:VxeR:
h(x) = xg(x)
= h'(x) = g(x) + xg'(x)
=h"xX)=9'x)+9'(x) +xg"(x) =29"(x) + xg" (x)
= h"'(x) = 29" (x) + g"(x) + xg""(x) = 39" (x) + xg"" (x) = 3gP(x) + xg® (%)
= h®W(x) =39¥ ) + g®¥ () +xg@(x) = 49®(x) + xg® (x)

= i (enréitérant le procédé)
= h™(x) = ng® P (x) + xg™(x)

Le mieux, si vous n’avez pas I’expression de h™ (x), est de calculer les 4 premiers termes
comme je ’ai fait, puis de dire que 1’on conjecture ’expression de K™, puis on fait une
récurrence.

La c’est parfait !

3)

Initialisation : n = 1

C’est la premicre question de la partie A

Hérédité : Soit n > 1 un entier naturel. On suppose que P, est vraie.

On a alors :

1 1
Vx> 0, (F)M () = it X [ING) + 145 + -+

De plusona:
VX >0, fpp1(x) = 2™ In(x) = x X f,,(x)
On a donc :
n+1 n+1

d d
Vx > O»W(fnﬂ(x)) = W(xfn(x))

n+1 n

d
=X X Tl (fn(x)) +(n+1) FP (fn(x)) (d'apresla question 2 de la partie B)
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Or on sait d’aprés I’hypothese de récurrence que :

d" 1 1
(fn(x)) =n! X [ln(x) +1+-= > + -+ ]
On en déduit donc que

dn+t 1 1 !
T+l (fu(0) = E(dxn (fn(x))> (n' X [ln(x) Lot D e

X

On en déduit donc que :

dn+1 1 1
‘v’x>0d n+1(fn+1(x))—x><—+(n+1)><n'><[ln(x)+1+ + -+ ]

2
Orona:
n+1)!
VnEN*,(n+1)Xn!=(n+1)!etn!=%
On a donc :
dntl (n+1)! 1 1
Vx > O'dxn"'l (fn+1(x)) = Tl—-l-1+ (n+ 1)! <1n(x) + 1 +§+ +E>
1 1 1
1! (1 1 _)
=(n+ )(n(x)+ Fot ot

Donc P, est héréditaire.
Conclusion : On conclut d’apres le principe de récurrence.

|Pr0bléme 2 : La fonction de Lambert\

Soit k € R. L’objet de ce probleme est d’exprimer certaines solutions de 1’équation :

(Ep): ™ ( ) = k,d'inconnue x
Dans la suite, on désigne par f et g les fonctions définies par :
fx) = et g(x) = xe*

In(x)

Partie A : Etude de f

1) Donner le domaine de définition Dy de f.

2) Calculer les limites de f en 0,1 et + oo.

3) Dresser le tableau de variations de f.

4) Justifier que f réalise une bijection de ]1; e] vers un ensemble a déterminer.
5) Discuter en fonction de k du nombre de solutions de I’équation (E}).

Dans toute la suite on note f~1: [e; +o0[—]1; e] la réciproque de f.
Partie B : Fonction W de Lambert

1) Déterminer I’ensemble de définition de g.
2) Démontrer que g réalise une bijection de [—1; +oo[ dans [—e~%; 4oo].
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On pose alors W: [—e™1; +oo[— [—1; +o0] sa bijection réciproque.

W est appelée la fonction de Lambert.

3) A I’aide des variations de g, dressez le tableau de variation de W. On fera apparaitre les
valeurs de W(—e™1), W (0), W (e) et yl_iHloo W (y).

4)  a) Montrer que W est dérivable sur | — e™1; +oo[ puis que :
w(y)

y(1+W())

Vy>—elety#0,W'(y) =
b) Déterminer W'(0).

Partie C : Expression des solutions de (E}) a ’aide de W
Dans cette partie on considere k = e.

1) Soit x > 0. Justifier qu’il existe un unique z € Rtelque x = e
2) Etablir que :

—Z

1

f) =k o g(@) = -1

3) Exprimer une des deux solutions de f(x) = k en fonction de W. On précisera la
solution donnée.

Partie A : Etude de f
1) On sait que Dy, =]0; +00[. De plus on sait que
Inx)=1ex=1
On en déduit donc que :
D; =]0; 1[U]1; +oo]

2) On sait que :
llr(r)l In(x) =— et llm In(x) =
P g
On en déduit donc par quotient que :
X

im =
x~0* In(x)
De méme on a :

1
le In(x) =0~ donc 11 Lt myon: = lim 0o = -
De méme on a :
1

— 0t :
xhj{l In(x) =07 donc h 1+ln(x) x1—>r£1+ln(x)

Enfin on sait que :

= 400

lim = +oo (par croissance comparée)

xX—+00 ln(x)

3) On sait que f est dérivable sur |0; 1] et |1; +oo[ par quotient de fonctions dérivables et :
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In(x) —1

VX>O,X¢1,f’(X)=W

De plus on sait que :
Inx) —1>0<=In(x) >1 < x> e (car x » e* est croissante sur R)
De plus on sait que

e
fle) = nte) ~ ¢
On a donc le tableau suivant :
r |0 1 € +o0
fa| - - ¥
f O\_oo -I—oo\e/—i-oo

4) On sait que f est continue sur |1; e] par quotient de fonctions dérivables. De plus f est
strictement décroissante sur |1; e]. Donc d’apres le théoréme de la bijection, f réalise une
bijection de ]|1; e] dans [e; +oo[ d’apres les limites étudiées précédemment.
5) D’apres le théoréme de la bijection appliqué sur chaque intervalle ]0; 1[, ]1; e] et [e; +oo]
et d’apres les variations établies précédemment on a :
Une unique solutionsik <Qouk=-e
f(x) = k admet aucune solutionsi0 <k<e
deux solutions sik > e

Partie B : Fonction W de Lambert

1) On sait que x = x et x = e” sont définies (continues et dérivables également) donc D, =
R.

2) On sait que g est dérivable sur R par produit et :
Vx ER, g'(x) =e*+xe* = (x+1)e”*
On a donc le tableau de variations suivant :

r =0 -1 4+

g)| - 0+

g | N
1)

On sait que f est continue et strictement croissante sur [—1; +oo[ donc d’apreés le théoréme
de la bijection, on en déduit donc que f réalise une bijection de [—1; +oo[ dans
[—e™1; lim xe* [
X—+00
Or on sait que :

ligrn xe* = +oo (par produit)
xX—+o00
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On en déduit donc que f réalise une bijection de [—1; +oo[ dans [—e™1; +oo].

3) On sait que :
g(-1) =—etdoncW(—e1) =-1
De méme on a :
g(0) =0doncW(0) =0,g9(1) = edonc W(e) =1et enfin:
lim g(x) = +o donc xl_i)rpoo W(x) =+

X—+00
Ona:
r |- +00
+0o0
g
—d=1)
On en déduit donc que :
T | —d-1) +00
+00
4% /
—1

4)  a) On sait que g est dérivable sur [—1; +oo[. De plus on a :
gx) =0 x+De*r=0=x=-1
On en déduit donc que g est dérivable sur [—1; +oo[ et g’ ne s’annule pas sur | — 1; +oo].
Ainsi d’aprés la formule de la dérivée d’une réciproque, on en déduit donc que g~ = W est
dérivable sur ] — e~ 1; +oo[ et :
1

Vy > —e‘1’W’()’) - g’(W(y)) - (W(y) + 1)6W(Y)

On sait de plus que :

w'(0) = =1 (car W(0) = 0)

(W(0) + 1)e?"©
Enfin on sait que :

vy >—e L g(Wy) =w(@)eV® =y
On en déduit donc que :

y
Vy>—e Ly#0,e"® = crW@y)=0y=0
y y WO ( ) y=0)
On en déduit donc que :
1 1 W(y)
Vy>—ely#0,W(y) = = =
W)+ D" i)+ 1)L yA+W(Q))

w(y)
b) W'(0) = 1 démontré a la question précédente.

Partie C : Expression des solutions de (E;) a I’aide de W

1) On pose

h:x »e™™*
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h est définie et dérivable sur R et :
Vx e R h'(x) =—e™*
Deplusona:
lim h(x) =+ et xl—l)rlloo h(x) =0

X——00

On a donc le tableau de variations suivant :

T | —00 +00
+0C

h \

On a donc h continue, strictement décroissante sur R a valeur dans ]0; +oo[. Ainsi d’apres le
théoréeme de la bijection h réalise une bijection de R dans ]0; +oo].
On en déduit donc que :

0

Vx> 0,3'z€e Rtelquex =e™*

Remarque : On peut aussi résoudre x = e™?
Ona:

x=e’eohk)=—2<z=-Inkx) = ln(;)

On en déduit donc que :
Vx> 0,3'z€ Rtelquex =e™*

2) On sait que k = e. Or d’apreés la question précédente, on sait que f(x) = k admet deux
solutions, I’une sur ]1; e], une autre sur [e; +oo[. Ainsion a :
f)=k=>x>1
De plus on sait que :
Vx> 1,31z€ | —oo;0[ tel quex = e™*
On a donc :
X e’

1
f(X)=k@m=k<=>ln(e_z)=k@_zez=k<=>ze =—E=>g(Z)=—

k

3) On veut résoudre

1
g(z) = — avecz <0

On sait que :

1 1
k>e—= T < - (car x » . est décroissante)

1
= 0> —E > —e¢ !
Or on sait que g réalise une bijection de [—1; 0] dans [—e~%; 0] ou la réciproque est W
restreinte sur [—e~1; 0].
On a donc :

1 1
g(z) =— T admet deux solutions dont l'une est donnée par z = W (— E)
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On a donc une solution a f(x) = k avec x qui vérifie :

—In(x) =W (—%)

Ainsion a:



