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DS n°1
PCSI 2025-2026

Nous rappelons ici que la calculatrice est interdite. Un soin tout particulier sera
apporte quant a la rédaction et au soin de la copie. Nous rappelons que les résultats
doivent étre encadrés ou soulignés, et qu 'un trait devra étre tiré entre chaque
question.

Exercice 1 : Une petite étude de fonction

Dans tout cet exercice on pose :
ex
1+e*
1) Déterminer I’ensemble de définition de f.
2) Montrer que f n’est ni paire, ni impaire.
3) Déterminer les limites de f en +oo0 et —oo. Quelles conséquences peut-on en
déduire pour la courbe Cy ?
4)  a) Calculer f'(x) puis tracer le tableau de variations de f.
b) Démontrer que f réalise une bijection de R dans un ensemble a déterminer.
c¢) Déterminer une expression de f 1.
5) Démontrer que f' est paire.
6) a) Soit g une fonction définie sur R, dérivable et impaire. Montrer que g’ est
paire.
b) Démontrer que la réciproque est fausse.
7) Déterminer I’équation de la tangente, notée (T), a la courbe Cf au point d’abscisse

fixe

x = 0.
8) a) Démontrer que :
e* - 1 N 1 <0
— -
T+ex - 4" "2 %=
b) En déduire la position relative de Cr avec sa tangente (Tj). (C’est-a-dire pour

quelle valeur d’abscisse x la courbe Cy est au-dessus, ou au-dessous, de sa tangente).
9) Démontrer que Cr admet un centre de symetrie dont on donnera les coordonnees.
10) Tracer Cr. On fera apparaitre (T,) ainsi que ses éventuelles asymptotes.
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Exercice 2 : Trois droites concourantes
Dans cet exercice on pose :

fix H; pour x > 0

Cr représente la courbe de f.
De méme on pose (A) la droite d’équation :
(B):y =x
On trouve parfois « premiére bissectrice » pour nommer (A).
1) Déterminer 1’équation de la tangente au point d’abscisse x = 3, notée (T5), puis au
point x = g, notée <T1>.

3

2) Montrer que (T53), <T3> et (A) sont concourantes.
3

3) Soit a > 1. Montrer que (T,), <T1) et (A) sont concourantes au point d’abscisse

X = 1122. On pose M, le point d’intersection des trois droites.

4) Déterminer I’ensemble géométrique formé par les points M, pour a > 1, noté (T') :
(I = {M, tel que a €]1; +oo[}

Probléme 1 : La dérivée n-ieme d’une fonction qui dépend de n

Le but de cet exercice est de démontrer par récurrence le résultat suivant :
n

d 1 1
vn € N, vx > 0,—— (x"In(x)) = n! X [ln(x) +1+-+- +—l
dx™ 2 n

En posant :
fnix = x™In(x) sur]0; +oof
Cela revient a écrire 1’égalité cherchée :

1 1
vn € N5 Vx > 0, (£)® () = n! x [m(x) Flbot E]

Soit n € N*. On pose alors la propriété suivante :
1 1
P, "Vx > 0, (f)™(x) = n! x lln(x) +1+ St E] X
Partie A : Echauffement pourn = 0,1, 2
1)Ona:

fiix = x XIn(x) sur]0;+oo|
Montrer que P; est vraie.
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2) Enfin avec :
foix > x? X In(x) sur]0;+oo]
Montrer que P, est vraie.

Partie B : Un petit raccourci de la formule de Leibniz (que nous verrons plus
tard!)

Soit g une fonction définie sur un intervalle I de R et indéfiniment dérivable. On
pose :

h:x » xg(x) pour x € I
1) Expliquez pourquoi h est indéfiniment dérivable.

2) Démontrer que :
n

d
vn € N*,W(h(x)) = h(n)(x) =nX g(n—l)(x) + xg(n)(x)

3) Démontrer alors par récurrence que la proposition P, est vraie, pour tout n € N*,
(On explicitera clairement les questions précédentes utilisées, sans pour autant les
redemontrer.)

ATTENTION : Entre les propositions P, et P, 1, les fonctions f,, et f,,,, ne sont pas
les mémes ! Mais il y a un lien fort entre les deux...

Probléme 2 : La fonction de Lambert

Soit k € R. L’ objet de ce probleme est d’exprimer certaines solutions de 1’équation :

X
(Ep): In(x)

Dans la suite, on désigne par f et g les fonctions définies par :

X
fl) =1 )

= k,d'inconnue x

et g(x) = xe*

Partie A : Etude de f

1) Donner le domaine de définition Dy de f.

2) Calculer les limites de f en 0,1 et + oo.

3) Dresser le tableau de variations de f.

4) Justifier que f réalise une bijection de ]1; e] vers un ensemble a déterminer.
5) Discuter en fonction de k du nombre de solutions de 1’équation (E}).

Dans toute la suite on note f ~1: [e; +o0[—]1; e] la réciproque de f.
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Partie B : Fonction W de Lambert

1) Déterminer 1’ensemble de définition de g.

2) Démontrer que g réalise une bijection de [—1; +oo[ dans [—e™1; +oo].
On pose alors W:[—e™1; +00[— [—1; +00] sa bijection réciproque.

W est appelée la fonction de Lambert.

3) A l’aide des variations de g, dressez le tableau de variation de W. On fera
apparaitre les valeurs de W (—e™1), W(0), W (e) et yl—iHloo W(y).

4)  a) Montrer que W est dérivable sur | — e~1; +oo[ puis que :
W)

Vy>—elety#0,W'(y) =
y(1+w(@))

b) Déterminer W' (0).

Partie C : Expression des solutions de (E;) a I’aide de W
Dans cette partie on considere k > e.
1) Soit x > 0. Justifier qu’il existe un unique z € R tel que x = e~ %,
2) Etablir que :
1

fo) =k o g2 =—7

3) Exprimer une des deux solutions de f(x) = k en fonction de W. On précisera la
solution donnée.



