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Correction DM n°2

|Exercice 1 : Les fonctions trigonométriques réciproques|
Dans tout cet exercice on pose :

fix » arccos[cos(x)] + %arccos[cos(Zx)]

1) a) Déterminer la valeur de f(0) en justifiant.

b) Soit k € Z. Déterminer la valeur de f((Zk + 1)7r).
2) Démontrer que I’ensemble de définition de f est R.
3) Démontrer que f est paire.

4) Montrer que f est 2w —pédiodique.

5) Tracer le graphe de f sur [—4m; 47].

(Indication : On pourra distinguer deux cas : [O ; g] , E ; n])

1) a) f(0) = arccos(cos(0)) + %arccos(cos(O)) = garccos(l) =0
b)Ona:

vk € Z, f((2k + 1)) = arccos(cos((2k + D)) +% arccos [cos (2((2k + 1)n))]

= arccos(—1) + %arccos(l)
=7
2) On sait que :
Darccos = [—1; 1] et Vx € R, cos(x) € [—1; 1].
On en déduit donc que D¢ = R.
3)Ona:

Vx € R, f(—x) = arccos[cos(—x)] + %arccos[cos(Z(—x)] = arccos[cos(x)] + %arccos[cos(Zx)] = f(x)

Donc f est paire.
4)Ona:

1 1
Vx € R, f(x + 2m) = arccos[cos(x + 2m)] + Earccos[cos(Z (x + 2m)] = arccos[cos(x)] + Earccos[cos(Zx)]

Car cos est 21 —périodique.
On en déduit donc que f est 2 —périodique.
5) Il suffit d’étudier f sur [0; t] puis de la prolonger sur [—1t; Tt] par parité puis sur [—4; 41| par périodicité.
Ona:
T
Vx € [0;5],2x € [0; 7]
De plus on sait que :
Vx € [0; ], arccos(cos(x)) = x
On en déduit donc que :
Vx € [0; g] ,f(x) = arccos[cos(x)] + %arccos[cos(Zx)] =x+ % X 2x = 2x
De plus on sait que :
Vx € [g;n],Zx € [m; 2]
De plus on sait que :
Vx € [m; 21],cos(x) = cos(m+ a) = cos(m —a) aveca =x — 1
Deplusona:
Vx € [m; 2], x — m € [0; ]
On en déduit donc que :
Vx € [m; 21], arccos(cos(x)) = arccos(cos(m—a)) =m—a=nm—(x—m) =21 — x
On en déduit donc que :

Vx € [g, n] ,f(x) = arccos[cos(x)] + %arccos[cos(Zx)] =x+ % Qr-2x)=m
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On a donc le graphe de f sur [0; ] :

Par parité on a :

Enfin on prolonge par périodicité :

T -Tmi2 -3m -5ml2 -2 -3m/2 - -T2 o ™2 hu 3mi2 g &2 am Tmi2 4

|Exercice 2 : Limite d’une somme|

Le but de cet exercice est de calculer :
n

) 1
lim arctan (—)

n—-+co 1+k+k?
k=0

Dans toute la suite de cet exercice, on pose :

flx) = arctan(

1) Déterminer 1’ensemble de définition de f.
2) En déduire que :

1+x+x2>

1

Vx € R,arctan (—
1+x+x2

) = arctan(x + 1) — arctan(x)

3) Démontrer que :
vn €N, S,, = arctan(n + 1)
4) Déterminer la limite de S;, en +oo.

1) On sait que arctan est définie sur R. On en déduit donc que :
Dy ={x€R1+x+x*+0}
Orona:

12 3 3
Vx ER,1 2=< —) ->->0
X +x+x x+2 +4 1

On en déduit donc que Dy = R.
2) On sait que :

Vx € R, tan’(x) = 1 + tan?(x)
On en déduit donc que :
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1 1

Vx € R, arctan’(x) = =
) 1+ tanz(arctan(x)) 1+ x?

3) On pose pour tout X positif :

Vx=>0,g(x) = arctan( ) — arctan(x + 1) + arctan(x)

x2+x+1
g € D(R) par composé de fonctions dérivables et :
Vi > 0,502) = 2041 1 1 L1
FERI T T e a+ 1) 14— 1 1+1+x)? 1+x?
(14 x+ x?)?
B —2x—1 +—1—x2+1+(1+x)2
T 14+ (2 +x+1D2 0 A +x)(A+ (1 +x)32)
—2x—1 2x+1

B 1+(x2+x+1)2+(1+x2)(1+(1+x)2)
Orona:
VxER, 1+ (x> +x+1)%2=2+2x+3x% +2x3 + x*

De méme on a :

A+x)A+A+0)) =0 +x2)Q2+2x+x%) =2+ 2x + 3x? + 2x3 + x*
On en déduit donc que :

Vx>0,9'(x)=0
Donc la fonction g est constante sur R*.
Orona:
f(0) = arctan(1) — arctan(1) + arctan(0) = 0

On en déduit donc que :
1

Vx = 0,arctan <—
X2 +x+1

) = arctan(x + 1) — arctan(x)
b)Ona:

n

n
1
vneN,S, = Z arctan (m) = kZ:O(arctan(k + 1) — arctan(k))

= arctan(n + 1) — arctan(0) (par télescopage)
= arctan(n + 1)
On en déduit donc que :

lim S. ==~
Nt T 2

Probléme 1 : Les croissances comparées

Le but de ce probléme est de démontrer les théorémes de limite sur les croissances comparées : V (a, B) € ]0; +o0[? :
_ [Inx)]* (eM)
(1) lim 5

=0 (2 lim xP|Inx)|* =0 (3)Xlim =400 (4) Xlirpm|x|ﬁ(eX)“ =0

x—+0 X >+ xP
Partie A : Démontrons le (1)
On pose :
10; +oo[—> R
f: In(x)
X —
x
1) Démontrer que :
2
Vx>10<Zf(x) <—
f) N
2) En déduire :
lim f(x)
X—+ 00

3) Démontrer que :
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a

v (@,B) €10; +°°[2'[ln,(c—)/?]a = (E>af<x§>

B
4) En déduire que :
[in(x)]”
. 2 iy ML
V(@ ) €10 +oof?, lim =T =0
Partie B : Les autres
1) Effectuer le changement de variable :
1
X=-
x
Puis déduisez-en le 2.
2) On pose :
10; +o[-> R
Gap (ex)a
X —>
xP

a) Déterminer la fonction hy g telle que :
Vx>0,9.p(x) = ehas()
b) Par composée de limite, déterminer :
o (eN)”
xl—anoo xP
3) Avec un changement de variable judicieux, déterminer :
xl_t;moolxlﬁ (e

X)C(

Partie A : Démontrons le (1)
1) On sait que :
In(x) >0

Vx>1,{ %> 0

On en déduit donc que :

In(x
VX>1,%ZO

De plus on doit montrer que :
1 2
nG) _ 2
x CVx

Vx> 1,

On pose :
g:x - In(x) — 2vx
On sait que g € D(R**) et :

1 1 1—-+x
VX>0’gI(X):;_ﬁ= -

vx>1,g'(x) <0

On en déduit donc que :

Deplusona:

g()=-2<0
On en déduit donc que :
In(x) 2
vx>1,8(x) <0 = Vx> 1,In(x) < 2Vx = Vx> 1, ST
X
On en déduit donc que :
In(x) 2
Vx> 1,0 < < —
Vx
2) On sait que :
o2
mE
On en déduit donc d’apres le théoréme des gendarmes que :
lim f(x) =0

X—+00




3)

4) On sait que :

De plus on sait que :

g )

)
B a/ xP
_ [In(x)]*
=3
B B
lim xa = lim ex™® = o0 (carE > 0)
X—+00 X—+00 (04
_ In(X)
Xl—l}Poo X - 0

On en déduit donc par composée que :

On en déduit donc que :

Partie B : Les autres
1)Ona:

On en déduit donc que :

2) a) On sait que :

On en déduit donc que :

b) On sait que :

. : In(x)
i (o= BinCo) = tim x(a—p2) = o

3) On sait que :

; Braxyot — i _VIB(a—X)*
Xl—1>I—noo|X| (e) Xl—1>I-II-loo| Xl (e )

[0d

B
lim f(xa> =0
X—+00

[In(x)]*
im =0
X—+ 00 XB

[0d

L nope - [in(g)]

X—+00 XB - X-0t 13 =0
X
1 o
lim M = lim XB(—In(X))* = 0 = lim XP|In(X)|*
X-0* 1B X-0+ X-0*
X
Cok
Vx> 0,8qp(x) = 5 >0

vx > 0,In (g(w(x)) = ax — BIn(x) = hyg(x)

X —1

lim eX = 40
X—+c0

xB

X—>+00 (eX)(l

par composée X—+oo xB

lim —— = 0 (d'aprés la question précédente)
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