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Feuille d’exercices : Calculs algébriques 

 

Partie A : Mettre sous forme de somme 

 

Exercice A.1 : Ecrire les différentes sommes suivantes à l’aide du signe Σ puis les calculer: 

1) S1 = 1 + 3 + 5 + 7 + 9 +⋯+ 2019 

2) S2 = 1 − 2 + 3 − 4 + 5 − 6 + 7 −⋯+ 2017 − 2018 

3) S3 = 1 − 2 + 4 − 8 + 16 − 32 +⋯+ 2
2018 

4) S4 = 1 + 4 + 7 + 10 + 13 + 16 + 19 +⋯+ 301 

 

𝑆1 = ∑(2𝑘 + 1)

1009

𝑘=0

= 2 ∑ 𝑘

1009

𝑘=0

+ ∑ 1

1009

𝑘=0

= 1009 × 1010 + 1010 = 10102 = 1020100 

 

Vérification avec Python :  

 

𝑆2 = ∑(−1)𝑘+1𝑘

2018

𝑘=0

= ∑(2𝑘 + 1)

1008

𝑘=0

− ∑(2𝑘)

1009

𝑘=1

= 2 × ∑ 𝑘

1008

𝑘=0

+ ∑ 1

1008

𝑘=0

− 2 ∑ 𝑘

1009

𝑘=1

= 1009 − 2 × 1009 = −1009 

 

Vérification avec Python :  

 

𝑆3 = ∑(−2)𝑘
2018

𝑘=0

=
(−2)2019 − 1

−2 − 1
=
1

3
+
22019

3
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Vérification avec Python :  

 

 

𝑆4 =∑(3𝑘 + 1)

100

𝑘=0

= 3∑𝑘

100

𝑘=0

+∑1

100

𝑘=0

= 3 × 5050 + 101 = 15251    

 

Vérification avec Python :  

 

 
 

Exercice A.2 : Ecrire les algorithmes suivants à l’aide du signe Σ  puis déterminer la valeur affichée :  

Variable :  S, I et A sont du type nombre 

 

Traitement :  3 ← A 

  A ← S 

  Pour I allant de 1 à 24 

   A+5 ← A 

   S+A ← S 

  Fin POUR 

  Afficher S 

   

On a :  

𝑆 = ∑(5𝑘 + 3)

24

𝑘=0

= 5∑𝑘 + 

24

𝑘=0

∑3

24

𝑘=0

= 5 ×
24 × 25

2
+ 3 × 25 = 1575 

On peut le vérifier avec un programme Python :  

Variable : 

 S, 

I et A sont 

du type 

nombre 
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Variable :  S, I et A sont du type nombre 

 

Traitement :  1 ← A 

  A ← S 

  Pour I allant de 39 à 58 

   2A ← A 

   S+A ← S 

  Fin POUR 

  Afficher S 

 

On pose :  

𝑆 = ∑ 2(𝑘−38)
58

𝑘=38

=∑2𝑘
20

𝑘=0

=
221 − 1

2 − 1
= 221 − 1 

 

On peut le vérifier avec un programme Python : 

 

 
 

 

Exercice A.3 : Déterminer si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses :  

a) ∑(α + ak)

n

k=0

= α +∑ak

n

k=0

 

 

b) ∑akbk

n

k=0

= (∑ak

n

k=0

)(∑bk

n

k=0

) 
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c) ∑(ak)
β

n

k=0

= (∑ak

n

k=0

)

β

 

 

a) 𝐅𝐀𝐔𝐗  
Contre exemple avec n = 1, a0 = 1, a1 = 2 et α = 1 

On a alors :  

∑(𝛼 + 𝑎𝑘)

𝑛

𝑘=0

= 𝛼 + 𝑎0 + 𝛼 + 𝑎1 = 2𝛼 + 𝑎0 + 𝑎1 = 5 

𝛼 +∑𝑎𝑘

𝑛

𝑘=0

= 𝛼 + 𝑎0 + 𝑎1 = 4 

En fait on a :  

∑(𝛼 + 𝑎𝑘)

𝑛

𝑘=0

=∑𝛼

𝑛

𝑘=0

+∑𝑎𝑘

𝑛

𝑘=0

= 𝑛𝛼 +∑𝑎𝑘

𝑛

𝑘=0

 

b) FAUX  

On a le contre-exemple suivant :  

𝑎0 = 𝑎1 = 𝑏1 = 𝑏0 = 1 

On a alors :  

∑𝑎𝑘𝑏𝑘

1

𝑘=0

= 𝑎0𝑏0 + 𝑎1𝑏1 = 2 

(∑𝑎𝑘

1

𝑘=0

)(∑𝑏𝑘

𝑛

𝑘=0

) = (𝑎0 + 𝑎1)(𝑏0 + 𝑏1) = 4 

 

c) FAUX 

Contre exemple avec n = 1, a0 = 1, a1 = 2 et β = 2 

On a alors :  

∑(𝑎𝑘)
𝛽

1

𝑘=0

= (𝑎0)
2 + (𝑎1)

2 = 12 + 22 = 5 

(∑𝑎𝑘

1

𝑘=0

)

𝛽

= (𝑎0 + 𝑎1)
2 = 9 

 

 

Partie B : Calcul de somme par récurrence ou séparation 

 

Exercice B.1 : a) Démontrer que :  

∑𝑘3
𝑛

𝑘=1

=
𝑛2(𝑛 + 1)2

4
 

b) En déduire que :  

∑𝑘3
𝑛

𝑘=1

= (∑𝑘

𝑛

𝑘=1

)

2

 

 

a) On démontre cela par récurrence. On pose :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝒫(𝑛): " ∑ 𝑘3
𝑛

𝑘=1

=
𝑛2(𝑛 + 1)2

4
" 
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Initialisation : Pour n = 1 on a :  

∑𝑘3
1

𝑘=1

= 13 = 1 

12(1 + 1)2

4
=
4

4
= 1 

Donc 𝒫(1) est vraie. 

 

Hérédité : Soit n un entier naturel non nul fixé. On suppose que 𝒫(n) est vraie. On a alors :  

∑k3
n

k=1

=
n2(n + 1)2

4
        (𝐇𝐑𝐧) 

On veut montrer que :  

∑k3
n+1

k=1

= 
(𝑛 + 1)2(𝑛 + 2)2

4
  

On sait que :  

∑k3
n+1

k=1

=∑𝑘3
𝑛

𝑘=1⏟  
𝑯𝑹𝒏

+ (𝑛 + 1)3 

=
𝑛2(𝑛 + 1)2

4
 + (𝑛 + 1)3 

=
(𝑛 + 1)2

4
(𝑛2 + 4(𝑛 + 1)) 

=
(𝑛 + 1)2

4
(𝑛2 + 4𝑛 + 4) 

=
(𝑛 + 1)2

4
(𝑛 + 2)2 

On en déduit donc que si 𝒫(n) est vraie, alors 𝒫(n + 1) aussi. 

Conclusion : 𝒫(1) est vraie et 𝒫(n) est héréditaire donc d’après le principe de récurrence 𝒫(n) est vraie pour tout 

entier naturel n. 

b) On sait que :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, (∑𝑘

𝑛

𝑘=1

)

2

= (
𝑛(𝑛 + 1)

2
)

2

=
𝑛2(𝑛 + 1)2

4
= ∑𝑘3

𝑛

𝑘=1

 

 

Exercice B.2 : On pose la suite :  

{
a0 = 5

an+1 = an + 7
 

a) Déterminer :  

∀ n ∈ ℕ, Sn =∑ak

n

k=0

 

b) Calculer :  

∀ n ∈ ℕ, Qn = ∑ak

2n

k=n

 

 

a) On a :  

{
𝑎0 = 5

𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛 + 7
⟺ ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑎𝑛 = 5 + 7𝑛 

On en déduit donc que :  
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∀ 𝑛 ∈ ℕ, 𝑆𝑛 =∑𝑎𝑘

𝑛

𝑘=0

=∑(5 + 7𝑘)

𝑛

𝑘=0

=∑5

𝑛

𝑘=0

+ 7∑𝑘

𝑛

𝑘=0

= 5(𝑛 + 1) +
7

2
𝑛(𝑛 + 1) 

On a donc :  

∀ 𝑛 ∈ ℕ, 𝑆𝑛 =∑𝑎𝑘

𝑛

𝑘=0

=
7

2
𝑛2 +

17

2
𝑛 + 5 

 

b) De même on a :  

∀ 𝑛 ∈ ℕ,𝑄𝑛 = ∑ 𝑎𝑘

2𝑛

𝑘=𝑛

= ∑(5 + 7𝑘)

2𝑛

𝑘=𝑛

= ∑ 5

2𝑛

𝑘=𝑛

+ 7∑ 𝑘

2𝑛

𝑘=𝑛

= 5(𝑛 + 1) + 7(∑𝑘

2𝑛

𝑘=0

−∑𝑘

𝑛−1

𝑘=0

) 

= 5(𝑛 + 1) + 7(𝑛(2𝑛 + 1) −
(𝑛 − 1)𝑛

2
) 

= 5𝑛 + 5 +
7

2
(3𝑛2 + 3𝑛) 

=
21

2
𝑛2 +

31

2
𝑛 + 5  

On a donc :  

∀ 𝑛 ∈ ℕ,𝑄𝑛 = ∑ 𝑎𝑘

2𝑛

𝑘=𝑛

=
21

2
𝑛2 +

31

2
𝑛 + 5  

Remarque : On peut vérifier ce résultat grâce à un petit programme Python :  

 
 

Exercice B.3 : Une piste d´athlétisme mesure 400m de circonférence. Marc décide de courir 10km sur cette piste. Au 

final, il a mis 33 minutes et 45 secondes. On sait de plus qu´à cause de la fatigue, il court 2 secondes plus lentement à 

chaque tour.  

Combien a t´il mis pour parcourir le premier tour ? 

  

Il faut déjà voir que :  
10000

400
= 25 

Donc Marc a parcouru 25 tours.  

On pose un le temps en seconde mis par Marc pour parcourir le n-ième tour. On a alors :  

∀𝑛 ∈ ⟦1,24⟧, 𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 + 2 

On a donc :  

∀𝑛 ∈ ⟦1,25⟧, 𝑢𝑛 = 𝑢1 + 2(𝑛 − 1)  
De plus on sait que :  

33 minutes et 45 secondes=2025s 

On en déduit donc que :  

∑𝑢𝑘

25

𝑘=1

=∑(𝑢1 + 2(𝑘 − 1))

25

𝑘=1

= 25 × 𝑢1 + 2 × 24 ×
25

2
= 

On en déduit donc que :  
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𝑢1 =
2025 − 12 × 50

25
= 57 

Donc Marc a parcouru le premier tour en 57s. 

Exercice B.4 : Soit n un entier naturel non nul. Calculer :  

Sn =∑(−1)kk

n

k=1

 

 

On peut différencier le cas pair et impair. 

On a :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑆2𝑛 =∑(−1)𝑘𝑘

2𝑛

𝑘=1

=∑(−1)2𝑘(2𝑘)

𝑛

𝑘=1

+∑(−1)2𝑘−1(2𝑘 − 1)

𝑛

𝑘=1

 

= 2∑𝑘

𝑛

𝑘=1

− 2∑𝑘

𝑛

𝑘=1

+∑1

𝑛

𝑘=1

 

= 𝑛 

De même on a :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑆2𝑛−1 = ∑ (−1)𝑘𝑘

2𝑛−1

𝑘=1

= ∑(−1)2𝑘(2𝑘)

𝑛−1

𝑘=1

+∑(−1)2𝑘−1(2𝑘 − 1)

𝑛

𝑘=1

 

= 2∑𝑘

𝑛−1

𝑘=1

− 2∑𝑘

𝑛

𝑘=1

+∑1

𝑛

𝑘=1

 

= 𝑛 − 2𝑛 

= −𝑛 

On en déduit donc que :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑆𝑛 =∑(−1)𝑘𝑘

𝑛

𝑘=1

= (−1)𝑛𝐸 (
𝑛 + 1

2
) = (−1)𝑛 ⌊

𝑛 + 1

2
⌋ 

 

Programme en Python pour vérifier avec les premiers termes 

 

 
 

 

Exercice B.5 : Démontrer que :  

∀ 𝑛 ∈ ℕ,∑ 𝑘!

𝑛

𝑘=0

≤ 2 × 𝑛! 

 

On peut faire une preuve par récurrence. On pose :  

∀𝑛 ∈ ℕ,𝒫(𝑛) = " ∑𝑘!

𝑛

𝑘=0

≤ 2 × 𝑛! " 
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Initialisation : n = 0 

On a :  

∑𝑘!

0

𝑘=0

= 0! = 1 (𝑝𝑎𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑛𝑡𝑖𝑜𝑛) 

2 × 0! = 2 

Donc 𝒫(0) est vraie. 

Hérédité : Soit n un entier naturel fixé. On suppose vraie 𝒫(n). On a alors :  

∑𝑘!

𝑛+1

𝑘=0

=∑𝑘!

𝑛

𝑘=0

+ (𝑛 + 1)! ≤ 2 × 𝑛! + (𝑛 + 1)! 

Or on sait :  

2 × 𝑛! + (𝑛 + 1)! = (𝑛 + 1)! (
2

𝑛 + 1
+ 1) 

De plus on sait que :  

∀𝑛 ∈ ℕ,
2

𝑛 + 1
≤ 1 ⟹ (

2

𝑛 + 1
+ 1) ≤ 2 

On en déduit donc que :  

∑𝑘!

𝑛+1

𝑘=0

≤ 2(𝑛 + 1)! 

Donc si 𝒫(n) est vraie, alors 𝒫(n + 1) aussi. 

Conclusion : 𝒫(0) est vraie et 𝒫(n) est héréditaire donc d’après le principe de récurrence 𝒫(n) est vraie pour tout 

entier naturel n. 

 

Partie C : Décalage d’indice et télescopage 

 

Exercice C.1 : Soit n un entier naturel non nul. On pose :  

𝑆𝑛 =∑
1

𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)

𝑛

𝑘=1

 

a) Déterminer trois réels a, b et c tel que :  

∀ 𝑘 ≥ 1,
1

𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)
=
𝑎

𝑘
+

𝑏

𝑘 + 1
+

𝑐

𝑘 + 2
  

b) En déduire la valeur de Sn. 

  

a) On peut le faire de différentes méthodes :  

Méthode 1 : Par identification 

∀ 𝑘 ≥ 1,
𝑎

𝑘
+

𝑏

𝑘 + 1
+

𝑐

𝑘 + 2
=
𝑎(𝑘 + 1)(𝑘 + 2) + 𝑏𝑘(𝑘 + 2) + 𝑐𝑘(𝑘 + 1)

𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)
 

=
𝑘2(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) + 𝑘(3𝑎 + 2𝑏 + 𝑐) + 2𝑎

𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)
 

On en déduit donc par identification que :  

{
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0
3𝑎 + 2𝑏 + 𝑐 = 0

2𝑎 = 1
⟹

{
 
 

 
 𝑎 =

1

2

2𝑏 + 𝑐 = −
3

2

𝑏 + 𝑐 = −
1

2

⟹

{
 
 

 
 𝑎 =

1

2
𝑏 = −1

𝑐 =
1

2

 

On en déduit donc que :  

∀ 𝑘 ≥ 1,
1

𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)
=
1

2

1

𝑘
−

1

𝑘 + 1
+
1

2

1

𝑘 + 2
 

Méthode 2 : Comme monsieur Huguet en SI 
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1

k(k + 1)(k + 2)
=
a

k
+

b

k + 1
+

c

k + 2
⟹

1

(k + 1)(k + 2)
= a +

bk

k + 1
+

ck

k + 2
⟹
k=0

a =
1

2
 

De même :  

1

k(k + 1)(k + 2)
=
a

k
+

b

k + 1
+

c

k + 2
⟹

1

k(k + 2)
=
a(k + 1)

k
+ b +

c(k + 1)

k + 2
⟹
k=−1

b = −1 

1

k(k + 1)(k + 2)
=
a

k
+

b

k + 1
+

c

k + 2
⟹

1

k(k + 1)
=
a(k + 2)

k
+
b(k + 2)

k + 1
+ c ⟹

k=−2
c =

1

2
 

b) On a :  

∀n ∈ ℕ∗, Sn =∑
1

k(k + 1)(k + 2)

n

k=1

 

=∑(
1

2

1

k
−

1

k + 1
+
1

2

1

k + 2
)

n

k=1

 

=
1

2
∑

1

k

n

k=1

+
1

2
∑

1

k + 2

n

k=1

−∑
1

k + 1

n

k=1

 

=
1

2
(1 +

1

2
+∑

1

k

n

k=3

) +
1

2
(∑

1

k

n

k=3

+
1

n + 1
+

1

n + 2
) − (

1

2
+∑

1

k

n

k=3

+
1

n + 1
) 

=
1

4
+
1

2
×

1

𝑛 + 2
−
1

2
×

1

𝑛 + 1
 

=
1

4
−
1

2
×

1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
 

On en déduit donc que :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗,∑
1

𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)

𝑛

𝑘=1

=
1

4
−
1

2
×

1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
 

 

Programme en Python pour vérifier avec les premiers termes 

 

 
 

 

Exercice C.2 : a) Calculer de deux manières différentes :  

𝑆𝑛 =∑(𝑘 + 1)5
𝑛

𝑘=1

−∑𝑘5
𝑛

𝑘=1

 

b) En déduire la valeur de :  

𝑄𝑛 =∑𝑘4
𝑛

𝑘=1

 

c) Vérifier ce résultat par récurrence.  

 

a) Méthode 1 : Par télescopage 
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On a :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑆𝑛 =∑(𝑘 + 1)5
𝑛

𝑘=1

−∑𝑘5
𝑛

𝑘=1

= (𝑛 + 1)5 − 1 

Méthode 2 : En développant 

∀𝑛 ∈ ℕ∗, ∀𝑘 ∈ ⟦1; 𝑛⟧, (𝑘 + 1)5 = 𝑘5 + 5𝑘4 + 10𝑘3 + 10𝑘2 + 5𝑘 + 1 

On en déduit donc que :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑆𝑛 =∑(𝑘 + 1)5
𝑛

𝑘=1

−∑𝑘5
𝑛

𝑘=1

=∑𝑘5
𝑛

𝑘=1

+ 5∑𝑘4
𝑛

𝑘=1

+ 10∑𝑘3
𝑛

𝑘=1

+ 10∑𝑘2
𝑛

𝑘=1

+ 5∑𝑘

𝑛

𝑘=1

+∑1

𝑛

𝑘=1

−∑𝑘5
𝑛

𝑘=1

 

= 5∑𝑘4
𝑛

𝑘=1

+ 10∑𝑘3
𝑛

𝑘=1

+ 10∑𝑘2
𝑛

𝑘=1

+ 5∑𝑘

𝑛

𝑘=1

+∑1

𝑛

𝑘=1

 

b) On sait d’après le cours et les exercices précédents que :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗,∑ 𝑘3
𝑛

𝑘=1

=
𝑛2(𝑛 + 1)2

4
,∑ 𝑘2
𝑛

𝑘=1

=
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6
,∑ 𝑘

𝑛

𝑘=1

=
𝑛(𝑛 + 1)

2
,∑ 1

𝑛

𝑘=1

= 𝑛  

De plus on sait d’après la question 1 que :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, 5∑ 𝑘4
𝑛

𝑘=1

+ 10∑𝑘3
𝑛

𝑘=1

+ 10∑𝑘2
𝑛

𝑘=1

+ 5∑𝑘

𝑛

𝑘=1

+∑1

𝑛

𝑘=1

= (𝑛 + 1)5 − 1 

On en déduit donc que :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, 5∑ 𝑘4
𝑛

𝑘=1

= (𝑛 + 1)5 −
5

2
× 𝑛2(𝑛 + 1)2 −

5

3
× 𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1) −

5

2
𝑛(𝑛 + 1) − 𝑛 − 1 

= (𝑛 + 1) ((𝑛 + 1)4 −
5

2
𝑛2(𝑛 + 1) −

5

3
𝑛(2𝑛 + 1) −

5

2
𝑛 − 1) 

=
(𝑛 + 1)

6
(6𝑛4 + 24𝑛3 + 36𝑛2 + 24𝑛 + 6 − 15𝑛3 − 15𝑛2 − 20𝑛2 − 10𝑛 − 15𝑛 − 6) 

=
(𝑛 + 1)

6
(6𝑛4 + 9𝑛3 + 𝑛2 − 𝑛) 

On en déduit donc que :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗,∑ 𝑘4
𝑛

𝑘=1

=
(𝑛 + 1)

30
(6𝑛4 + 9𝑛3 + 𝑛2 − 𝑛) 

Remarque : On peut factoriser le polynôme 𝑃(𝑋) = 6𝑋4 + 9𝑋3 + 𝑋2 − 𝑋 

= 𝑋(6𝑋3 + 9𝑋2 + 𝑋 − 1) 

= 𝑋(2𝑋 + 1)(3𝑋3 + 3𝑋 − 1) 
On a donc :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗,∑k4
n

k=1

=
n(n+1)(2n+1)(3n2+3n-1)

30
  

 

c) On raisonne par récurrence. On pose pour un entier naturel n non nul la proposition 𝒫(𝑛) suivante :   

𝒫(n) =∑k4
n

k=1

=
n(n+1)(2n+1)(3n2+3n-1)

30
 

Initialisation : Pour n = 1 on a :  

∑k4
n

k=1

= 14 = 1 

1(1+1)(2×1+1)(3×12+3×1-1)

30
= 1 

Donc 𝒫(1) est vraie. 

 

Hérédité : Soit n un entier naturel n non nul fixé. On suppose que 𝒫(𝑛) est vraie. On a alors :  
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∑k4
n

k=1

=
n(n+1)(2n+1)(3n2+3n-1)

30
        (𝐇𝐑𝐧) 

On veut montrer que :  

∑k4
n+1

k=1

=
(n+1) (n+2)(2n+3)(3n2+9n+5)

30
 

Car on a au rang n :  

u𝐧 =
n(n+1)(2n+1)(3n2+3n-1)

30
 

Donc au range n+1 :  

u𝐧+𝟏 =
(n+1)(n+1+1)(2(n+1)+1)(3(n+1)2+3(n+1)-1)

30
 

On sait que :  

∑k4
n+1

k=1

=∑k4
n

k=1⏟  
𝐇𝐑𝐧

+ (n + 1)4 

=
n(n+1)(2n+1)(3n2+3n-1)

30
+ (n + 1)4 

=
n + 1

30
× [
n(2n + 1)(3n2 + 3n − 1) + 30(n + 1)3

30
] 

=
n + 1

30
× [(2n2 + n)(3n2 + 3n − 1) + 30(n3 + 3n2 + 3n + 1)]  

=
n + 1

30
(6n4 + 39n3 + 91n2 + 89n + 30) 

On calcule à présent :  

(n+2)(2n+3)(3n2+9n+5) = 6n4 + 39n3 + 91n2 + 89n + 30 

On a donc :  

∑k4
n+1

k=1

=
(n+1) (n+2)(2n+3)(3n2+9n+5)

30
 

Donc 𝒫(n + 1) est vraie.  

 

Conclusion : 𝒫(1) est vraie et 𝒫(n) est héréditaire donc d’après le principe de récurrence 𝒫(n) est vraie pour tout 

entier naturel n non nul. 

 

Exercice C.3 : Calculer :  

∑
𝑘

(𝑘 + 1)!

𝑛

𝑘=0

 

 

On peut déterminer le résultat par deux méthodes différentes. 

Méthode 1 : Par télescopage 

On sait que :  

∀𝑘 ∈ ℕ,
𝑘

(𝑘 + 1)!
=
𝑘 + 1 − 1

(𝑘 + 1)!
=
1

𝑘!
−

1

(𝑘 + 1)!
 

On en déduit donc que :  

∑
𝑘

(𝑘 + 1)!

𝑛

𝑘=0

=∑(
1

𝑘!
−

1

(𝑘 + 1)!
)

𝑛

𝑘=0

=
1

1!
−

1

(𝑛 + 1)!
= 1 −

1

(𝑛 + 1)!
(𝑝𝑎𝑟 𝑡é𝑙𝑒𝑠𝑐𝑜𝑝𝑎𝑔𝑒) 

 

Méthode 2 : Par récurrence 

On pose :  
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∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑆𝑛 =∑
𝑘

(𝑘 + 1)!

𝑛

𝑘=0

  

On peut calculer les premiers termes de la suite :  

𝑆0 =∑
𝑘

(𝑘 + 1)!

0

𝑘=0

= 0, 𝑆1 =∑
𝑘

(𝑘 + 1)!

1

𝑘=0

=
1

2
, 𝑆2 =∑

𝑘

(𝑘 + 1)!

2

𝑘=0

=
5

6
, 𝑆3 =∑

𝑘

(𝑘 + 1)!

3

𝑘=0

=
23

24
 

On peut donc conjecturer que :  

∀𝑛 ∈ ℕ,𝒫(0): "𝑆𝑛 =
(𝑛 + 1)! − 1

(𝑛 + 1)!
= 1 −

1

(𝑛 + 1)!
" 

Démontrons cela par récurrence :  

Initialisation : Pour n = 0 on a :  

𝑆0 =∑
𝑘

(𝑘 + 1)!

0

𝑘=0

= 0 

1 −
1

1!
= 0 

Donc 𝒫(0) est vraie. 

 

Hérédité : Soit n un entier naturel n non nul fixé. On suppose que 𝒫(𝑛) est vraie. On a alors :  

∑
𝑘

(𝑘 + 1)!

𝑛

𝑘=0

= 1 −
1

(𝑛 + 1)!
        (𝑯𝑹𝒏) 

On veut montrer que :  

∑
𝑘

(𝑘 + 1)!

𝑛+1

𝑘=0

= 1 −
1

(𝑛 + 2)!
 

On sait que :  

∑
𝑘

(𝑘 + 1)!

𝑛+1

𝑘=0

=∑
𝑘

(𝑘 + 1)!

𝑛

𝑘=0⏟        
𝑯𝑹𝒏

+
𝑛 + 1

(𝑛 + 2)!
 

= 1 −
1

(𝑛 + 1)!
+

𝑛 + 1

(𝑛 + 2)!
 

= 1 −
𝑛 + 2

(𝑛 + 2)!
+

𝑛 + 1

(𝑛 + 2)!
 

= 1 −
1

(𝑛 + 2)!
 

Donc 𝒫(n + 1) est vraie.  

 

Conclusion : 𝒫(0) est vraie et 𝒫(n) est héréditaire donc d’après le principe de récurrence 𝒫(n) est vraie pour tout 

entier naturel n. 

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑆𝑛 =∑
𝑘

(𝑘 + 1)!

𝑛

𝑘=0

= 1 −
1

(𝑛 + 1)!
  

 

Exercice C.4 : Calculer :  

∑𝑘 × 𝑘!

𝑛

𝑘=0

 

 

On peut déterminer le résultat par deux méthodes différentes. 

 

Méthode 1 : Par télescopage 

On sait que :  

∀𝑘 ∈ ℕ, 𝑘! × 𝑘 = 𝑘! × (𝑘 + 1) − 𝑘! = (𝑘 + 1)! − 𝑘! 
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On en déduit donc que :  

∑𝑘 × 𝑘!

𝑛

𝑘=0

=∑((𝑘 + 1)! − 𝑘!)

𝑛

𝑘=0

= (𝑛 + 1)! − 1! = (𝑛 + 1)! − 1 (𝑝𝑎𝑟 𝑡é𝑙𝑒𝑠𝑐𝑜𝑝𝑎𝑔𝑒) 

 

Méthode 2 : Par récurrence :  

On pose :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑆𝑛 =∑𝑘 × 𝑘!

𝑛

𝑘=0

  

On peut calculer les premiers termes de la suite :  

𝑆0 =∑𝑘 × 𝑘!

0

𝑘=0

= 0, 𝑆1 =∑𝑘 × 𝑘!

1

𝑘=0

= 1, 𝑆2 =∑𝑘 × 𝑘!

2

𝑘=0

= 5, 𝑆3 =∑𝑘 × 𝑘!

3

𝑘=0

= 23 

On peut donc conjecturer que :  

∀𝑛 ∈ ℕ,𝒫(0): "𝑆𝑛 = (𝑛 + 1)! − 1 " 
Démontrons cela par récurrence :  

Initialisation : Pour n = 0 on a :  

𝑆0 =∑𝑘 × 𝑘!

0

𝑘=0

= 0 

1! − 1 = 0 

Donc 𝒫(0) est vraie. 

 

Hérédité : Soit n un entier naturel n non nul fixé. On suppose que 𝒫(n) est vraie. On a alors :  

∑𝑘 × 𝑘!

𝑛

𝑘=0

= (𝑛 + 1)! − 1       (𝑯𝑹𝒏) 

On veut montrer que :  

∑𝑘 × 𝑘!

𝑛+1

𝑘=0

= (𝑛 + 2)! − 1 

On sait que :  

∑𝑘× 𝑘!

𝑛+1

𝑘=0

=∑
𝑘

(𝑘 + 1)!

𝑛

𝑘=0⏟        
𝑯𝑹𝒏

+ (𝑛 + 1)(𝑛 + 1)! 

= (𝑛 + 1)! − 1 + (𝑛 + 1)(𝑛 + 1)! 

= (𝑛 + 1)! × (1 + 𝑛 + 1) − 1 

= (𝑛 + 2)! − 1 

Donc 𝒫(n + 1) est vraie.  

 

Conclusion : 𝒫(0) est vraie et 𝒫(n) est héréditaire donc d’après le principe de récurrence 𝒫(n) est vraie pour tout 

entier naturel n. 

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑆𝑛 =∑𝑘 × 𝑘!

𝑛

𝑘=0

= (𝑛 + 1)! − 1  

 

Partie D : Somme des termes d’une suite géométrique 

 

Exercice D.1 : On pose la suite :  

{
𝑎0 = 5

𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛 × 3
 

a) Déterminer :  
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∀ 𝑛 ∈ ℕ, 𝑆𝑛 =∑𝑎𝑘

𝑛

𝑘=0

 

b) Calculer :  

∀ 𝑛 ∈ ℕ,𝑄𝑛 = ∑ 𝑎𝑘

2𝑛

𝑘=𝑛

 

 

a) On sait que :  

{
𝑎0 = 5

𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛 × 3
⟺ ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑎𝑛 = 5 × 3

𝑛 

On en déduit donc que :  

∀ 𝑛 ∈ ℕ, 𝑆𝑛 =∑𝑎𝑘

𝑛

𝑘=0

=∑5× 3𝑘
𝑛

𝑘=0

= 5 ×∑3𝑘
𝑛

𝑘=0

= 5 ×
3𝑛+1 − 1 

2
 

b) De même on a :  

∀ 𝑛 ∈ ℕ,𝑄𝑛 = ∑ 𝑎𝑘

2𝑛

𝑘=𝑛

= ∑ 5× 3𝑘
2𝑛

𝑘=𝑛

= 5 × 3𝑛 ×∑3𝑘
𝑛

𝑘=0

= 5 × 3𝑛 ×
3𝑛+1 − 1 

2
= 3𝑛 × 𝑆𝑛 

 

Exercice D.2 : Soit q un complexe. Calculer :  

𝑆𝑛 =∑𝑞2𝑘
𝑛

𝑘=0

 

 

On a :  

∀𝑞 ∈ ℂ\{−1; 1},∑ 𝑞2𝑘
𝑛

𝑘=0

=∑(𝑞2)𝑘
𝑛

𝑘=0

=
1 − (𝑞2)𝑛+1

1 − 𝑞2
=
1 − 𝑞2𝑛+2

1 − 𝑞2
=
𝑞2𝑛+2 − 1

𝑞2 − 1
 

De plus on a :  

∑12𝑘
𝑛

𝑘=0

= 𝑛 + 1 = ∑(−1)2𝑘
𝑛

𝑘=0

 

 

Partie E : Somme double 

 

Exercice E.1 : Soit n un entier naturel non nul. Calculer :  

∑ (𝑖 + 𝑗)2

1≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

 

On peut faire un tableau à double entrée :  

𝐢                   j 1 2 3 … 𝐧 − 𝟏 𝐧 

1 (1 + 1)2 (1 + 2)2 (1 + 3)2 … (1 + n − 1)2 (1 + n)2 

2 (1 + 2)2 (2 + 2)2 (3 + 2)2 …   

3    …   

⋮    …   

𝐧 − 𝟏    …   

𝐧 (n + 1)2 (n + 2)2  … (2n − 1)2 (2n)2 

 

En sommant sur les lignes on a :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, ∑ (𝑖 + 𝑗)2

1≤𝑖,𝑗≤𝑛

=∑∑(𝑖2 + 2𝑖𝑗 + 𝑗2)

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1
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=∑(∑𝑖2
𝑛

𝑗=1

+ 2𝑖∑𝑗

𝑛

𝑗=1

+∑𝑗2
𝑛

𝑗=1

)

𝑛

𝑖=1

 

=∑(𝑛𝑖2 + 𝑖𝑛(𝑛 + 1) +
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6
)

𝑛

𝑖=1

 

=
𝑛2(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6
+
𝑛2(𝑛 + 1)2

2
+
𝑛2(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6
 

=
𝑛2(𝑛 + 1)

6
(2(2𝑛 + 1) + 3(𝑛 + 1)) 

=
𝑛2(𝑛 + 1)

6
(7𝑛 + 5) 

∀𝑛 ∈ ℕ∗, ∑ (𝑖 + 𝑗)2

1≤𝑖,𝑗≤𝑛

=
𝑛2(𝑛 + 1)(7𝑛 + 5)

6
 

 

Programme en Python pour vérifier avec les premiers termes 

 

 
 

 

Exercice E.2 : Soit n un entier naturel non nul. Calculer :  

∑ 𝑖𝑗

1≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

 

En sommant sur les lignes on a :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, ∑ 𝑖 × 𝑗

1≤𝑖,𝑗≤𝑛

=∑∑𝑖 × 𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

=∑𝑖∑𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

=
𝑛2(𝑛 + 1)2

4
=∑𝑗3

𝑛

𝑗=1

= (∑𝑗

𝑛

𝑗=1

)

2

  

 

Programme en Python pour vérifier avec les premiers termes 
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Exercice E.3 : Soient n un entier naturel non nul et x complexe. Calculer :  

∑ 𝑥𝑖+𝑗

1≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

 

En sommant sur les lignes on a :  

∀𝑥 ∈ ℂ,∀𝑛 ∈ ℕ∗, ∑ 𝑥𝑖+𝑗

1≤𝑖,𝑗≤𝑛

=∑∑𝑥𝑖+𝑗
𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

=∑𝑥𝑖∑𝑥𝑗
𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 

On différencie les cas. 

1er cas : Si 𝐱 = 𝟏 

On a alors :  

∑ 𝑥𝑖+𝑗

1≤𝑖,𝑗≤𝑛

= ∑ 1

1≤𝑖,𝑗≤𝑛

= 𝑛2 

2ième cas : Si 𝐱 ≠ 𝟏 

 On a alors :  

∑𝑥𝑗
𝑛

𝑗=1

= 𝑥∑𝑥𝑗
𝑛−1

𝑗=0

= 𝑥 ×
𝑥𝑛 − 1

𝑥 − 1
 

On en déduit donc que :  

∀𝑥 ∈ ℂ,∀𝑛 ∈ ℕ∗, ∑ 𝑥𝑖+𝑗

1≤𝑖,𝑗≤𝑛

= 𝑥2 × (
𝑥𝑛 − 1

𝑥 − 1
)

2

 

 

Exercice E.4 : Soit n un entier naturel non nul. Calculer :  

∑ |𝑖 − 𝑗|

1≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

 

On peut faire un tableau à double entrée :  

𝐢                   j 1 2 3 … 𝐧 − 𝟏 𝐧 

1 |1 − 1| = 0 1 2 … n − 2 n − 1 

2 1 0 1 … 𝑛 − 3 𝑛 − 2  
3   ⋱ …   

⋮    ⋱   

𝐧 − 𝟏    … ⋱  

𝐧 𝑛 − 1 n − 2  … 1 0 

 

On peut le faire de deux méthodes. 
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Méthode 1 : De manière « brutale » 

En sommant sur les lignes on a :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, ∑ |𝑖 − 𝑗|

1≤𝑖,𝑗≤𝑛

=∑∑|𝑖 − 𝑗|

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

=∑|1 − 𝑗|

𝑛

𝑗=1

+∑|𝑛 − 𝑗|

𝑛

𝑗=1

+∑(∑|𝑖 − 𝑗|

𝑖−1

𝑗=1

+ ∑ |𝑖 − 𝑗|

𝑛

𝑗=𝑖+1

)

𝑛−1

𝑖=2

 

Or on sait que :  

∑|1 − 𝑗|

𝑛

𝑗=1

=∑(𝑗 − 1)

𝑛

𝑗=2

= ∑ 𝑗

𝑛−1

𝑗=1

=
𝑛(𝑛 − 1)

2
 

De même on a :  

∑|𝑛 − 𝑗|

𝑛

𝑗=1

=∑(𝑛 − 𝑗)

𝑛

𝑗=1

= ∑𝑘

𝑛−1

𝑘=1

=
𝑛(𝑛 − 1)

2
 

On en déduit donc que :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, ∑ |𝑖 − 𝑗|

1≤𝑖,𝑗≤𝑛

= 𝑛(𝑛 − 1) +∑(∑|𝑖 − 𝑗|

𝑖−1

𝑗=1

+ ∑ |𝑖 − 𝑗|

𝑛

𝑗=𝑖+1

)

𝑛−1

𝑖=2

 

= (𝑛 − 1)𝑛 +∑(∑(𝑖 − 𝑗)

𝑖−1

𝑗=1

+ ∑ (𝑗 − 𝑖)

𝑛

𝑗=𝑖+1

)

𝑛−1

𝑖=2

 

= (𝑛 − 1)𝑛 +∑(∑𝑖

𝑖−1

𝑗=1

−∑𝑗

𝑖−1

𝑗=1

+ ∑ 𝑗

𝑛

𝑗=𝑖+1

− ∑ 𝑖

𝑛

𝑗=𝑖+1

)

𝑛−1

𝑖=2

 

= (𝑛 − 1)𝑛 +∑(𝑖(𝑖 − 1) −∑𝑗

𝑖−1

𝑗=1

+∑𝑗

𝑛

𝑗=1

−∑𝑗

𝑖

𝑗=1

− (𝑛 − 𝑖)𝑖)

𝑛−1

𝑖=2

 

= (𝑛 − 1)𝑛 +∑(2𝑖2 − (𝑛 + 1)𝑖 +
𝑛(𝑛 + 1)

2
− (𝑖 − 1)𝑖 − 𝑖)

𝑛−1

𝑖=2

 

= (𝑛 − 1)𝑛 +∑(𝑖2 − (𝑛 + 1)𝑖 +
𝑛(𝑛 + 1)

2
)

𝑛−1

𝑖=2

 

= (𝑛 − 1)𝑛 +
(𝑛 − 1)𝑛(2𝑛 − 1)

6
− 1 − (𝑛 + 1) × (

(𝑛 − 1)𝑛

2
− 1) +

𝑛(𝑛 + 1)

2
(𝑛 − 2) 

= (𝑛 − 1)𝑛 +
(𝑛 − 1)𝑛(2𝑛 − 1)

6
− 1 +

𝑛 + 1

2
(𝑛(𝑛 − 2) − 𝑛2 + 𝑛 + 2) 

= (𝑛 − 1)𝑛 +
(𝑛 − 1)𝑛(2𝑛 − 1)

6
− 1 −

𝑛 + 1

2
(𝑛 − 2) 

=
1

6
(6𝑛2 − 6𝑛 + 2𝑛3 − 3𝑛2 + 𝑛 − 6 − 3(𝑛2 − 𝑛 − 2)) 

=
1

6
(2𝑛3 − 2𝑛) 

=
𝑛(𝑛 + 1)(𝑛 − 1)

3
 

 

Méthode 2 : Par symétrie 

Grâce au tableau qui est symétrique par rapport à la diagonale 𝑖 = 𝑗 on peut écrire que :  

∑ |𝑖 − 𝑗|

1≤𝑖,𝑗≤𝑛

=∑∑|𝑖 − 𝑗|

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

= 2∑∑|𝑖 − 𝑗|

𝑖−1

𝑗=1

𝑛

𝑖=2

 

= 2∑∑(𝑖 − 𝑗)

𝑖−1

𝑗=1

𝑛

𝑖=2
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= 2∑(∑𝑖

𝑖−1

𝑗=1

−∑𝑗

𝑖−1

𝑗=1

)

𝑛

𝑖=2

 

= 2∑(𝑖(𝑖 − 1) −
𝑖(𝑖 − 1)

2
)

𝑛

𝑖=2

 

= 2∑
𝑖2

2

𝑛

𝑖=2

− 2∑
𝑖

2

𝑛

𝑖=2

 

=∑𝑖2
𝑛

𝑖=1

− 1 − (∑𝑖

𝑛

𝑖=1

+ 1) 

=
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6
−
𝑛(𝑛 + 1)

2
 

=
𝑛(𝑛 + 1)

6
(2𝑛 + 1 − 3) 

=
𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 + 1)

3
 

On en déduit donc que :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, ∑ |𝑖 − 𝑗|

1≤𝑖,𝑗≤𝑛

=
𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 + 1)

3
 

 

Programme en Python pour vérifier avec les premiers termes 

 
 

Exercice E.5 : Soit n un entier naturel non nul. Calculer :  

∑
𝑖

𝑗 + 1
0≤𝑖≤𝑗≤𝑛

 

 

On sait que :  

∀𝑛 ∈ ℕ, ∑
𝑖

𝑗 + 1
0≤𝑖≤𝑗≤𝑛

=∑(∑
𝑖

𝑗 + 1

𝑛

𝑗=𝑖

)

𝑛

𝑖=0

=∑𝑖 (∑
1

𝑗 + 1

𝑛

𝑗=𝑖

)

𝑛

𝑖=0

 

On pose :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝐴𝑖 = (∑
1

𝑗 + 1

𝑛

𝑗=𝑖

) 

 

Remarque : On ne sait pas exprimer simplement cette somme !  

 

Il faut donc réécrire cette somme différemment !  
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∀𝑛 ∈ ℕ, ∑
𝑖

𝑗 + 1
0≤𝑖≤𝑗≤𝑛

=∑(∑
𝑖

𝑗 + 1

𝑗

𝑖=0

)

𝑛

𝑗=0

=∑
1

𝑗 + 1
(∑𝑖

𝑗

𝑖=0

)

𝑛

𝑗=0

=∑(
1

𝑗 + 1
×
𝑗(𝑗 + 1)

2
) 

𝑛

𝑗=0

=
1

2
∑𝑗 

𝑛

𝑗=0

=
𝑛(𝑛 + 1)

4
 

 

Partie F : Calcul de produit 

 

Exercice F.1 : Soit n un entier naturel. Calculer :  

𝑃𝑛 =∏2𝑘
𝑛

𝑘=0

 

 

On a :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑃𝑛 =∏2𝑘
𝑛

𝑘=0

= 2∑ 𝑘𝑛
𝑘=0 = 2

𝑛
2
(𝑛+1)  

Exercice F2 : Soit n un entier naturel non nul. Calculer :  

𝑃𝑛 =∏2
1

𝑘(𝑘+1)

𝑛

𝑘=1

 

 

On a :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑃𝑛 =∏2
1

𝑘(𝑘+1)

𝑛

𝑘=1

= 2
∑

1
𝑘(𝑘+1)

𝑛
𝑘=1  

Or on sait que :  

∑
1

𝑘(𝑘 + 1)

𝑛

𝑘=1

=∑(
1

𝑘
−

1

𝑘 + 1
)

𝑛

𝑘=1

= 1 −
1

𝑛 + 1
=

𝑛

𝑛 + 1
 

On en déduit donc que :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑃𝑛 =∏2
1

𝑘(𝑘+1)

𝑛

𝑘=1

= 2
𝑛
𝑛+1 

 

Exercice F3 : Déterminer :  

∀𝑛 ∈ ℕ,∏(2𝑘 + 1)

𝑛

𝑘=0

   

 

On sait que :  

∀𝑛 ∈ ℕ,∏(2𝑘 + 1)

𝑛

𝑘=0

= 1 × 3 × …× (2𝑛 + 1) =
1 × 𝟐 × 3 × 𝟒 ×…× (𝟐𝒏) × (2𝑛 + 1)

𝟐 × 𝟒 × …× (𝟐𝒏)
=
(2𝑛 + 1)!

2𝑛𝑛!
 

On en déduit donc que :  

∀𝑛 ∈ ℕ,∏(2𝑘 + 1)

𝑛

𝑘=0

=
(2𝑛 + 1)!

2𝑛𝑛!
 

 

Exercice F4 : Démontrer que :  

∀ 𝑛 ≥ 1,
1

2√𝑛
≤
1

2
×
3

4
×
5

6
× …×

2𝑛 − 1

2𝑛
≤

1

√2𝑛 + 1
 

 

On doit démontrer deux inégalités. On va prouver les deux par récurrence. 

On pose :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗,
1

2
×
3

4
×
5

6
× …×

2𝑛 − 1

2𝑛
=

(2𝑛)!

22𝑛(𝑛!)2
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On pose les propositions suivantes :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝒫(𝑛) = " 
(2𝑛)!

22𝑛(𝑛!)2
≥

1

2√𝑛
" 

Initialisation : 𝐧 = 𝟏 

On sait que :  

(2𝑛)!

22𝑛(𝑛!)2
=
2

4
=
1

2
≤
1

2
 

La proposition 𝒫(1) est vraie. 

 

Hérédité : Soit n un entier naturel non nul fixé. On suppose vrai 𝒫(n). On a alors :  

(2𝑛)!

22𝑛(𝑛!)2
≥

1

2√𝑛
 

On sait que :  

(2𝑛 + 2)!

22𝑛+2((𝑛 + 1)!)
2 =

(2𝑛)!

22𝑛(𝑛!)2
×
(2𝑛 + 1)(2𝑛 + 2)

4(𝑛 + 1)2
=

(2𝑛)!

22𝑛(𝑛!)2
×
(𝑛 +

1
2)

𝑛 + 1
≥

1

2√𝑛
×
𝑛 +

1
2

𝑛 + 1
 

Montrons que :  

∀𝑛 ≥ 2,
𝑛 +

1
2

𝑛 + 1
≥

2√𝑛

2√𝑛 + 1
 

On sait que :  

∀𝑛 ≥ 2,
𝑛 +

1
2

𝑛 + 1
≥

2√𝑛

2√𝑛 + 1
⟺ 𝑛 +

1

2
≥ √𝑛(𝑛 + 1) 

Or on a :  

(𝑛 +
1

2
)
2

− 𝑛(𝑛 + 1) =
1

4
≥ 0 

On en déduit donc que :  

∀𝑛 ≥ 2,
𝑛 +

1
2

𝑛 + 1
≥

2√𝑛

2√𝑛 + 1
 

On en déduit donc que :  

(2𝑛 + 2)!

22𝑛+2((𝑛 + 1)!)
2 ≥

1

2√𝑛
×
𝑛 +

1
2

𝑛 + 1
≥

1

2√𝑛 + 1
 

Donc 𝒫(n + 1) est vraie.  

Conclusion : 𝒫(1) est vraie et 𝒫(n) est héréditaire donc d’après le principe de récurrence :  

∀𝑛 ≥ 1,
1

2√𝑛
≤
1

2
×
3

4
×
5

6
× …×

2𝑛 − 1

2𝑛
 

De même on pose :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝒬(𝑛) = " 
(2𝑛)!

22𝑛(𝑛!)2
≤

1

√2𝑛 + 1
" 

Initialisation : 𝐧 = 𝟏 

On sait que :  

(2𝑛)!

22𝑛(𝑛!)2
=
2

4
=
1

2
≤
1

√3
 (𝑐𝑎𝑟 2 > √3) 

La proposition 𝒬(1) est vraie. 

 

Hérédité : Soit n un entier naturel non nul fixé. On suppose vrai 𝒫(n). On a alors :  

(2𝑛)!

22𝑛(𝑛!)2
≤

1

√2𝑛
 

On sait que :  
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(2𝑛 + 2)!

22𝑛+2((𝑛 + 1)!)
2 =

(2𝑛)!

22𝑛(𝑛!)2
×
(2𝑛 + 1)(2𝑛 + 2)

4(𝑛 + 1)2
=

(2𝑛)!

22𝑛(𝑛!)2
×
(𝑛 +

1
2
)

𝑛 + 1
≤

1

√2𝑛 + 1
×
𝑛 +

1
2

𝑛 + 1
 

Montrons que :  

∀𝑛 ≥ 2,
𝑛 +

1
2

𝑛 + 1
≤
√2𝑛 + 1

√2𝑛 + 3
 

On sait que :  

∀𝑛 ≥ 2,
𝑛 +

1
2

𝑛 + 1
≤
√2𝑛 + 1

√2𝑛 + 3
⟺ 𝑛 +

1

2
≤ √𝑛 +

1

2
×
𝑛 + 1

√𝑛 +
3
2

⟺ 𝑛 +
1

2
≤
(𝑛 + 1)2

𝑛 +
3
2

 (𝑐𝑎𝑟 𝑥 ↦ √𝑥 𝑒𝑠𝑡 𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑠𝑢𝑟 ℝ+) 

Or on a :  

𝑛 +
1

2
−
𝑛2 + 2𝑛 + 1

𝑛 +
3
2

= −
1

4 (𝑛 +
3
2
)
< 0 

On en déduit donc que :  

∀𝑛 ≥ 2,
𝑛 +

1
2

𝑛 + 1
≤
√2𝑛 + 1

√2𝑛 + 3
 

On en déduit donc que :  

(2𝑛 + 2)!

22𝑛+2((𝑛 + 1)!)
2 ≤

1

√2𝑛 + 1
×
𝑛 +

1
2

𝑛 + 1
≤

1

√2𝑛 + 3
 

Donc 𝒬(n + 1) est vraie.  

Conclusion : 𝒬(1) est vraie et 𝒬(n) est héréditaire donc d’après le principe de récurrence :  

∀𝑛 ≥ 1,
1

2
×
3

4
×
5

6
× …×

2𝑛 − 1

2𝑛
≤

1

√2𝑛 + 1
 

On en déduit donc que :  

∀𝑛 ≥ 1,
1

2√𝑛
≤  
1

2
×
3

4
×
5

6
× …×

2𝑛 − 1

2𝑛
≤

1

√2𝑛 + 1
 

 

Exercice F5 : Soit n un entier naturel non nul.  

a) Calculer :  

𝑃𝑛 =∏𝑘(𝑛 + 1 − 𝑘)

𝑛

𝑘=1

 

b) En déduire que :  

∀ 𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑛! ≤ (
𝑛 + 1

2
)
𝑛

 

 

a) On sait que :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑃𝑛 =∏𝑘(𝑛 + 1 − 𝑘)

𝑛

𝑘=1

= (∏𝑘

𝑛

𝑘=1

) × (∏(𝑛 + 1 − 𝑘)

𝑛

𝑘=1

) = (∏𝑘

𝑛

𝑘=1

)(∏𝑘

𝑛

𝑘=1

) = (𝑛!)2 

b) On pose la fonction :  

𝑓𝑛: {
[1; 𝑛] → ℝ

𝑥 ↦ 𝑥(𝑛 + 1 − 𝑥)
 

On sait que fn ∈ 𝒟(ℝ) car c’est un polynôme et :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓𝑛
′(𝑥) = 𝑛 + 1 − 𝑥 − 𝑥 = −2𝑥 + 𝑛 + 1 

On en déduit les variations de fn :  
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On en déduit donc que :  

∀𝑥 ∈ [1; 𝑛], 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓 (
𝑛 + 1

2
) 

Or on a :  

𝑓 (
𝑛 + 1

2
) = (

𝑛 + 1

2
)
2

 

On en déduit donc que :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑃𝑛 = (𝑛!)
2 =∏𝑘(𝑛 + 1 − 𝑘)

𝑛

𝑘=1

≤ (∏(
𝑛 + 1

2
)
2𝑛

𝑘=1

) = (
𝑛 + 1

2
)
2𝑛

 

Or la fonction x ↦ √x est croissante sur ℝ+, on en déduit donc que :  

∀ 𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑛! ≤ (
𝑛 + 1

2
)
𝑛

 

 

Partie G : binôme de Newton 

 

Exercice G.1 : Soit (a, n) ∈ ℝ × ℕ∗. Ecrire sous une seule forme :  

(1 + a)n + (1 − a)n − 2an 

 

D’après la formule du binôme de Newton on a :  

(𝑎, 𝑛) ∈ ℝ × ℕ∗, (1 + 𝑎)𝑛 + (1 − 𝑎)𝑛 =∑(
𝑛
𝑘
)

𝑛

𝑘=0

𝑎𝑘 +∑(
𝑛
𝑘
)

𝑛

𝑘=0

(−1)𝑘𝑎𝑘 = ∑ (
𝑛
𝑘
)

𝑛

𝑘=0

(1 + (−1)𝑘)𝑎𝑘 

On peut donc distinguer deux cas. 

1er cas :  n est pair : ∃p ∈ ℕ, n = 2p 

On a alors :  

(1 + 𝑎)2𝑝 + (1 − 𝑎)2𝑝 =∑(
2𝑝
𝑘
)

2𝑝

𝑘=0

(1 + (−1)𝑘)𝑎𝑘 =∑(
2𝑝
2𝑘
)

𝑝

𝑘=0

2𝑎2𝑘 = 2𝑎2𝑝 + 2∑(
2𝑝
2𝑘
)

𝑝

𝑘=0

𝑎2𝑘 

On en déduit donc que :  

(1 + 𝑎)2𝑝 + (1 − 𝑎)2𝑝 − 2𝑎2𝑝 = 2∑(
2𝑝
2𝑘
)

𝑝

𝑘=0

𝑎2𝑘 

2ième cas : n est impair : ∃p ∈ ℕ, n = 2p + 1 

On a alors :  

(1 + 𝑎)2𝑝+1 + (1 − 𝑎)2𝑝+1 = ∑ (
2𝑝 + 1
𝑘

)

2𝑝+1

𝑘=0

(1 + (−1)𝑘)𝑎𝑘 =∑(
2𝑝 + 1
2𝑘

)

𝑝

𝑘=0

2𝑎2𝑘 

On a alors :  

(1 + 𝑎)2𝑝+1 + (1 − 𝑎)2𝑝+1 − 2𝑎2𝑝+1 = −2𝑎2𝑝+1 + 2∑(
2𝑝 + 1
2𝑘

)

𝑝

𝑘=0

𝑎2𝑘 

On en déduit donc que :  

∀(𝑎, 𝑛) ∈ ℝ × ℕ∗, (1 + 𝑎)𝑛 + (1 − 𝑎)𝑛 − 2𝑎𝑛 = 2∑(
𝑛
2𝑘
)

⌊
𝑛
2
⌋

𝑘=0

𝑎2𝑘 − (1 − (−1)𝑛)𝑎𝑛 

 

Exercice G.2 : Démontrer que :  
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∀ (x; n) ∈ ℝ+ × ℕ, (1 + x)n ≥ 1 + nx 

 

On sait d’après le binôme de Newton que :  

∀ (𝑥; 𝑛) ∈ ℝ+ × ℕ, 𝑛 ≥ 2, (1 + 𝑥)𝑛 =∑(
𝑛
𝑘
)

𝑛

𝑘=0

𝑥𝑘 = (
𝑛
0
) 𝑥0 + (

𝑛
1
)𝑥1 +∑(

𝑛
𝑘
)

𝑛

𝑘=2

𝑥𝑘 

Or on sait que :  

∀ (𝑥; 𝑛) ∈ ℝ+ × ℕ, 𝑛 ≥ 2, ∀𝑘 ∈ ⟦2; 𝑛⟧, (
𝑛
𝑘
)𝑥𝑘 ≥ 0 

On en déduit que :  

∀ (𝑥; 𝑛) ∈ ℝ+ × ℕ, 𝑛 ≥ 2,∑ (
𝑛
𝑘
)

𝑛

𝑘=2

𝑥𝑘 ≥ 0 

On en déduit donc que :  

∀ (𝑥; 𝑛) ∈ ℝ+ × ℕ, 𝑛 ≥ 2 (1 + 𝑥)𝑛 ≥ 1 + 𝑛𝑥 

Pour n = 1 et n = 0 c’est une égalité. On en déduit donc que :  

∀ (𝑥; 𝑛) ∈ ℝ+ × ℕ, (1 + 𝑥)𝑛 ≥ 1 + 𝑛𝑥 

 

 

Exercice G.3 : Déterminer les sommes suivantes :  

𝐴 = ∑𝑘(
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

                            𝐵 = ∑𝑘2 (
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

                          𝐶 =  ∑
1

𝑘 + 1
(
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

 

 

𝐴 = ∑𝑘(
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

 

On peut faire ce calcul de deux manières différentes. 

Méthode 1 : La méthode « brutale » 

1er cas : 𝐧 = 𝟎⟹ 𝐀 = 𝟎 

2ième cas : 𝐧 ≥ 𝟏 

On a :  

𝐴 = ∑𝑘 (
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

=∑𝑘(
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=1

 

De plus on sait que :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, ∀𝑘 ∈ ⟦1, 𝑛⟧, 𝑘 (
𝑛

𝑘
) = 𝑘 ×

𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!
 

=
𝑛!

(𝑘 − 1)! ((𝑛 − 1) − (𝑘 − 1))!
 

= 𝑛 ×
(𝑛 − 1)!

(𝑘 − 1)! ((𝑛 − 1) − (𝑘 − 1))!
 

= 𝑛 (
𝑛 − 1
𝑘 − 1

)  

On en déduit donc que :  

∀𝑛 ≥ 1, 𝐴 = ∑𝑘(
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=1

= 𝑛 ×∑(
𝑛 − 1
𝑘 − 1

)

𝑛

𝑘=1

= 𝑛∑(
𝑛 − 1
𝑘
)

𝑛−1

𝑘=0

= 𝑛 × 2𝑛−1 

Cette formule reste vraie pour n = 0. 

On en déduit donc que :  

∀𝑛 ∈ ℕ,∑𝑘 (
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

= 𝑛 × 2𝑛−1 

 

Méthode 2 : En utilisant une fonction 

Soit n ≥ 1. On pose :  
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𝑓𝑛: {
ℝ → ℝ

𝑥 ↦ (1 + 𝑥)𝑛
 

Alors f est une fonction polynômiale, donc elle est dérivable et :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓′(𝑥) = 𝑛(1 + 𝑥)𝑛−1 

De plus, d’après la formule du binôme on sait que :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓𝑛(𝑥) = ∑ (
𝑛
𝑘
)𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

 

On en déduit donc que :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓′(𝑥) = ∑𝑘 (
𝑛
𝑘
)𝑥𝑘−1

𝑛

𝑘=0

 

On a alors :  

∀𝑥 ∈ ℝ,∑ 𝑘 (
𝑛
𝑘
) 𝑥𝑘−1

𝑛

𝑘=0

= 𝑛(1 + 𝑥)𝑛−1 

Il suffit ensuite de prendre x = 1 et on obtient :  

∑𝑘(
𝑛
𝑘
)

𝑛

𝑘=0

= 𝑛 × 2𝑛−1 

𝐵 = ∑𝑘2 (
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

 

On peut faire ce calcul de deux manières différentes. 

Méthode 1 : La méthode « brutale » 

1er cas : 𝐧 = 𝟎⟹ 𝐁 = 𝟎 

2ième cas : 𝐧 ≥ 𝟏 

On a :  

𝐵 = ∑𝑘2 (
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

=∑𝑘2 (
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=1

 

De plus on sait que :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, ∀𝑘 ∈ ⟦1, 𝑛⟧, 𝑘2 (
𝑛

𝑘
) = 𝑘2 ×

𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!
= 𝑘 × 𝑘 ×

𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!
= 𝑛 × 𝑘 × (

𝑛 − 1
𝑘 − 1

) 

D’après la question précédente. 

On en déduit donc que :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝐵 = ∑𝑘2 (
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=1

= 𝑛∑𝑘(
𝑛 − 1

𝑘 − 1
)

𝑛

𝑘=1

= 𝑛∑(𝑘 + 1) (
𝑛 − 1

𝑘
)

𝑛−1

𝑘=0

= 𝑛∑𝑘 (
𝑛 − 1

𝑘
)

𝑛−1

𝑘=0

+ 𝑛∑(
𝑛 − 1

𝑘
)

𝑛−1

𝑘=0

 

On en déduit donc que :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝐵 = ∑𝑘2 (
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=1

= 𝑛∑𝑘(
𝑛 − 1

𝑘
)

𝑛−1

𝑘=0

+ 𝑛 × 2𝑛 

De plus on sait que :  

∀𝑛 ∈ ℕ,∑𝑘 (
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

= 𝑛 × 2𝑛−1 

On en déduit donc que :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗,∑ 𝑘 (
𝑛 − 1

𝑘
)

𝑛−1

𝑘=0

= (𝑛 − 1)2𝑛−2 

On en déduit donc que :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝐵 = ∑𝑘2 (
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=1

= 𝑛(𝑛 − 1)2𝑛−2 + 𝑛 × 2𝑛−1 = 𝑛 × 2𝑛−2(𝑛 − 1 + 2) = 𝑛(𝑛 + 1)2𝑛−2 

Cette formule reste valable pour n = 0.  

On a donc :  
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∀𝑛 ∈ ℕ,∑𝑘2 (
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

= 𝑛(𝑛 + 1)2𝑛−2 

 

Méthode 2 : En utilisant une fonction 

Soit n ≥ 1. On pose :  

𝑓𝑛: {
ℝ → ℝ

𝑥 ↦ (1 + 𝑥)𝑛
 

Alors f est une fonction polynômiale, donc elle est dérivable deux fois et :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓′′(𝑥) = 𝑛(𝑛 − 1)(1 + 𝑥)𝑛−2 

De plus, d’après la formule du binôme on sait que :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓𝑛(𝑥) = ∑ (
𝑛
𝑘
)𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

 

On en déduit donc que :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓′′(𝑥) = ∑𝑘(𝑘 − 1) (
𝑛
𝑘
) 𝑥𝑘−2

𝑛

𝑘=0

 

On a alors :  

∀𝑥 ∈ ℝ,∑ 𝑘(𝑘 − 1) (
𝑛
𝑘
)𝑥𝑘−2

𝑛

𝑘=0

= 𝑛(𝑛 − 1)(1 + 𝑥)𝑛−2 

Il suffit ensuite de prendre x = 1 et on obtient :  

∑𝑘(𝑘 − 1) (
𝑛
𝑘
)

𝑛

𝑘=0

= 𝑛 × (𝑛 − 1)2𝑛−2 

On a alors :  

∑𝑘(𝑘 − 1) (
𝑛
𝑘
)

𝑛

𝑘=0

=∑𝑘2 (
𝑛
𝑘
)

𝑛

𝑘=0

−∑𝑘(
𝑛
𝑘
)

𝑛

𝑘=0

= 𝑛 × (𝑛 − 1)2𝑛−2 

⟹∑𝑘2 (
𝑛
𝑘
)

𝑛

𝑘=0

= 𝑛 × (𝑛 − 1)2𝑛−2 +∑𝑘(
𝑛
𝑘
)

𝑛

𝑘=0

 

= 𝑛 × (𝑛 − 1)2𝑛−2 + 𝑛2𝑛−1 

= 𝑛2𝑛−2(𝑛 − 1 + 2) 

= 𝑛(𝑛 + 1)2𝑛−2 
On en déduit donc que :  

∀𝑛 ∈ ℕ,∑𝑘2 (
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

= 𝑛(𝑛 + 1)2𝑛−2 

 

𝐶 = ∑
1

𝑘 + 1
(
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

 

On peut faire ce calcul de deux manières différentes. 

Méthode 1 : La méthode « brutale » 

On sait que : 

∀𝑛 ∈ ℕ∗, ∀𝑘 ∈ ⟦1, 𝑛⟧,
1

𝑘 + 1
(
𝑛

𝑘
) =

1

𝑘 + 1
×

𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!
=

1

𝑛 + 1
×

(𝑛 + 1)!

(𝑘 + 1)! ((𝑛 + 1) − (𝑘 + 1))!

=
1

𝑛 + 1
× (
𝑛 + 1
𝑘 + 1

) 

On en déduit donc que :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝐶 = ∑
1

𝑘 + 1
(
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

=
1

𝑛 + 1
∑(

𝑛 + 1

𝑘 + 1
)

𝑛

𝑘=0

=
1

𝑛 + 1
∑(

𝑛 + 1

𝑘
)

𝑛+1

𝑘=1

=
1

𝑛 + 1
(∑(

𝑛 + 1

𝑘
)

𝑛+1

𝑘=0

− 1) =
2𝑛+1 − 1

𝑛 + 1
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∀𝑛 ∈ ℕ,∑
1

𝑘 + 1
(
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

=
2𝑛+1 − 1

𝑛 + 1
 

Méthode 2 : En utilisant une fonction 

Soit n ∈ ℕ. On pose :  

𝑓𝑛: {
ℝ → ℝ

𝑥 ↦ (1 + 𝑥)𝑛
 

Alors f est une fonction polynômiale, donc elle est continue donc elle admet une primitive Fn :  

∀𝑥 ∈ ℝ,𝐹𝑛(𝑥) =
(1 + 𝑥)𝑛+1

𝑛 + 1
 

De plus, d’après la formule du binôme on sait que :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓𝑛(𝑥) = ∑ (
𝑛
𝑘
)𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

 

On en déduit donc qu’une primitive de fn est :  

∀𝑥 ∈ ℝ,𝐺(𝑥) = ∑
(
𝑛
𝑘
)𝑥𝑘+1

𝑘 + 1

𝑛

𝑘=0

 

On a alors :  

∃𝑐 ∈ ℝ,∀𝑥 ∈ ℝ,
(1 + 𝑥)𝑛+1

𝑛 + 1
= ∑

1

𝑘 + 1
(
𝑛
𝑘
) 𝑥𝑘+1

𝑛

𝑘=0

+ 𝑐 

ATTENTION : Deux primitives diffèrent d’une constante !! 

Pour déterminer c il faut prendre une valeur particulière pour x. Par exemple x = 0. 

On a alors :  
1

𝑛 + 1
= 𝑐 

On en déduit donc que :  

∀𝑥 ∈ ℝ,
(1 + 𝑥)𝑛+1

𝑛 + 1
= ∑

1

𝑘 + 1
(
𝑛
𝑘
)𝑥𝑘+1

𝑛

𝑘=0

+
1

𝑛 + 1
 

On prend ensuite x = 1 et on obtient :  

2𝑛+1

𝑛 + 1
= ∑

1

𝑘 + 1
(
𝑛
𝑘
)

𝑛

𝑘=0

+
1

𝑛 + 1
 

On en déduit donc que :  

∀𝑛 ∈ ℕ,∑
1

𝑘 + 1
(
𝑛
𝑘
)

𝑛

𝑘=0

=
2𝑛+1 − 1

𝑛 + 1
  

 

Exercice G.4 : Calculer :  

𝑆𝑛 =∑(
2𝑛 + 1

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

 

Indice : On pourra faire le changement d’indice j=2n+1-k 

 

Il peut être judicieux de comprendre ce que cela représente dans le triangle de Pascal. 
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On sait que dans le triangle de Pascal, la somme de la ligne n vaut 2n, résultat qui se traduit par :  

∀𝑛 ∈ ℕ,∑ (
𝑛
𝑘
)

𝑛

𝑘=0

= 2𝑛 

Ce résultat a été démontré en cours et dans l’exercice précédent (A). 

Ici on nous demande la valeur de la moitié de la somme de la ligne 2n + 1, ce qui revient à dire que le résultat est :  

22𝑛+1

2
= 22𝑛 

On doit donc démontrer que :  

∀𝑛 ∈ ℕ,∑ (
2𝑛 + 1

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

= 22𝑛 

Démontrons ce résultat. 

On pose le changement de variable suivant :  

𝑗 = 2𝑛 + 1 − 𝑘 

On a alors :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑆𝑛 =∑(
2𝑛 + 1

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

= ∑ (
2𝑛 + 1

2𝑛 + 1 − 𝑗
)

2𝑛+1

𝑗=𝑛+1

= ∑ (
2𝑛 + 1

𝑗
)

2𝑛+1

𝑗=𝑛+1

 (𝑐𝑎𝑟 ∀𝑛 ∈ ℕ, ∀𝑘 ∈ ⟦0; 𝑛⟧, (
𝑛
𝑘
) = (

𝑘
𝑛 − 𝑘

)) 

On en déduit donc que :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 2𝑆𝑛 =∑(
2𝑛 + 1

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

+ ∑ (
2𝑛 + 1

𝑗
)

2𝑛+1

𝑗=𝑛+1

= ∑ (
2𝑛 + 1

𝑗
)

2𝑛+1

𝑗=0

= 22𝑛+1 

On en déduit donc que :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑆𝑛 =∑(
2𝑛 + 1

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

= 22𝑛 

 

 

Exercice G.5 : Calculer :  

𝑆𝑛 =∑(−1)𝑘 (
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

 

 

On a :  

∀𝑛 ∈ ℕ,∑(−1)𝑘 (
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

=∑(−1)𝑘 (
𝑛

𝑘
) 1𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

= (1 − 1)𝑛 = 0 

 

Exercice G.6 : Soit n un entier naturel non nul. On pose :  

𝑓𝑛: {
] − 1;+∞[→ ℝ

𝑥 ↦ 𝑥𝑛−1 𝑙𝑛(1 + 𝑥)
 

Montrer que :  
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∀ 𝑥 > −1, 𝑓𝑛
(𝑛)(𝑥) = (𝑛 − 1)! (∑

1

(1 + 𝑥)𝑘

𝑛

𝑘=1

) 

 

On démontre cela par récurrence. 

On a :  

𝑓𝑛: {
] − 1;+∞[→ ℝ

𝑥 ↦ 𝑥𝑛−1 𝑙𝑛(1 + 𝑥)
 

On pose : 

∀ 𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑃𝑛 = {∀ 𝑥 > −1, 𝑓𝑛
(𝑛)(𝑥) =  (𝑛 − 1)! (∑

1

(1 + 𝑥)𝑘

𝑛

𝑘=1

)} 

On raisonne par récurrence pour montrer que Pn est toujours vraie pour tout entier naturel n non nul.  

 

Initialisation : n=1 

On a :  

∀ 𝑥 > −1, 𝑓1(𝑥) = 𝑙𝑛(1 + 𝑥) ⟹ 𝑓1
′(𝑥) =

1

𝑥 + 1
 

Or on a :  

(1 − 1)! (∑
1

(1 + 𝑥)𝑘

1

𝑘=1

) = 0! ×
1

𝑥 + 1
= 𝑓1

′(𝑥) 

Donc P1 est vraie. 

 

Hérédité : Soit n un entier naturel non nul fixé. On suppose vraie Pn. On a :  

𝑓𝑛+1: {
] − 1;+∞[→ ℝ

𝑥 ↦ 𝑥𝑛 𝑙𝑛(1 + 𝑥)
⟹ ∀ 𝑥 > −1, 𝑓𝑛+1(𝑥) = 𝑥𝑓𝑛(𝑥) 

On utilise alors la formule de Leibniz :  

 

Application (La formule de Leibniz): Soient (f, g) ∈ (𝒟n(I,ℝ))
2
. Alors 𝑓 × 𝑔 ∈ 𝒟𝑛(𝐼, ℝ) et on a :  

(𝑓 × 𝑔)(𝑛) =∑(
𝑛

𝑘
)𝑓(𝑘)𝑔(𝑛−𝑘)

𝑛

𝑘=0

 

 

On a alors :  

∀ 𝑥 > −1, 𝑓𝑛+1
(𝑛+1)(𝑥) = 𝑥𝑓𝑛

(𝑛+1)(𝑥) + (𝑛 + 1) 𝑓𝑛
(𝑛)(𝑥) 

Or on sait d’après l’hypothèse de récurrence que :  

∀ 𝑥 > −1, 𝑓𝑛
(𝑛)(𝑥) =  (𝑛 − 1)! (∑

1

(1 + 𝑥)𝑘

𝑛

𝑘=1

) 

⟹ ∀ 𝑥 > −1, 𝑓𝑛
(𝑛+1)(𝑥) = 𝑓𝑛

(𝑛)′(𝑥) = (𝑛 − 1)! (∑
−𝑘

(1 + 𝑥)𝑘+1

𝑛

𝑘=1

) 

On en déduit donc que :  

∀ 𝑥 > −1, 𝑓𝑛+1
(𝑛+1)(𝑥) = 𝑥(𝑛 − 1)! (∑

−𝑘

(1 + 𝑥)𝑘+1

𝑛

𝑘=1

) + (𝑛 + 1)(𝑛 − 1)! (∑
1

(1 + 𝑥)𝑘

𝑛

𝑘=1

) 

= (𝑛 − 1)!∑ (
−𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑘+1
+

𝑛 + 1

(1 + 𝑥)𝑘
)

𝑛

𝑘=1

 

= (𝑛 − 1)!∑ (
−𝑘(1 + 𝑥) + 𝑘

(1 + 𝑥)𝑘+1
+

𝑛 + 1

(1 + 𝑥)𝑘
)

𝑛

𝑘=1

 

= (𝑛 − 1)!∑ (
𝑘

(1 + 𝑥)𝑘+1
+
𝑛 + 1 − 𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
)

𝑛

𝑘=1
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= (𝑛 − 1)!∑ (
𝑛 + 1 − 𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
)

𝑛

𝑘=1

+ (𝑛 − 1)!∑ (
𝑘

(1 + 𝑥)𝑘+1
)

𝑛

𝑘=1

 

= (𝑛 − 1)!∑ (
𝑛 + 1 − 𝑘

(1 + 𝑥)𝑘
)

𝑛

𝑘=1

+ (𝑛 − 1)!∑ (
𝑘 − 1

(1 + 𝑥)𝑘
)

𝑛+1

𝑘=2

 

=
𝑛!

1 + 𝑥
+

𝑛!

(1 + 𝑥)𝑛+1
+ (𝑛 − 1)!∑ (

𝑛

(1 + 𝑥)𝑘
)

𝑛

𝑘=2

 

= 𝑛!(∑
1

(1 + 𝑥)𝑘

𝑛+1

𝑘=1

) 

 

Donc Pn+1 est vraie.  

 

Conclusion : P1 est vraie et Pn est héréditaire donc d’après le principe de récurrence, Pn est vraie pour tout entier 

naturel n non nul.  

 

Exercice G.7 : Soit n un entier naturel. Déterminer la dérivée n-ième de x ↦ xn(1 + x)n. En déduire la valeur de :  

𝐼 = ∑ (
𝑛

𝑘
)
2

𝑛

𝑘=0

 

 

_ Calcul de la dérivée 𝒏 − 𝒊è𝒎𝒆 

 

Méthode 1 : En développant 

On a :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛(1 + 𝑥)𝑛 = 𝑥𝑛∑(
𝑛
𝑘
)𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

=∑(
𝑛
𝑘
)𝑥𝑛+𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

De plus on sait par une récurrence immédiate que :  

𝑑𝑖

𝑑𝑥𝑖
(𝑥𝑘) = {

0 𝑠𝑖 𝑘 > 𝑖
𝑘!

(𝑘 − 𝑖)!
𝑥𝑘−𝑖𝑠𝑖 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑖

 

On a donc par linéarité de la dérivation :  

⟹∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑛)(𝑥) = ∑(
𝑛
𝑘
)
(𝑛 + 𝑘)!

𝑘!
𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

=
(2𝑛)!

𝑛!
𝑥𝑛 +∑(

𝑛
𝑘
)
(𝑛 + 𝑘)!

𝑘!
𝑥𝑘

𝑛−1

𝑘=0

 

 

Méthode 2 : Avec Leibniz 

On a :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛(1 + 𝑥)𝑛 = 𝑔𝑛(𝑥) × ℎ𝑛(𝑥) 𝑎𝑣𝑒𝑐 {
𝑔𝑛(𝑥) = 𝑥

𝑛

ℎ𝑛(𝑥) = (1 + 𝑥)
𝑛 

De même par récurrence immédiate on a :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑔𝑛
(𝑘)(𝑥) =

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
(𝑔𝑛(𝑥)) =

𝑛!

(𝑛 − 𝑘)!
𝑥𝑛−𝑘 

∀𝑥 ∈ ℝ, ℎ𝑛
(𝑘)(𝑥) =

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
(ℎ𝑛(𝑥)) =

𝑛!

(𝑛 − 𝑘)!
(1 + 𝑥)𝑛−𝑘 

O a donc d’après Leibniz :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑛)(𝑥) = ∑(
𝑛
𝑘
)𝑔𝑛

(𝑘)(𝑥)ℎ𝑛
(𝑛−𝑘)(𝑥)

𝑛

𝑘=0

=∑(
𝑛
𝑘
)

𝑛!

(𝑛 − 𝑘)!
𝑥𝑛−𝑘

𝑛!

(𝑘)!
(1 + 𝑥)𝑘

𝑛

𝑘=0

 

= 𝑛!∑ (
𝑛
𝑘
) (
𝑛
𝑘
) 𝑥𝑛−𝑘(1 + 𝑥)𝑘

𝑛

𝑘=0
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Or on sait que :  

𝑥𝑛−𝑘(1 + 𝑥)𝑘 = 𝑥𝑛−𝑘∑(
𝑘
𝑖
) 𝑥𝑖

𝑘

𝑖=0

= 𝑥𝑛 +∑(
𝑘
𝑖
) 𝑥𝑖

𝑘−1

𝑖=0

 

On a donc :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑛)(𝑥) = 𝑛!∑ (
𝑛
𝑘
)
2
[𝑥𝑛 +∑(

𝑘
𝑖
) 𝑥𝑖

𝑘−1

𝑖=0

]

𝑛

𝑘=0

 

= 𝑛!(∑(
𝑛
𝑘
)
2
𝑥𝑛

𝑛

𝑘=0

+∑(
𝑛
𝑘
)
2
∑(

𝑘
𝑖
) 𝑥𝑖

𝑘−1

𝑖=0

𝑛

𝑘=0

) 

= (𝑛!∑(
𝑛
𝑘
)
2

𝑛

𝑘=0

)𝑥𝑛 +∑(∑(
𝑛
𝑘
)
2

𝑛

𝑘=0

(
𝑘
𝑖
))

𝑘−1

𝑖=0

𝑥𝑖 

 

_ Observation des termes devant 𝒙𝒏 

On peut maintenant conclure en observant les termes devant 𝑥𝑛, qui doivent être égaux ! 

On a :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑛!∑ (
𝑛
𝑘
)
2

𝑛

𝑘=0

=
(2𝑛)!

𝑛!
 

On en déduit donc que :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑛!∑ (
𝑛
𝑘
)
2

𝑛

𝑘=0

=
(2𝑛)!

𝑛! × 𝑛!
= (

2𝑛
𝑛
) 

 


