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Correction DS n°2 

 

Exercice 1 : Limite d’une somme 

Le but de cet exercice est de calculer :  

lim
𝑛→+∞

∑arctan (
1

1 + 𝑘 + 𝑘2
)

𝑛

𝑘=0

   

Dans toute la suite de cet exercice, on pose :  

𝑓(𝑥) = arctan (
1

1 + 𝑥 + 𝑥2
) 

1) Rappeler l’ensemble de définition de arctan et en déduire l’ensemble de définition de 𝑓. 

2) Démontrer que :  

∀x ∈ ℝ, arctan′(x) =
1

1 + x2
 

3) En déduire que :  

∀𝑥 ∈ ℝ, arctan (
1

1 + 𝑥 + 𝑥2
) = arctan(𝑥 + 1) − arctan(𝑥) 

4) Démontrer que :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑆𝑛 = arctan(𝑛 + 1) 
5) Déterminer la limite de 𝑆𝑛 en +∞. 

 

 

1) On sait que 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 est définie sur ℝ. On en déduit donc que :  

𝒟𝑓 = {𝑥 ∈ ℝ, 1 + 𝑥 + 𝑥
2 ≠ 0} 

Or on a :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 1 + 𝑥 + 𝑥2 = (𝑥 +
1

2
)
2

+
3

4
≥
3

4
> 0 

On en déduit donc que 𝒟𝑓 = ℝ. 

2) On sait que :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑡𝑎𝑛′(𝑥) = 1 + tan2(𝑥) 
On en déduit donc que :  

∀𝑥 ∈ ℝ, arctan′(x) =
1

1 + tan2(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥))
=

1

1 + 𝑥2
 

3) On pose pour tout x positif :  

∀x ≥ 0, g(x) = arctan (
1

x2 + x + 1
) − arctan(x + 1) + arctan(x) 

g ∈ 𝒟(ℝ) par composé de fonctions dérivables et :  

∀x ≥ 0, g′(x) = −
2x + 1

(x2 + x + 1)2
×

1

1 +
1

(1 + x + x2)2

−
1

1 + (1 + x)2
+

1

1 + x2
 

=
−2x − 1

1 + (x2 + x + 1)2
+
−1− x2 + 1 + (1 + x)2

(1 + x2)(1 + (1 + x)2)
 

=
−2x − 1

1 + (x2 + x + 1)2
+

2x + 1

(1 + x2)(1 + (1 + x)2)
 

Or on a :  

∀x ∈ ℝ, 1 + (x2 + x + 1)2 = 2 + 2x + 3x2 + 2x3 + x4 

De même on a :  

(1 + x2)(1 + (1 + x)2) = (1 + x2)(2 + 2x + x2) = 2 + 2x + 3x2 + 2x3 + x4 

On en déduit donc que :  

∀x ≥ 0, g′(x) = 0 

Donc la fonction 𝑔 est constante sur ℝ+. 

Or on a :  

f(0) = arctan(1) − arctan(1) + arctan(0) = 0 

On en déduit donc que :  
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∀x ≥ 0, arctan (
1

x2 + x + 1
) = arctan(x + 1) − arctan(x) 

b) On a :  

∀n ∈ ℕ, Sn =∑arctan(
1

k2 + k + 1
)

n

k=0

=∑(arctan(k + 1) − arctan(k))

n

k=0

 

= arctan(n + 1) − arctan(0)  (par télescopage) 

= arctan(n + 1)  
On en déduit donc que :  

lim
n→+∞

Sn =
π

2
 

 

Exercice 1 : Les fonctions trigonométriques réciproques 

Dans tout cet exercice on pose :  

f: x ↦ arccos[cos(x)] +
1

2
arccos[cos(2x)] 

1) a) Déterminer la valeur de 𝑓(0) en justifiant. 

b) Soit 𝑘 ∈ ℤ. Déterminer la valeur de f((2k + 1)π). 

2) Démontrer que l’ensemble de définition de 𝑓 est ℝ. 

3) Démontrer que 𝑓 est paire. 

4) Montrer que 𝑓 est 2𝜋 −pédiodique. 

5) Tracer le graphe de 𝑓 sur [−4𝜋; 4𝜋].  

(Indication : On pourra distinguer deux cas : [0;
𝜋

2
] , [

𝜋

2
; 𝜋]) 

 

1) a) f(0) = arccos(cos(0)) +
1

2
arccos(cos(0)) =

3

2
arccos(1) = 0 

b) On a :  

∀k ∈ ℤ, f((2k + 1)π) = arccos(cos((2k + 1)π)) +
1

2
 arccos [cos (2((2k + 1)π))] 

= arccos(−1) +
1

2
arccos(1) 

= π 

2) On sait que :  

𝒟arccos = [−1; 1] et ∀x ∈ ℝ, cos(x) ∈ [−1; 1]. 

On en déduit donc que 𝒟f = ℝ. 

3) On a :  

∀x ∈ ℝ, f(−x) = arccos[cos(−x)] +
1

2
arccos[cos(2(−x)] = arccos[cos(x)] +

1

2
arccos[cos(2x)] = f(x) 

Donc f est paire. 

4) On a :  

∀x ∈ ℝ, f(x + 2π) = arccos[cos(x + 2π)] +
1

2
arccos[cos(2(x + 2π)] = arccos[cos(x)] +

1

2
arccos[cos(2x)] 

Car cos est 2π −périodique. 

On en déduit donc que f est 2π −périodique. 

5) Il suffit d’étudier f sur [0; π] puis de la prolonger sur [−π; π] par parité puis sur [−4π; 4π] par périodicité. 

On a :  

∀x ∈ [0;
π

2
] , 2x ∈ [0; π] 

De plus on sait que :  

∀x ∈ [0; π], arccos(cos(x)) = x 
On en déduit donc que : 

∀x ∈ [0;
π

2
] , f(x) = arccos[cos(x)] +

1

2
arccos[cos(2x)] = x +

1

2
× 2x = 2x 

De plus on sait que :  
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∀x ∈ [
π

2
; π] , 2x ∈ [π; 2π] 

De plus on sait que :  

∀x ∈ [π; 2π], cos(x) = cos(π + α) = cos(π − α)  avec α = x − π 

De plus on a :  

∀x ∈ [π; 2π], x − π ∈ [0; π] 
On en déduit donc que :  

∀x ∈ [π; 2π], arccos(cos(x)) = arccos(cos(π − α)) = π − α = π − (x − π) = 2π − x 
On en déduit donc que :  

∀x ∈ [
π

2
; π] , f(x) = arccos[cos(x)] +

1

2
arccos[cos(2x)] = x +

1

2
(2π − 2x) = π 

On a donc le graphe de f sur [0; π] :  

 
Par parité on a :  

 
Enfin on prolonge par périodicité :  

 
 

 

Exercice 3 : Une bijection sur un sous-ensemble de ℂ 

Dans tout cet exercice on pose :  

f ∶  {
ℂ\{−i} → ℂ

z ↦
z − i

iz − 1

 

1) Montrer que f réalise une bijection de ℂ\{i} dans un sous-ensemble de ℂ à déterminer.  

2) Déterminer une expression de f−1(z) pour tout z ∈ ℂ\{−i}. 

3) Déterminer f−1(ℝ). 

4) Démontrer que l’équation 𝑓(𝑧) = 𝑧 admet deux solutions distinctes.  

5) Dans cette question on souhaite montrer que :  

f−1(𝕌\{−i}) = ℝ 

a) Montrer que :  

∀θ ∈ ℝ, 1 − eiθ = −2isin (
θ

2
) e

iθ
2  

b) En déduire que :  
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∀θ ∈ ]−
π

2
;
3π

2
[ , f(z) = eiθ⟺ z =

−1

tan (
θ
2 +

π
4)

 

c) Soit n ∈ ℕ, n ≥ 2. Rappeler les solutions de zn = 1. 

d) Résoudre l’équation (f(z))
n
= 1 et montrer que toutes les solutions sont réelles. 

 

1) Soit z′ ∈ ℂ. On résout :  

f(z) = z′⟺
z− i

iz − 1
= z′ ⟺ z(1 − iz′) = i − z′ 

1er cas : Si 𝟏 − 𝐢𝐳′ = 𝟎 

On sait que :  

1 − iz′ = 0⟺ z′ = −i 
Or on a :  

i − (−i) = 2i ≠ 0 

On en déduit que f(z) = −i ⟺ z ∈ ∅ 

2ième cas : 𝟏 − 𝐢𝐳′ ≠ 𝟎 

On a alors :  

f(z) = z′ ⟺ z =
i − z′

1 − iz′
=
z′ − i

iz′ − 1
= f(z′) 

On en déduit donc que f est bijective de ℂ\{−i} dans lui-même et qu’elle est involutive : f−1 = f. 

2) On l’a déjà fait précédemment ! 

3) On sait que f−1(ℝ) = {z ∈ ℂ\{−i}, ℐm(f(z)) = 0}. 

On pose z = x + iy, (x, y) ∈ ℝ2\{(0;−1)}. On a alors :  

f(x + iy) =
x + i(y − 1)

(−1 − y) + ix
 

=
(x + i(y − 1))(−(y + 1) − ix)

(1 + y)2 + x2
 

=
−x(y + 1) + x(y − 1)

(1 + y)2 + x2
+ i
−x2 + 1 − y2

(1 + y)2 + x2
 

On en déduit donc que :  

𝑓(𝑧) ∈ ℝ ⟺ 𝑧 ∈ 𝕌\{−𝑖} 
4) On résout :  

𝑓(𝑧) = 𝑧 ⟺
𝑧 − 𝑖

𝑖𝑧 − 1
= 𝑧 ⟺ 𝑖𝑧2 − 2𝑧 + 𝑖 = 0 

On a : 𝛥 = 4 − 4𝑖2 = 8 

On en déduit donc que l’équation admet deux solutions distinctes car Δ ≠ 0. On ne cherche pas forcément les 

solutions.  

Les voici tout de même :  

𝑧 − 𝑖

𝑖𝑧 − 1
= 𝑧 ⟺

{
 
 

 
 𝑧1 =

2 − 2√2

2𝑖
= 𝑖(√2 − 1)

𝑜𝑢

𝑧2 =
2 + 2√2

2𝑖
= −𝑖(1 + √2)

 

5) a) On sait que :  

∀𝜃 ∈ ℝ, 1 − 𝑒𝑖𝜃 = 𝑒
𝑖𝜃
2 (𝑒−

𝑖𝜃
2 − 𝑒

𝑖𝜃
2 ) = −2𝑖𝑠𝑖𝑛 (

𝜃

2
) 𝑒

𝑖𝜃
2  

b) On sait que : 

∀θ ∈ ]−
π

2
;
3π

2
[ , f(z) = eiθ⟺

z− i

iz − 1
= eiθ 

⟺ z(1 − ieiθ) = i − eiθ 

⟺ z(1 − e
i(θ+

π
2
)
) = i (1 + e

i(θ+
π
2
)
) 
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⟺−2izsin (
θ

2
+
π

4
) e

i(
θ
2
+
π
4
)
= 2icos (

θ

2
+
π

4
) e

i(
θ
2
+
π
4
)
 

⟺ 𝑧 = −
1

𝑡𝑎𝑛 (
𝜃
2
+
𝜋
4
)
 

c) On sait que :  

𝑧𝑛 = 1⟺ 𝑧 = 𝑒
2𝑖𝑘𝜋
𝑛 , 𝑘 ∈ ⟦0; 𝑛 − 1⟧ 

d) On sait que :  

(𝑓(𝑧))
𝑛
= 1⟺ 𝑓(𝑧) = 𝑒

2𝑖𝑘𝜋
𝑛 ⟺ 𝑧 = −

1

𝑡𝑎𝑛 (
𝑘𝜋
𝑛
+
𝜋
4
)
 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑘 ∈ ⟦0; 𝑛 − 1⟧, 𝑘 ≠

1

4
𝑛 

 

Remarque : L’énoncé est ici incomplet ! La question 5) nous demande de montrer que :  

f−1(𝕌\{−i}) = ℝ 

 

Cependant aucune sous-question ne nous demande de conclure ! C’est déjà un premier problème. 

Ensuite si les questions et 2 et 3 sont bien faites, on a démontré que 𝑓 était bijective, que 𝑓−1 = 𝑓 et que 𝑓−1(ℝ) =

𝕌\{−𝑖}. On a donc :  

𝑓−1(ℝ) =  𝕌\{−𝑖} ⟺ 𝑓(ℝ) =  𝕌\{−𝑖} ⟺ ℝ = 𝑓−1(𝕌\{−𝑖}) 
Donc il n’y a aucun calcul à faire. Ce que je viens de faire précédemment, nous ne pouvons le faire que si 𝑓 est 

bijective. Sinon on peut avoir 𝑓(𝐴) = 𝐵 et 𝑓−1(𝐵) ≠ 𝐴. Il suffit de prendre 𝑓: 𝑥 ↦ 𝑥2, 𝐴 = [0; 1] 𝑒𝑡 𝐵 = [0; 1]. On a 

alors :   

𝑓(𝐴) = 𝐵 𝑒𝑡 𝑓−1(𝐵) = [−1; 1] ≠ 𝐴 

Mais ici il n’y a aucun problème !  

 

Bon admettons que 𝑓 ne soit pas bijective, et que l’on veuille démontrer que ℝ = 𝑓−1(𝕌\{−𝑖}).  

C’est-à-dire que l’on cherche tous les antécédents 𝑧 ∈  𝕌\{−𝑖} tel que 𝑓(𝑧) ∈ 𝕌\{−𝑖}. 

On sait que 𝕌\{−𝑖} = {𝑧 = 𝑒𝑖𝜃, 𝜃 ≢ −
𝜋

2
[2𝜋]}. Ainsi on résout :  

𝑓(𝑧) = 𝑒𝑖𝜃 

Ensuite on fait le calcul :  

𝑓(𝑧) = 𝑒𝑖𝜃 ⟺ 𝑧 = −
1

tan (
θ
2 +

π
4)
 (𝑎𝑣𝑒𝑐 𝜃 ≢ −

𝜋

2
[2𝜋]) 

On a donc montré que :  

𝑓−1(𝕌\{−𝑖}) ⊏ ℝ 

Encore faut-il montrer l’autre inclusion. On peut le faire de deux façons.  

Soit on prendre un 𝑧 ∈ ℝ et on montre que 𝑓(𝑧) ∈ 𝑓−1(𝕌\{−𝑖}), ce qui montre que ℝ ⊏ 𝑓−1(𝕌\{−𝑖}).  
Ou bien on se sert de l’équivalence :  

𝑓(𝑧) = 𝑒𝑖𝜃 ⟺ 𝑧 = −
1

tan (
θ
2 +

π
4)
 (𝑎𝑣𝑒𝑐 𝜃 ≢ −

𝜋

2
[2𝜋]) 

Puis on montre que  

𝑔 ∶  𝜃 ↦= −
1

tan (
θ
2 +

π
4)

 

Réalise une bijection de ] −
𝜋

2
 ;
3𝜋

2
[ dans ℝ, ce qui prouve que 𝑓(𝑥) ∈ 𝕌\{−𝑖} ⟺ 𝑧 ∈ ℝ  

 

Problème : Des fonctions hyperboliques 

Le but de ce problème est de démontrer que : 

∀ x ∈ ℝ,
1

2
arctan(sh(x)) = arctan(

sh(x)

1 + ch(x)
) 

 

Partie A : En utilisant la dérivation 
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1) On pose :  

f ∶  {
ℝ → ℝ

x ⟼
1

2
arctan(sh(x))

                        g ∶  {

ℝ → ℝ

x ⟼ arctan(
sh(x)

1 + ch(x)
) 

a) Démontrer que :  

∀ x ∈ ℝ, f ′(x) =
1

2
×

1

ch(x)
= g′(x) 

b) En déduire que :  

∀ x ∈ ℝ,
1

2
arctan(sh(x)) = arctan(

sh(x)

1 + ch(x)
) 

Partie B : Grâce à la tangente 

1) Rappeler le domaine de définition de la tangente, noté 𝒟tan  

2) a) Démontrer que :  

∀ x ∈ ℝ, 2f(x) ∈ 𝒟tan 

b) Déterminer l’expression de tan(2f(x)) 

3) a) Etudier la fonction :  

h ∶  {

ℝ → ℝ

x ⟼
sh(x)

1 + ch(x)
 

b) En déduire que :   ∀ x ∈ ℝ, h(x) ∈ ]−1; 1[  

c) En déduire que :   ∀ x ∈ ℝ, 2g(x) ∈ 𝒟tan 

d) Montrer que :  ∀ x ∈ ℝ, tan(2g(x)) = sh(x) 

e) En déduire le résultat voulu.  

 

Partie C : Une application 

1) a) Démontrer que   

ch (
1

2
ln(3)) =

2

√3
   et sh (

1

2
ln(3)) =

1

√3
 

b) Déterminer l’unique x ∈ ]−
π

2
;
π

2
[ tel que :  

tan(x) =
1

√3
 

2) En déduire que :  

tan (
π

12
) =

1

2 + √3
 

3) Proposez une autre façon de déterminer la valeur de tan (
𝜋

2
). 

 

Partie A :  

1) a) On a :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓′(𝑥) =
1

2
×

𝑠ℎ′(𝑥)

1 + 𝑠ℎ2(𝑥)
=
1

2
×
𝑐ℎ(𝑥)

𝑐ℎ2(𝑥)
=
1

2
×

1

ch(x)
 

De plus on a :  

∀𝑥 ∈ ℝ,𝑔(𝑥) = arctan(𝑢(𝑥))  𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑢(𝑥) =
sh(x)

1 + ch(x)
 

On a d’une part :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑢′(𝑥) =
𝑐ℎ(𝑥)(1 + 𝑐ℎ(𝑥)) − 𝑠ℎ2(𝑥)

(1 + 𝑐ℎ(𝑥))
2 =

1 + 𝑐ℎ(𝑥)

(1 + 𝑐ℎ(𝑥))
2 =

1

1 + 𝑐ℎ(𝑥)
 

On en déduit donc que :  

∀𝑥 ∈ ℝ,𝑔′(𝑥) =
𝑢′(𝑥)

1 + 𝑢2(𝑥)
=

1
1 + 𝑐ℎ(𝑥)

1 + (
sh(x)

1 + ch(x)
)
2 =

1 + 𝑐ℎ(𝑥)

(1 + 𝑐ℎ(𝑥))
2
+ 𝑠ℎ2(𝑥)

=
1 + 𝑐ℎ(𝑥)

1 + 2𝑐ℎ(𝑥) + 𝑐ℎ2(𝑥) + 𝑠ℎ2(𝑥)
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Or on sait que :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑐ℎ2(𝑥) + 𝑠ℎ2(𝑥) = 𝑐ℎ2(𝑥) + (𝑐ℎ2(𝑥) − 1) = 2𝑐ℎ2(𝑥) − 1 

On en déduit donc que :  

∀𝑥 ∈ ℝ,𝑔′(𝑥) =
1 + 𝑐ℎ(𝑥)

2𝑐ℎ(𝑥)(1 + 𝑐ℎ(𝑥))
=
1

2
×

1

ch(x)
 

On a bien :  

∀ 𝐱 ∈ ℝ, 𝐟′(𝐱) =
𝟏

𝟐
×

𝟏

𝐜𝐡(𝐱)
= 𝐠′(𝐱) 

b) On pose :  

∀ x ∈ ℝ, h(x) = 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) 
On a :  

∀ x ∈ ℝ, h′(x) = 𝑓′(𝑥) − 𝑔′(𝑥) = 0 

On en déduit donc que :  

∃𝑐 ∈ ℝ, ℎ(𝑥) = 𝑐 = ℎ(0) = 𝑓(0) − 𝑔(0) = 0 

On en déduit donc que :  

∀ 𝐱 ∈ ℝ,
𝟏

𝟐
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝐬𝐡(𝐱)) = 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(

𝐬𝐡(𝐱)

𝟏 + 𝐜𝐡(𝐱)
) 

 

 

Partie B :  

1) On sait que :  

𝓓𝐭𝐚𝐧 =⋃]−
𝝅

𝟐
+ 𝒌𝝅;

𝝅

𝟐
+ 𝒌𝝅[

𝒌∈ℤ

 

2) a) On sait que :  

∀ x ∈ ℝ, arctan(𝑥) ∈ ]−
𝜋

2
;
𝜋

2
[ 

On en déduit donc que :  

∀ x ∈ ℝ, arctan(𝑠ℎ(𝑥)) ∈ ]−
𝜋

2
;
𝜋

2
[ 

On en déduit donc que : 

∀ 𝐱 ∈ ℝ, 𝟐𝐟(𝐱) ∈ 𝓓𝐭𝐚𝐧 

b) On a :  

∀ 𝐱 ∈ ℝ, 𝐭𝐚𝐧(𝟐𝐟(𝐱)) = 𝐭𝐚𝐧(𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒔𝒉(𝒙))) = 𝒔𝒉(𝒙) 

3) a) On pose :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑢(𝑥) =
sh(x)

1 + ch(x)
 

On a :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑢(−𝑥) =
sh(−x)

1 + ch(−x)
= −

sh(x)

1 + ch(x)
 

Donc u est impaire.  

De plus on sait que :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑢′(𝑥) =
𝑐ℎ(𝑥)(1 + 𝑐ℎ(𝑥)) − 𝑠ℎ2(𝑥)

(1 + 𝑐ℎ(𝑥))
2 =

1 + 𝑐ℎ(𝑥)

(1 + 𝑐ℎ(𝑥))
2 =

1

1 + 𝑐ℎ(𝑥)
> 0 

Donc 𝑢 est strictement croissante sur ℝ.  

De plus on a :  

lim
𝑥→+∞

sh(x)

1 + ch(x)
= lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2

1 +
𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

2

= lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥

2 + 𝑒𝑥
⏟                      

𝑐𝑎𝑟 lim
𝑥→+∞

𝑒−𝑥=0

= lim
𝑥→+∞

1

2𝑒−𝑥 + 1
= 1 

Par imparité on en déduit donc que :  

lim
𝑥→−∞

sh(x)

1 + ch(x)
= −1 
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b) On en déduit donc que :  

∀𝒙 ∈ ℝ,
𝐬𝐡(𝐱)

𝟏 + 𝐜𝐡(𝐱)
∈] − 𝟏; 𝟏[  

c) On a d’après la question précédente :  

∀𝑥 ∈ ℝ,−1 <
sh(x)

1 + ch(x)
< 1 

⟹ arctan(−1) < arctan(
sh(x)

1 + ch(x)
) < arctan(1)  (𝑐𝑎𝑟 arctan 𝑒𝑠𝑡 𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑠𝑢𝑟 ℝ) 

⟹−
𝜋

4
< 𝑔(𝑥) <

𝜋

4
 

⟹−
𝜋

2
< 2𝑔(𝑥) <

𝜋

2
 

On en déduit donc que :   ∀ 𝐱 ∈ ℝ, 𝟐𝐠(𝐱) ∈ 𝓓𝐭𝐚𝐧 

d) On a :  

∀ x ∈ ℝ, 2g(x) = 2 arctan(
sh(x)

1 + ch(x)
) 

⟹ tan(2𝑔(𝑥)) = tan(2 arctan(
sh(x)

1 + ch(x)
)) 

Or on sait que :  

∀𝑥 ∈ ]−
𝜋

4
;
𝜋

4
[ , tan(2𝑥) =

2 tan(𝑥)

1 − tan2(𝑥)
 

On en déduit donc que :  

∀ x ∈ ℝ, tan(2𝑔(𝑥)) =
2 tan (arctan (

sh(x)
1 + ch(x)

))

1 − tan2 (arctan (
sh(x)

1 + ch(x)
))
= 2 ×

sh(x)
1 + ch(x)

1 − (
sh(x)

1 + ch(x)
)
2  

= 𝟐 ×
𝐬𝐡(𝐱)(𝟏 + 𝒄𝒉(𝒙))

(𝟏 + 𝒄𝒉(𝒙))
𝟐
− 𝒔𝒉𝟐(𝒙)

= 𝟐 ×
𝐬𝐡(𝐱)(𝟏 + 𝒄𝒉(𝒙))

𝟐(𝟏 + 𝒄𝒉(𝒙))
= 𝒔𝒉(𝒙) 

e) On a démontré grâce aux questions précédentes que :  

∀ x ∈ ℝ, tan(2g(x)) = tan(2f(x))  

De plus on a :  

∀ x ∈ ℝ, 2g(x) ∈ ]−
𝜋

2
;
𝜋

2
[  𝑒𝑡  2f(x) ∈ ]−

𝜋

2
;
𝜋

2
[ 

Comme 𝑡𝑎𝑛 est bijective sur ]−
𝜋

2
;
𝜋

2
[, on en déduit donc que :  

∀ x ∈ ℝ, 2g(x) = 2𝑓(𝑥) 
Ainsi :  

∀ 𝐱 ∈ ℝ, 𝐠(𝐱) = 𝒇(𝒙) 

Partie C 

1) a) On a :  

ch (
1

2
ln(3)) =

𝑒
1
2
ln(3) + 𝑒−

1
2
ln(3)

2
=
√3 +

1

√3
2

=
3 + 1

2√3
=
2

√3
 

De même on a :  

𝐬𝐡(
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟑)) =

𝒆
𝟏
𝟐
𝐥𝐧(𝟑) − 𝒆−

𝟏
𝟐
𝐥𝐧(𝟑)

𝟐
=
√𝟑 −

𝟏

√𝟑
𝟐

=
𝟑 − 𝟏

𝟐√𝟑
=
𝟏

√𝟑
 

b) On sait que :  

tan(x) =
1

√3
=

1
2

√3
2

=
sin (

𝜋
6)

cos (
𝜋
6)
= tan (

𝜋

6
) 

Come tan est bijective sur ]−
π

2
;
π

2
[, on en déduit donc que :  
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{
𝐭𝐚𝐧(𝐱) =

𝟏

√𝟑

𝒙 ∈ ]−
𝛑

𝟐
;
𝛑

𝟐
[

⟺ 𝒙 =
𝝅

𝟔
 

2) On sait que :  

tan (
𝜋

6
) =

1

√3
= sh(

1

2
ln(3)) 

Or on sait d’après la partie A ou la partie B que :  

∀ x ∈ ℝ,
1

2
arctan(sh(x)) = arctan(

sh(x)

1 + ch(x)
) 

On en déduit donc que :  

𝜋

12
= arctan(

sh (
1
2
ln(3))

1 + ch (
1
2
ln(3))

) 

⟹ 𝐭𝐚𝐧(
𝝅

𝟏𝟐
) =

𝐬𝐡 (
𝟏
𝟐
𝐥𝐧(𝟑))

𝟏 + 𝐜𝐡 (
𝟏
𝟐
𝐥𝐧(𝟑))

=

𝟏

√𝟑
 

𝟏 +
𝟐

√𝟑

=
𝟏

𝟐 + √𝟑
 

3) On a :  

tan (
𝜋

6
) = tan (2 ×

𝜋

12
) =

2 tan (
𝜋
12)

1 − tan2 (
𝜋
12)

 

On en déduit donc que tan (
𝜋

12
) est solution de :  

𝑋2 + 2√3𝑋 − 1 = 0 

Or on sait que :  

𝑋2 + 2𝑋 − 1 = 0 ⟺ 𝑋 ∈ {−√3 − 2 ; 2 − √3} 

Or on sait que : 
𝜋

12
∈ [0;

𝜋

2
[ ⟹ tan (

𝜋

12
) > 0 

On en déduit donc que ;  

𝐭𝐚𝐧(
𝝅

𝟏𝟐
) = 𝟐 − √𝟑 

Remarque : On a :  
1

2 + √3
= 2 − √3 

 

 

Problème 2 : Calcul des sommes des puissances successives des n premiers entiers naturels non nul 

 

 Soit (ℓ, n) ∈ ℕ × ℕ∗. On pose :  

Sℓ(n) = ∑kℓ
k=n

k=1

 

Le but de ce problème est de donner une relation de récurrence entre Sℓ(n) et tous ses prédécesseurs  Sk(n), pour 

𝑘 ∈ ⟦0; ℓ − 1⟧. 
 

Partie A : Ce que l’on connait déjà 

1) Déterminer la valeur de S0(n) en fonction de 𝑛. 

2) Déterminer la valeur de S1(n) en fonction de 𝑛. 

3) Démontrer que : 

S2(n) =
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1) 

6
 

 

Partie B : Une formule de récurrence 
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1) Enoncer la formule du binôme de Newton sur ℝ.  

2) On pose :  

A = ∑ kℓ+1
k=n+1

k=2

 

a) Démontrer que :  

∀(ℓ, n) ∈ ℕ2, A = (n + 1)ℓ+1 + Sℓ+1(n) − 1 

b) Démontrer que :  

∀(ℓ, n) ∈ ℕ2, A = Sℓ+1(n) +∑(
ℓ + 1

k
)

ℓ

k=0

Sk(n) 

(𝐼𝑛𝑑𝑖𝑐𝑒 : On pourra utiliser le fait que : ∑ kℓ+1
n+1

k=2

=∑(k + 1)ℓ+1
n

k=1

 et utilisez le binôme de Newton) 

c) En déduire la relation (ℛℓ,𝑛) suivante :  

∀(ℓ, n) ∈ ℕ2, (ℛℓ,𝑛) ∶  (ℓ + 1)Sℓ(n) = (n + 1)
ℓ+1 − 1 −∑(

ℓ + 1

k
)

ℓ−1

k=0

Sk(n) 

3) Dans cette question, on rappelle que :  

𝑆3(𝑛) = ∑𝑘3
𝑛

𝑘=1

=
𝑛2(𝑛 + 1)2

4
 

A l’aide de la relation  (ℛ4,𝑛), déterminer  𝑆4(𝑛). 
 

Partie C : un peu de Python ! 

 

Ecrire une fonction Python sommeentier(ℓ, n) qui en argument prend deux entiers naturels, avec n non nul, et en 

sortie affiche la valeur de Sℓ(n). 
 

 

Partie A : Ce que l’on connait déjà 

 

1) On a  

∀𝒏 ∈ ℕ∗, 𝐒𝟎(𝐧) = ∑𝐤𝟎
𝐤=𝐧

𝐤=𝟏

= ∑𝟏

𝐤=𝐧

𝐤=𝟏

= 𝟏 + 𝟏 +⋯+ 𝟏⏟        
𝐧 𝐟𝐨𝐢𝐬

= 𝐧 

2) On peut utiliser la méthode de Gauss :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, S1(n) = ∑k

n

k=1

=∑(n + 1 − k)

n

k=1

⟹ 2𝑆1(𝑛) = ∑k

n

k=1

+∑(n + 1 − k)

n

k=1

=∑(n + 1)

n

k=1

= 𝑛(𝑛 + 1) 

⟹ 𝑺𝟏(𝒏) = ∑𝐤

𝐧

𝐤=𝟏

=
𝒏(𝒏 + 𝟏)

𝟐
 

3) On peut le faire par récurrence :  

∀n ∈ ℕ∗, 𝒫(n): " ∑k2
n

k=1

=
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6
" 

 

Initialisation : Pour n = 1 on a :  

∑k2
1

k=1

= 13 = 1 

1(1 + 1)(2 × 1 + 1)

6
=
6

6
= 1 

Donc 𝒫(1) est vraie. 

 

Hérédité : Soit n un entier naturel non nul fixé. On suppose que 𝒫(n) est vraie. On a alors :  
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∑k2
n

k=1

=
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6
        (𝐇𝐑𝐧) 

On veut montrer que :  

∑k2
n+1

k=1

= ∑k2
n

k=1

=
(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)(2𝑛 + 3)

6
  

On sait que :  

∑k2
n+1

k=1

=∑k2
n

k=1⏟  
𝐇𝐑𝐧

+ (n + 1)2 

=
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6
 + (n + 1)2 

=
(n + 1)

6
(n(2n + 1) + 6𝑛 + 6) 

=
(n + 1)

6
(2n2 + 7n + 6) 

Ici on peut conclure de deux façons différentes :  

 

 Méthode 1 : On développe le résultat voulu :  

∀n ∈ ℕ∗, (𝑛 + 2)(2𝑛 + 3) = 2𝑛2 + 7𝑛 + 6 
On en déduit donc que :  

∑k2
n+1

k=1

=
(n + 1)

6
(2n2 + 7n + 6) =

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)(2𝑛 + 3)

6
 

 

 Méthode 2 : On factorise le polynôme 𝑷(𝒏) = 𝟐𝒏𝟐 + 𝟕𝒏 + 𝟔 grâce à ses racines. 

On résout :  

2𝑥2 + 7𝑥 + 6 = 0 ⟹ Δ = 49 − 2 × 6 × 4 = 1 
On en déduit donc que :  

2𝑥2 + 7𝑥 + 6 = 0 ⟺ 𝑥 ∈ {
−7 − 1

4
;
−7 + 1

4
} ⟺ 𝑥 ∈ {−2;−

3

2
} 

On en déduit donc que   

∀𝑥 ∈ ℝ, 2𝑥2 + 7𝑥 + 6 = 2(𝑥 − (−2))(𝑥 − (−
3

2
)) = 2(𝑥 + 2) (𝑥 +

3

2
) = (𝑥 + 2)(2𝑥 + 3) 

On en déduit donc que :  

∑k2
n+1

k=1

=
(n + 1)

6
(2n2 + 7n + 6) =

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)(2𝑛 + 3)

6
 

 

On en déduit donc que si 𝒫(n) est vraie, alors 𝒫(n + 1) aussi. 

Conclusion : 𝒫(1) est vraie et 𝒫(n) est héréditaire donc d’après le principe de récurrence 𝒫(n) est vraie pour tout 

entier naturel n. 

 

 

Partie B : Une formule de récurrence 

1) On a :  

∀(𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2, ∀𝑛 ∈ ℕ, (𝑎 + 𝑏)𝑛 =∑(
𝑛
𝑘
)𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

2) On pose :  

A = ∑ kℓ+1
k=n+1

k=2

 

a) On a :  
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∀(ℓ, n) ∈ ℕ × ℕ∗, A = ∑ kℓ+1
k=n+1

k=2

= ∑kℓ+1
k=n

k=2

+ (n + 1)ℓ+1 = ∑kℓ+1
k=n

k=1

− 1ℓ+1 + (n + 1)ℓ+1 

= (n + 1)ℓ+1 + Sℓ+1(n) − 1 

b) On a :  

∀(ℓ, n) ∈ ℕ × ℕ∗, A = ∑ kℓ+1
k=n+1

k=2

= ∑(k + 1)ℓ+1
k=n

k=1

= ∑∑(
ℓ + 1

i
) ki

ℓ+1

i=0

k=n

k=1

=∑∑(
ℓ + 1

i
) ki

k=n

k=1

ℓ+1

i=0

 

=∑(
ℓ + 1

i
)∑ki
k=n

k=1⏟  
Si(n)

ℓ+1

i=0

=∑(
ℓ + 1

i
) Si(n)

ℓ+1

i=0

= (
ℓ + 1

ℓ + 1
)

⏟    
=1

Sℓ+1(n) +∑(
ℓ + 1

i
) Si(n)

ℓ

i=0

 

= Sℓ+1(n) +∑(
ℓ + 1

k
)

ℓ

k=0

Sk(n) 

c) D’après la question 1 et 2 on en déduit que : 

∀(ℓ, n) ∈ ℕ × ℕ∗, (n + 1)ℓ+1 + Sℓ+1(n) − 1 = Sℓ+1(n) +∑(
ℓ + 1

k
)

ℓ

k=0

Sk(n)  

On a donc :  

∀(ℓ, n) ∈ ℕ × ℕ∗, (n + 1)ℓ+1 − 1 =∑(
ℓ + 1

k
)

ℓ

k=0

Sk(n)  

Or on voit que :  

∑(
ℓ + 1

k
)

ℓ

k=0

Sk(n) = ∑(
ℓ + 1

k
)

ℓ−1

k=0

Sk(n) + (
ℓ + 1

ℓ
) Sℓ(n) 

De plus on sait que : 

(
ℓ + 1

ℓ
) =

(ℓ + 1)!

ℓ! (ℓ + 1 − ℓ)!
=
(ℓ + 1)!

ℓ!
= ℓ + 1 

On en déduit donc que :  

∀(ℓ, n) ∈ ℕ × ℕ∗, (ℓ + 1)Sℓ(n) = (n + 1)
ℓ+1 − 1 −∑(

ℓ + 1

k
)

ℓ−1

k=0

Sk(n) 

3) On a : 

∀(ℓ, n) ∈ ℕ × ℕ∗, (ℓ + 1)Sℓ(n) = (n + 1)
ℓ+1 − 1 −∑(

ℓ + 1

k
)

ℓ−1

k=0

Sk(n) 

On utilise cette relation pour ℓ = 4 ∶  

5 × S3(n) = 5 ×∑k4
k=n

k=1

= (n + 1)5 − 1 −∑(
5

k
)

3

k=0

Sk(n) 

= n5 + 5n4 + 10n3 + 10n2 + 5n − ((
5

0
) S0(n) + (

5

1
) S1(n) + (

5

2
) S2(n) + (

5

3
) S3(n)) 

Or on sait que :  

(
5

0
) = 1, (

5

1
) = 5 et (

5

2
) =

5!

3! 2!
= 10, (

5

3
) = 10 

On a donc : 

5 × S4(n) = n
5 + 5n4 + 10n3 + 10n2 + 5n − n −

5n(n + 1)

2
− 10 ×

n(n + 1)(2n + 1)

6
− 10

n2(n + 1)2

4
 

= n5 + 5n4 + 10n3 + 10n2 + 4n −
5

2
(n2 + n + n4 + 2n3 + n2) −

5

3
(2n3 + 3n2 + n) 

=
6n5 + 30n4 + 60n3 + 60n2 + 24n − 15n4 − 30n3 − 30n2 − 15n − 20n3 − 30n2 − 10n

6
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=
6n5 + 15n4 + 10n3 − n

6
 

On a donc :  

∀n ∈ ℕ, S4(n) =
6n5 + 15n4 + 10n3 − n

30
 

Remarque : On peut s’arrêter là ou bien factoriser le numérateur.  

On pose :  

P(x) = 6x5 + 15x4 + 10x3 − x = x(6x4 + 15x3 + 10x2 − 1) = xQ(x) 
On chercher à factoriser le polynôme Q(x) avec :  

Q(x) = 6x4 + 15x3 + 10x2 − 1 

On doit donc chercher les racines de Q. 

On remarque que :  

Q(−1) = 0 

On a donc :  

Q(x) = (x + 1)(ax3 + bx2 + cx + d) 

Par identification simple, on a de suite que a = 4 (seul terme en x4 en développant) et d = −1 (seul terme constant). 

On a donc :  

∃(b, c) ∈ ℝ2, tel que ∀x ∈ ℝ, 6x4 + 15x3 + 10x2 − 1 = (x + 1)(6x3 + bx2 + cx − 1)  
On peut donc prendre deux valeurs de x distinctes.  

Pour x = 1 on a :  

30 = 2(5 + b + c) ⟹ b + c = 10 

Pour x = −2 on a :  

15 = −(−48 + 4b − 2c − 1) ⟹ 2b − c = 17 

On a donc le système suivant :  

{
b + c = 10
2b − c = 17

⟹ 3b = 27 ⟹ b = 9⟹ c = 1 

On en déduit donc que : 

∀x ∈ ℝ, 6x4 + 15x3 + 10x2 − 1 = (x + 1)(6x3 + 9x2 + x − 1) 

On peut aller plus loin puisque x = −
1

2
 est racine (mais là ce n’est plus évident !! 

On a donc :  

∀x ∈ ℝ, 6x4 + 15x3 + 10x2 − 1 = (x + 1)(2x + 1)(3x2 + 3x − 1) 
Au final on obtient :  

∀n ∈ ℕ, S4(n) =
n(n + 1)(2n + 1)(3n2 + 3n − 1)

30
 

 

Partie C : Un peu de Python 

On a le programme suivant qui fonctionne :  

 
 

Remarque 1 : Il faut faire attention avec le range(1,n+1). Il renvoie une liste (en fait un tupple !) qui va de 1 jusqu’à 

n. Il ne prend jamais le dernier ! 

 

Remarque 2 : Pour vérifier notre programme on peut faire par exemple :  

 
C’est la fameuse légende sur Gauss :  
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1 + 2 +⋯+ 99 + 100 = 5050 

 

Vous savez aussi que :  

∑k2
k=n

k=1

=
n(n + 1)(2n + 1)

6
   

On peut essayer avec une valeur de n non négligeable !! 

 
Notre programme semble fonctionner ! 

 


