Correction DS n°2
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|Exercice 1 : Limite d’une somme|

Le but de cet exercice est de calculer :
n

_ 1
M, ) aretan (7= 7)

Dans toute la suite de cet exercice, on pose :

f(x) = arctan (ﬁ)

1) Rappeler I’ensemble de définition de arctan et en déduire I’ensemble de définition de f.
2) Démontrer que :

1
Vx € R, arctan’(x) =
X arctan’(x) T2
3) En déduire que :
1
Vx € R,arctan (m) = arctan(x + 1) — arctan(x)

4) Démontrer que :
vn €N, S, = arctan(n + 1)
5) Déterminer la limite de S, en +oo.

1) On sait que arctan est définie sur R. On en déduit donc que :
Dr={x€R1+x+x*+#0}
Orona:

1\ 3 3
Vx €ER,1 2=< —) —>—
X +x+x x+2 +4 4>O

On en déduit donc que Dy = R.
2) On sait que :
Vx € R, tan’(x) = 1 + tan?(x)
On en déduit donc que :
1 1

Vx € R,arctan’(x) = =
) 1+ tan?(arctan(x)) 1+ x?

3) On pose pour tout X positif :

vx > 0,g(x) = arctan( — arctan(x + 1) + arctan(x)

X2 +x+ 1)
g € D(R) par composé de fonctions dérivables et :

x> 0,8'(0) 2x+1 1 1 . 1
= — X —_
x=50g W (x%2+x+1)2 14 1 1+(1+x)? 1+x2
(1+x+x2%)?
B —2x—1 +—1—x2+1+(1+x)2
14+ &x2+x+1)2 0 1+x)(A+ (1 +x)?)
—2x—1 2x+ 1

1+ (x24+x+1)2 * (1+x2)(1+ (1 +x)2)

Orona:
VxER, 1+ x*+x+1)% =2+ 2x+ 3x? +2x3 +x*
De méme on a :
A+x)A+ A +x3)=1+x3)2+2x+x2%) =2+ 2x+3x%+2x3 +x*
On en déduit donc que :
vx>0,g'x) =0

Donc la fonction g est constante sur R*.
Orona:

f(0) = arctan(1) — arctan(1) + arctan(0) = 0
On en déduit donc que :
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vx = 0, arctan( ) = arctan(x + 1) — arctan(x)

x2+x+1
b)Ona:
n 1 n
vneN,S, = kZO arctan (W) = kZ:O(arctan(k + 1) — arctan(k))
= arctan(n + 1) — arctan(0) (par télescopage)
= arctan(n + 1)
On en déduit donc que :

lim S, ==
oS0 T o

Exercice 1 : Les fonctions trigonométriques réciproques
Dans tout cet exercice on pose :

1
f:x » arccos[cos(x)] + Earccos[cos(Zx)]

1) a) Déterminer la valeur de f(0) en justifiant.

b) Soit k € Z. Déterminer la valeur de f((Zk + 1)11).
2) Démontrer que 1’ensemble de définition de f est R.
3) Démontrer que f est paire.

4) Montrer que f est 2w —pédiodique.

5) Tracer le graphe de f sur [—4m; 47].

(Indication : On pourra distinguer deux cas : [0 ; g] , E ; n])

1) a) f(0) = arccos(cos(0)) + %arccos(cos(O)) = %arccos(l) =0
b)Ona:

vk € Z, f((Zk + 1)1T) = arccos(cos((Zk + 1)11)) +% arccos [cos (2((2k + 1)11))]

1
= arccos(—1) + Earccos(l)

=T
2) On sait que :
Darccos = [—1; 1] et Vx € R, cos(x) € [—1; 1].
On en déduit donc que Df = R.
3)Ona:

Vx € R, f(—x) = arccos[cos(—x)] + %arccos[cos(Z(—x)] = arccos[cos(x)] + %arccos[cos(Zx)] = f(x)

Donc f est paire.
4)Ona:

1 1
vx € R, f(x + 2m) = arccos[cos(x + 2m)] + Earccos[cos(Z(x + 2m)] = arccos[cos(x)] + Earccos[cos(Zx)]

Car cos est 21 —périodique.
On en déduit donc que f est 2 —périodique.
5) 11 suffit d’étudier f sur [0; 7] puis de la prolonger sur [—Tt; 7] par parité puis sur [—4; 41| par périodicité.
Ona:
TC
VX € [O;E]'ZX € [0; 7]
De plus on sait que :
Vvx € [0; ], arccos(cos(x)) = x
On en déduit donc que :
T 1 1
VX € [0; E] ,f(x) = arccos[cos(x)] + Earccos[cos(Zx)] =x+ 3 X 2X = 2X

De plus on sait que :




VX € [g;n],Zx € [m; 21]
De plus on sait que :
Vvx € [m; 2m], cos(x) = cos(m+ «) = cos(m— a) aveca =X — T
Deplusona:
VX € [m; 2m],x — 1 € [0; 7]
On en déduit donc que :
vx € [m; 2m], arccos(cos(x)) = arccos(cos(m—a)) =m—a=m—(X—m) = 2T —X

On en déduit donc que :

g 1 1
VX € [E;n] ,f(x) = arccos[cos(x)] + Earccos[cos(Zx)] =x+ 5 2n—2x) =7
On a donc le graphe de f sur [0; 1] :

Par parité on a :

Enfin on prolonge par périodicité :
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am -Tml2 -3m -5ml2 -2m -3ml2 - -T2 o ™2 s 3mi2 2w 5mi2 am Tmi2

|Exercice 3 : Une bijection sur un sous-ensemble de (C|
Dans tout cet exercice on pose :

C\{-i}-cC

f Z—1
H

z iz—1

1) Montrer que f réalise une bijection de C\{i} dans un sous-ensemble de C a déterminer.
2) Déterminer une expression de f~1(z) pour tout z € C\{—i}.
3) Déterminer f~1(R).
4) Démontrer que 1’équation f(z) = z admet deux solutions distinctes.
5) Dans cette question on souhaite montrer que :
fH(U\{-}) =R
a) Montrer que :
i0

0 . (9
vO e R,1 —e!® = —2isin (E) ez
b) En déduire que :
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-1

tan (9 7)

m 3m )
Vo € ——;—[,f(z)=e‘e<:)z:
2’2 o m
24

¢) Soit n € N,n > 2. Rappeler les solutions de z" = 1.

d) Résoudre I’équation (f(z))n = 1 et montrer que toutes les solutions sont réelles.

1) Soitz" € C. On résout :

f(z) =Z'<=>_Z_1=Z'<:)Z(1—iZ’) =i—17
iz—1
1cas:Si1—iz' =0
On sait que :
1-iz =07z =-i
Orona:
i—(—i)=2i%0

On en déduitque f(z) = —i<=z€Q
2mecas:1—iz' =0
On a alors :

f(r) = o' _i=Z 2 =i

(z) =1z @Z_l—iZ’_iZ'—l_f(Z)
On en déduit donc que f est bijective de C\{—i} dans lui-méme et qu’elle est involutive : f~1 = f.
2) On I’a déja fait précédemment !
3) On sait que f"}(R) = {z € C\{-i},Im(f(z)) = 0}.
On pose z = x + iy, (x,y) € R?\{(0; —1)}. On a alors :

] x+i(y—1)
f(X+ly)=(_1_—y)+iX
_(x+iy-D)(-r+D - ix)

(1+y)?+x2
X+ D+xy-1) x>+ 1-y?
B (1+y)?+x? l(1+y)2+x2

On en déduit donc que :
f(z) e R < z e U\{-i}
4) On résout :

f@) =z =z iz2-2z+i=0

zZ—1
iz—1

Ona:A=4—-4i>=8

On en déduit donc que I’équation admet deux solutions distinctes car A # 0. On ne cherche pas forcément les
solutions.

Les voici tout de méme :

( 2—2V2
=2 "o i(Vz2-1
z—i n=—p—=i(2-1)
A 1=Z=> ou
lZ —
24+ 242
Zy =2—l:—l(1+\/§)

5) a) On sait que :
; o, 0 10 A4
V9€R,1—€‘9=62<e 2—e2)=—2isin<§)ez
b) On sait que :

T 3T i0 Z—1 0
VBE]—— [,f(z)=e1 s = e!

2’21 iZ—1
@Z(l—iele) =i—el®

= (1 — ei(e“%)) = i(l + ei(e%))




Page 5 sur 14

& —2izsin (g + E) ei(g+%) = 2icos (g + E) ei<g+%>

4 4
e
“m(ﬂ%)

¢) On sait que :
2ikn
M=1ez=en ke[0;n—1]
d) On sait que :

n 2ikm 1 1
(f(z)) =l f(z)=en @Zz—k—avecke[[O;n—l]],ki—n
T T 4

tan(7+z

Remarque : L’énoncé est ici incomplet ! La question 5) nous demande de montrer que :

| f~1(U\{-i}) = R

Cependant aucune sous-question ne nous demande de conclure ! C’est déja un premier probléme.
Ensuite si les questions et 2 et 3 sont bien faites, on a démontré que f était bijective, que f =1 = f et que f "1(R) =
U\{=i}. Onadonc:

fIR) = U\{-i} & f(R) = U\{-i} & R = (U\{-i})
Donc il n’y a aucun calcul a faire. Ce que je viens de faire précédemment, nous ne pouvons le faire que si f est
bijective. Sinon on peut avoir f(4) = B et f~1(B) # A. Il suffit de prendre f:x ~ x?,A = [0;1] et B = [0;1]. On a
alors :

fA)=Betf'(B)=[-1;1] # A

Mais ici il n’y a aucun probléme !

Bon admettons que f ne soit pas bijective, et que I’on veuille démontrer que R = f~1(U\{—i}).
C’est-a-dire que 1’on cherche tous les antécédents z € U\{—i} tel que f(z) € U\{—i}.
On sait que U\{—i} = {Z =ef 9% — % [27‘[]}. Ainsi on résout :
f(z) = e
Ensuite on fait le calcul :

f(z)=ei® o z= —m (avec RS —g[ZTC])

fHO\{-H =R
Encore faut-il montrer I’autre inclusion. On peut le faire de deux fagons.
Soit on prendre un z € R et on montre que f(z) € f~1(U\{—i}), ce qui montre que R = f~1(U\{—i}).
Ou bien on se sert de I’équivalence :

On a donc montré que :

. 1 T
f(z2)=e? & z=- 5 (avec@f—i[Zn])
tan (z + )
Puis on montre que
1

g H 6 P= —-—-—
tan (g + %)
Réalise une bijection de ] —g ;3771 [ dans R, ce qui prouve que f(x) € U\{—-i} = z€ R

|Probléme : Des fonctions hyperboliques|
Le but de ce probléme est de démontrer que :

1
VXE ]R,Earctan(sh(x)) = arctan(

sh(x)
1+ ch(x))

Partie A : En utilisant la dérivation
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1) On pose :
R - R R - R
sh(x)
1+ ch(x)

: 1 :
f X Earctan(sh(x)) 8  1x arctan(

a) Démontrer que :

! 1 1 !
vVx€ERf'(x) _Exch(x) =g'(x)
b) En déduire que :
1 sh(x
VXE R,Earctan(sh(x)) = arctan (T(h)(x)
Partie B : Grice a la tangente
1) Rappeler le domaine de définition de la tangente, noté Dy,
2) a) Démontrer que :
V x € R, 2f(X) € Dian
b) Déterminer 1’expression de tan(Zf(x))

3) a) Etudier la fonction :
R-R
sh(x)

X 1+ ch(x)

h:

b) En déduire que : Vx € R, h(x) € |—-1;1[
¢) En déduire que : Vx € R, 2g(X) € Dian

d) Montrer que : VX € R, tan(Zg(X)) = sh(x)
e) En déduire le résultat voulu.

Partie C : Une application
1) a) Démontrer que

ch Gln(3)) = % etsh (%ln(B)) = %

b) Déterminer I’unique x € ]— g,g[ tel que :

1
tan(x) = —
V3
2) En déduire que :
T 1
t. —) =
() =73
3) Proposez une autre fagcon de déterminer la valeur de tan (g)
Partie A :
I)a)Ona:

R 1 sh'(x) 1 ch(x) 1 1
VXERf (x)_Exl+sh2(x)_Exchz(x)_zxch(x)

Deplusona:

B B sh(x)
Vx ER,g(x) = arctan(u(x)) avec u(x) = Th(x)
On a d’une part :
) ch(x)(1 + ch(x)) — sh*(x) 1+ ch(x) 1
\4 R, = = =
x e (1+ ch(x))2 (1+ ch(x))2 1+ ch(x)
On en déduit donc que :
1
u'(x) B 1+ ch(x) B 1+ ch(x) 1+ ch(x)

Vx ER,g'(x) =
1+ ch(x)

1+u(x) 1+ ( sh(x) )2 B (1+ ch(x))z + sh2(x) T 1+ 2ch(x) + ch2(x) + sh2(x)
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Or on sait que :
Vx € R, ch?(x) + sh?(x) = ch?(x) + (ch?(x) — 1) = 2ch?(x) — 1
On en déduit donc que :

vx €R g'(x) = 1+ ch(x) _EXL
rERIg= 2ch(x)(1 + ch(x)) - 27 ch(x)
On a bien :
1 1
VxeRf(x)= 3 X h(d) =g'(x)
b) On pose :
Vx€RhEx) = f(x) —gx)
Ona:

VXERKNE) =f'(x)—g'(x)=0
On en déduit donc que :
dc e R,h(x) =c=h(0)=f(0)—g(0)=0
On en déduit donc que :

1
V X € ]R{,Earctan(sh(x)) = arctan(

sh(x)
1+ ch(x))

Partie B :
1) On sait que :

D =U]—E+kn'z+kn[
- = 2 2

2) a) On sait que :
V x € R, arctan(x) € ]—E'E
’ 2'2
On en déduit donc que :

T
VX ER, arctan(sh(x)) € ]—E;E
On en déduit donc que :

V x € R, 2f(x) € Dyanl

b)Ona:

Vv x € R, tan(2f(x)) = tan(arctan(sh(x))) = sh(x)

3) a) On pose :
sh(x)

Vx € Ru(x) = Th()()

sh(—x) B sh(x)
1+ch(—x) 1+ch®)

Vx € Ru(—x) =

Donc u est impaire.
De plus on sait que :
ch(x)(1 + ch(x)) — sh?(x) _ 1+4ch() 1

= = >0
(1+ ch(x))2 (1+ ch(x))2 1+ ch(x)

vVx € Ru'(x) =

Donc u est strictement croissante sur R.
Deplusona:

X — g%
li sh(x) s 2 _ e* = | 1 =1
x—lgloo 1+ ch(x) n x—>r-l¥loo 14+ eX+e X x—1>+002 +ex x—1>I-P°0 2e X +1

2

car xl—i>$100 e *=0
Par imparité on en déduit donc que :
: sh(x)
xl—lgloo 1+ ch(x) -
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b) On en déduit donc que :

vx € R sh(x) €]l -1;1
*ER T ch(x) =11
¢) On a d’aprées la question précédente :
Vx ER,—-1< sh) <
e 1+ ch()
sh(x)

= arctan(—1) < arctan( > < arctan(1) (car arctanest croissante sur R)

1+ ch(x)
= -Tcgn <=
4 SISy
s T
= -3 <2g(x) < 3
On en déduit donc que : [V X € R, 28(x) € Dyayl
d)Ona:
VxE€R,2g(x) =2arct sh(x)
X ,2g(x) = 2arctan T+ ch(
sh(x
= tan(2g(x)) = tan <2 arctan <T(h)(x)>>
Or on sait que :
v E] nln[ tan(2x) = 2 tan(x)
x 4 gl AN 1 —tan2(x)
On en déduit donc que :
h(x) sh(x)
2 tan (arctan (S—)) —
Ve R tan(2g() - o =
1 — tan? (arctan (—)) _ <S—X)
1+ ch(x) 1 1+ ch(®)
sh(x)(1 + ch(x sh(x)(1 + ch(x
SR eh) GO eh)
(1+ ch(x))” — sh?(x) 2(1+ ch(x))
e) On a démontré grace aux questions précédentes que :
VxER, tan(Zg(X)) = tan(Zf(x))
Deplusona:
Vx€R,2g(x) € ]—Ez[ et 2f(x) € ]—EE
' 2'2 2'2
Comme tan est bijective sur ]— g ; g[, on en déduit donc que :
Vx€ER,2g(x) =2f(x)
Ainsi :
vx € R g(x) = f(x)
Partie C
I)a)Ona:
1
1 1 L
h(ll (3)) e2N®) 4 3@ V34 B 341 2
C —1n = = = = —
2 2 2 2V3 V3
De méme on a :
1
sh (—ln(3)> = = - - |
2 2 2 23 /3

b) On sait que :

1
1 5 T
2

)}

Come tan est bijective sur ]—g ; g[, on en déduit donc que :
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tan(x) = —
E]_E.E 6
* 2°'2

2) On sait que :

Or on sait d’aprés la partie A ou la partie B que :

v eRl tan(sh(x)) = arct sh()
X ,5arctan(sh(x)) = arctan T+ ch(o)
On en déduit donc que :
1
T sh (iln(S))
= arctan I
1+ch (zln(3))
1 1
o sh (51n(3) NG 1
— tan (12) = (2 i ) = ‘/§2 =
1+ch(zIn@3)) 1+-= 2+V3

3)Ona:

2 tan I
tan (g) = tan (2 Xlﬂ_z) = %

On en déduit donc que tan ( ) est solution de :

X2+2V3X-1=0
Or on sait que :
X?+2X-1=0=X€{—3-2;2-3}
Or on sait que :
[0 [=>tan( )>0

On en déduit donc que ;

tan( )—2 V3|
Remarque : On a:
1
=2-43
2+43

|Pr0bléme 2 : Calcul des sommes des puissances successives des n premiers entiers naturels non nul|

Soit (¢,n) € N X N*. On pose :

Se(n) = kil:lk[

=1
Le but de ce probléme est de donner une relation de récurrence entre S,(n) et tous ses prédécesseurs Sy (n), pour
k € [[0;¢ —1].

Partie A : Ce que ’on connait déja
1) Déterminer la valeur de Sy(n) en fonction de n.
2) Déterminer la valeur de S; (n) en fonction de n.
3) Démontrer que :
nn+1)(2n+1)

6

Sp(n) =

Partie B : Une formule de récurrence
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1) Enoncer la formule du binome de Newton sur R.
2) On pose :

k=n+1

A= z ki’+1

k=2
a) Démontrer que :
V(&,n) N2 A=+ 1)1 +S,,,(n)—1
b) Démontrer que :

¢
V(#,n) € N2, A=S,,,(n) + Z ({) 1- 1) Sk(n)
k=0

n+1 n
(Indice : On pourra utiliser le fait que : Z kf+l = Z(k + 1)*! et utilisez le bindme de Newton)
k=2 =
¢) En déduire la relation (R,g n) suivante :

£-1
£+1
V(6,n) € N?, (Ryp) ¢ (£+ 1DSp(n) = (n+ 1)1 — 1 — Z ( )Sk(n)
k=0
3) Dans cette question, on rappelle que :

n?(n+ 1)2
Sa(n) = Z K3 = ( )
A Paide de la relation (R, ), déterminer S,(n).
Partie C : un peu de Python !

Ecrire une fonction Python sommeentier(£, n) qui en argument prend deux entiers naturels, avec n non nul, et en
sortie affiche la valeur de S,(n).

Partie A : Ce que I’on connait déja

I)Ona

VnEN*SO(n)—Zk°:ZI—1+1+ ‘+1=n|
k=1 k=1

n fois

2) On peut utiliser la méthode de Gauss

n

Vn € N* S(n)—Zk Z(n+1—k)=>251(n)= k+Z(n+1—k)—Z(n+1)—n(n+1)

=1 k=1 k=

= S1(n) =Zk=@
k=1

3) On peut le faire par récurrence :

n
+1D@2n+1
VneN*,?(n):"sz:n(n ent ),
k=1

6

Initialisation : Pourn=1ona:

Zk2—13—1

1(1+1)(2><1+1) 6_1
6 6

Donc P (1) est vraie.

Hérédité : Soit n un entier naturel non nul fixé. On suppose que P(n) est vraie. On a alors :
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i 2 _ Mt DEn+1)

; (HRy)
k=1
On veut montrer que :
n+1 n
Zkz: Zkz _ n+1)(n+2)2n+3)
6
k=1 k=1
On sait que :
n+1 n
Zkz :Zk2+(n+1)2
k=1 k=1
HR,
nn+1(2Zn+1
= ( )6( ) + (n+1)2
n+1
:( z )(n(2n+1)+6n+6)
_(m+1)

(2n? +7n+6)

Ici on peut conclure de deux fagons différentes :

e Meéthode 1 : On développe le résultat voulu :
vneN*,(n+2)2n+3)=2n>+7n+6

On en déduit donc que :
n+1

Zkz=(n+1)(2n2+7n+6):(n+1)(n+62)(2n+3)

k=1

e Maéthode 2 : On factorise le polynéme P(n) = 2n? + 7n + 6 grice a ses racines.
On résout :
2x2+7x+6=0=A=49-2x6x4=1
On en déduit donc que :

202 +7x+6=0 & e{_7_1-_7+1}<=> e{ 2; 3}
X X = X R X =3
On en déduit donc que

Vx €ER,2x%>+7x + 6 = 2(x—(—2))<x—(—;)> = 2(x+2)<x+;) =(x+2)(2x+3)

On en déduit donc que :

n+1
ZkZ _ (n+1)(2n2+7n+6) _ (n+1)(n+62)(2n+3)
k=1

On en déduit donc que si P(n) est vraie, alors P(n + 1) aussi.
Conclusion : P(1) est vraie et P(n) est héréditaire donc d’apres le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout
entier naturel n.

Partie B : Une formule de récurrence

1)Ona:
n
V(a,b) €RZVnEN, (@ +b)" = ) (1) a*b"*
k=0
2) On pose :
k=n+1
A= Z kf+1
k=2

a)Ona:
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k=n+1 k=n k=n
v(¢,n) ENx N* A = Z kf+1 = z k1 4+ (n+ 1)1 = Z kf+1 — 1441 4 (n + 1!
k=2 k=2 k=1
=+ 1) +S,,,(n)—1
b)Ona:
k=n+1 k=nf+1 241 k=n 241
V(£,n) € N x N, A = KO+ = Z(k+1)*’+1 ZZ( ) i= Z( ) ki
k=2 0 k=1

Zfz<f+1)

i=0

(7M§

Z<{’+ 1) Si(n) = ({’+ 1) Se+1(n) +iz(;< i )si(n)
= — -
= Spy1(n) + Z{}: (f -|1; 1) Sk(n)

k=0

c) D’aprés la question 1 et 2 on en déduit que :

i(n)

£
V(en) € N x N*, (n+ 1)1 + S, (n) — 1 = Sy, 1 (n) + Z ({) ; 1) S, (n)

On a donc :

£
V(6,n) €N XN, (n+ 1)1 —1 = Z ({) ;: 1) S (n)

k=0
Or on voit que :

? —
£+1 £+1 £+1
Y )sm =" (0 ) s+ (T, ) sem
k £
k=0 k=0
De plus on sait que :
£+1 £+ 1)! £+ 1)!
( ) ¢+t E+ 1! — 1
£ LE+1-0) ¢
On en déduit donc que :
£—
) " 041
V(e,n) €N x N, (£ + 1)S,(n) = (n+ 1)+ — 1 —Z( . )Sk(n)
k=0
3)Ona:
£-1
i ri1 £+1
V(6,n) € N x N, (£ + 1)Sp(n) = (n + 1)%+1 — 1 — ( . )Sk(n)
k=0
On utilise cette relation pour £ = 4 :
k=n 3 5
5 x S3(n) = 5><Zk4 _ (n+1)5—1—z<k)5k(n)
k=1 k=0

=n®+5n* + 10n® + 10n? + 5n — (((5)) So(n) + (i) S;(n) + (;) S,(n) + (2) S3(n)>

0 1 2 3. 2. 3

5n(n+ 1) nn+1)2n+1) n?(n + 1)?

————10 X 10—

c 2 56 4
=n° + 5n* + 10n3 + 10n? +4n—§(n2 +n+n*+ 2n3 +n2)—§(2n3 + 3n? +n)

_6n° +30n* + 60n® + 60n® + 24n — 15n* — 30n® — 30n* — 15n — 20n® — 30n* — 10n

B 6

On a donc :

5% S4(n) =n®+5n*+10n3 + 10n®> + 5n —n —




Page 13 sur 14

B 6n° 4+ 15n* + 10n® — n
B 6

On a donc :
6n° 4+ 15n* + 10n3 — n
30

vn € N,S,(n) =

Remarque : On peut s’arréter 1a ou bien factoriser le numérateur.
On pose :
P(x) = 6x° + 15x* + 10x3 — x = x(6x* + 15x3 + 10x% — 1) = xQ(x)
On chercher a factoriser le polynome Q(x) avec :
Q(x) = 6x* +15x3 + 10x2 — 1
On doit donc chercher les racines de Q.
On remarque que :

Q-1 =0
On a donc :
Q) = (x+ 1) (ax® + bx? + cx + d)
Par identification simple, on a de suite que a = 4 (seul terme en x* en développant) et d = —1 (seul terme constant).
On a donc :

3(b,c) € R?,tel que Vx € R, 6x* + 15x3 + 10x? — 1 = (x + 1)(6x3 + bx? + cx — 1)
On peut donc prendre deux valeurs de x distinctes.
Pourx=1ona:
30=2(5+b+c)=b+c=10
Pourx = —2ona:
15=—(—48+4b—-2c—1) = 2b—c=17
On a donc le systéme suivant :
(prezl) =3b=272b=9=c=1
On en déduit donc que :
Vx € R,6x* +15x3 +10x? — 1= (x + 1)(6x3 +9x? + x— 1)
On peut aller plus loin puisque x = — % est racine (mais la ce n’est plus évident !!

On a donc :
VxER,6x*+15x3+10x2 —1=(x+1)(2x+ 1)(3x*> +3x—1)
Au final on obtient :
n(n+1)(2n+1)(3n?+3n-1)
30

vn €N, S,(n) =

Partie C : Un peu de Python
On a le programme suivant qui fonctionne :

def sommeentier(l,n):
s=0 #C'est notre futur SL(n)
for k in range(1,n+l): #c'est L'équivalence du k qui varie de 1 a n!
| s=s+k**1 #La c'est L'equivalent du signe sigma!
return (s)

Remarque 1 : I faut faire attention avec le range(1,n+1). Il renvoie une liste (en fait un tupple !) qui va de 1 jusqu’a
n. Il ne prend jamais le dernier !

Remarque 2 : Pour vérifier notre programme on peut faire par exemple :

AT VLIS e

>>> sommeentier(1,100)
50850

>>> |
C’est la fameuse 1égende sur Gauss :
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14+24+--4994+100 = 5050

Vous savez aussi que :

k=n
;kz _ n(n + 1)6(2n +1)
On peut essayer avec une valeur de n non négligeable !!
>>> sommeentier(2,153)
1205589
>>> 153%154%(2*153+1)/6
1205589.0
>>> |

Notre programme semble fonctionner !



