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DS n°2, PCSI 2023-2024
14 octobre 2023

|Exercice 1 : Limite d’une sommel

Le but de cet exercice est de calculer :
n

. 1
lim arctan (—)

n—+0co 14k + k2
k=0

Dans toute la suite de cet exercice, on pose :

f(x) = arctan (ﬁ)

1) Rappeler I’ensemble de définition de arctan et en déduire I’ensemble de définition de f.
2) Démontrer que :

1
Vx € R,arctan’(x) =
X arctan’(x) T2
3) En déduire que :
1
Vx € R,arctan (m) = arctan(x + 1) — arctan(x)

4) Démontrer que :
vn €N, S, = arctan(n + 1)
5) Déterminer la limite de S;, en +oo.

|Exercice 2 : Les fonctions trigonométriques réciproques|
Dans tout cet exercice on pose :

1
f:x + arccos[cos(x)] + Earccos[cos(Zx)]

1) a) Déterminer la valeur de f(0) en justifiant.

b) Soit k € Z. Déterminer la valeur de f((Zk + 1)Tt).
2) Démontrer que 1’ensemble de définition de f est R.
3) Démontrer que f est paire.

4) Montrer que f est 2w —pédiodique.

5) Tracer le graphe de f sur [—4m; 47].

(Indication : On pourra distinguer deux cas : [0 ; g] , E ; n])

|Exercice 3 : Une bijection sur un sous-ensemble de (C|
Dans tout cet exercice on pose :

C\{-i}->C

f: Z—1
H

z iz—1

1) Montrer que f réalise une bijection de C\{i} dans un sous-ensemble de C a déterminer.
2) Déterminer une expression de f~1(z) pour tout z € C\{—i}.
3) Déterminer f~1(R).
4) Démontrer que 1’équation f(z) = z admet deux solutions distinctes.
5) Dans cette question on souhaite montrer que :
fHO\-1) =R

a) Montrer que :

VO € R,1 —el® = —2isin (g) ez

b) En déduire que :
-1

vO T[.ST[ f — Aib —
E]—§,7[, (Z)—e @Z—T
tan(7+z)

¢) Soitn € N, n > 2. Rappeler les solutions de z" = 1.
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d) Résoudre I’équation (f(z))n = 1 et montrer que toutes les solutions sont réelles.

|Pr0bléme 1 : Des fonctions hyperboliquesl
Le but de ce probléme est de démontrer que :

vx € R 2arct (sh(x)) = arct. sh(x)
X ,Zarc an(sh(x)) = arctan 1T ch(
Partie A : En utilisant la dérivation
1) On pose :
R - R R - R
f: 1 g: sh(x)
X Earctan(sh(x)) X > arctan (Th(x)

a) Démontrer que :

[UnN

1
VXE]R,f’(X)ZEX =g'(x)

ch(x)
b) En déduire que :
1 sh(x
VXE ]R,Earctan(sh(x)) = arctan (—1 n c(hzx)>
Partie B : Grice a la tangente
1) Rappeler le domaine de définition de la tangente, noté Dy,
2) a) Démontrer que :
V x € R, 2f(x) € Dian
b) Déterminer 1’expression de tan(Zf(X))
3) a) Etudier la fonction :
R—->R
h: { sh(x)
X+— ————
1+ ch(x)
b) En déduire que : Vx € R, h(x) € |—-1;1[
¢) En déduire que : V x € R, 2g(x) € Dan
d) Montrer que : VX € R, tan(Zg(X)) = sh(x)
e) En déduire le résultat voulu.
Partie C : Une application
1) a) Démontrer que
1 2 1 1
ch (Eln(3)> = ﬁ etsh (EIn(B)) = ﬁ
b) Déterminer 1’'unique x € ]— g ; g[ tel que :
1
tan(x) NG
2) En déduire que :
T 1
an () =

3) Proposez une autre fagcon de déterminer la valeur de tan (g)



IProbléme 2 : Calcul célébre de sommes|

Soit (¢,n) € N X N*. On pose :
k=n
Se(m) = ) K
k=1
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Le but de ce probléme est de donner une relation de récurrence entre S,(n) et tous ses prédécesseurs Sy (n), pour k €

[o; ¢ —1].

Partie A : Ce que I’on connait déja
1) Déterminer la valeur de Sy(n) en fonction de n.
2) Déterminer la valeur de S, (n) en fonction de n.
3) Démontrer que :
nn+1)2n+1)

6

S;(n) =

Partie B : Une formule de récurrence
1) Enoncer la formule du bindme de Newton sur R.

2) On pose :
k=n+1
A= Z kt+1

k=2
a) Démontrer que :

v(£,n) EN? A=+ 1) +5S,,,(n) -1
b) Démontrer que :

V(#,n) € N2, A=S,,,(n) + i (€ -li(_ 1) Sk(n)

n+1

(Indlce On pourra utiliser le fait que : Z k¢t = Z (k + 1)*** et utilisez le bindme de Newton)

k=2
¢) En déduire la relation (Rt’,n) suivante :

£-1
£+1
V(n) € N2, (Rpp) ¢ (€4 1DSp(n) = (n+ 1P — 1 — Z ( . )Sk(n)
k=0
3) Dans cette question, on rappelle que :

2 2
Sy(n) = z 13 = (n +1)

A T’aide de la relation (R4,n), déterminer S,(n).
Partie C : un peu de Python !

Ecrire une fonction Python sommeentier(#, n) qui en argument prend deux entiers naturels, avec n non nul, et en sortie

affiche la valeur de S,(n).



