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DS n°2
PCSI 2025-2026

|Exercice 1: Une étude de fonctionl

Dans cet exercice on pose la fonction f: x — arccos(4x3 — 3x).
De plus on pose P:x — 4x3 — 3x définie sur R.

1) Démontrer que I’ensemble de définition de f est [—1; 1].

2) Déterminer f(0), f (%) et f(1).
3) Dans cette question on cherche a résoudre P(x) = 1 et P(x) = —1.
a) Déterminer trois rées a, b, ¢ tel que :
Vx € R4x3 —3x—1=(x — 1)(ax? + bx + ¢)
b) En déduire les solutions de P(x) = 1.
¢) Sur le méme modele, résoudre 1’équation P(x) = —1 (On pourra remarquer que —1 est solution).
4) Déterminer 1’ensemble de dérivabilité de f.
5) a) Montrer que :
Vx € [—1;1],arccos(x) + arccos(—x) =1
b) En déduire une expression de f(—x) en fonction de f(x).
6) Dresser le tableau de variation de f sur [—1; 1].
7) a) Démontrer que :
vx € [—1;1],3!6, € [0; ] tel que cos(0,) = x
b) Démontrer que :
Vo, € [0; ], f(cos(8,)) = arccos(cos(36,))
¢) En déduire, en fonction des valeurs de 6,, € [0; 7], une expression simplifiée de f(cos(6,)).
d) Exprimer alors f(x) en fonction de arccos(x) pour x € [—1;1].
(On pourra faire une disjonction de 3 cas !).
8) Tracer la courbe de f.

|Exercice 2 : Une nouvelle somme|

Dans tout cet exercice on pose :

n
vneN,S, = Z k*
k=1

j-1
Vj €N Hj:x » H(x + i) définie sur R
i=0
Le but de cet exercice est d’exprimer S,, en fonction de n.
1) Calculer H;(0), H;(1) et Hy (x).
2) a) Exprimer Hj,;(x) — Hj;4(x — 1) en fonction de H;(x).

b) En déduire que :
n
. L (nt
* (k) = j!
Vj €N ,ZH](k) ]'x<j+1)
k=1

Z Hy (k) = nn+1)
k=1

3) Démontrer que :

2

4) Déduire des deux questions précédentes que :
n

Z L7 = nn+1)2n+1)
B 6

k=1
5) Démontrer par la méthode de votre choix que :
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z”: _ 2(n+ 1)2

6) En déduire que S,, s’écrit :
_nn+1)

n="730 X P(n) (ou P est un polyndéme a déterminer)

|Exercice 3 : La fonction Arch
Dans tout ce probléme on rappelle que :

eX+e™™

Vx € R,ch(x) = >

Partie A : Etude de ch
1) Démontrer que ch ne définie pas une bijection de R dans R.
2) Montrer que la restriction de ch a [0; +oo[ réalise une bijection de [0; +oo[ dans un ensemble a déterminer.
On appelle la bijection réciproque de ch, restreinte sur [0; +oo[, Argch.
3) Démontrer que :
Vx > 1,Argch(x) = ln( x2—1+ x)
4) Démontrer que :

Vx > 1,Argch’ (x) = ——
x?2 -1

1+ ch(x)
g:x v Argch —

Déterminer I’ensemble de définition de g puis reconnaitre une fonction bien connue étudiée cette année en classe.

5) Dans cette question on pose :

|Probléme 1 : Deux résultats du triangle de Pasca]]

Le but de ce probléme est de s’intéresser a la troisiéme colonne du triangle de Pascal, plus particuliérement a

. : n
la somme des inverses des coefficients (2), pourn € N,n > 2.

n k 0 1 2 3 a 5 6 7 8
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 a 6 a 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
7 1 7 21 35 35 21 7
8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

Partie A : Une premiére somme
1) Démontrer que :

nn-1
vneNn22(5)= %
2) En déduire que :
Z(n—l)
vneN,n =2, z
3) En déduire :
n
1

Remarque : On verra plus tard dans I’année que I’on peut noter :
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Nous allons a présent, dans la partie B et C, démontrer un joli résultat. Si 1’on fait la somme alternée (mais tous les
deux signes !) des inverses des coefficients de la troisiéme colonne, nous découvrons une jolie connexion entre les

coefficients du triangle de Pascal et . Nous allons démontrer que :

(1+3)-(6+70)* (T 20) - (5 50) + =7~
3 6t10) T \ist21) (s 36) T T

Cela revient a démontrer que :

+00
1 1
_1)k+1 —
2D &) + (<) m-2
=1 2 2
Dans toute la suite de ce probléme, nous allons poser :
VN>1S—n 1"+11 !
nENn= ’”_Z(_) (2k)+(2k+1)
k=1 2 2
Partie B : Simplification de la somme
1) a) Calculer la valeur de S;.
b) Montrer que :
6 - 16
2715
2) Montrer que :
n (_1)k+1
vneNn=>1S =4><Z
nEn n £ 2k=1@k+1)
3) a) Déterminer deux réels a et b tels que :
1 _a N b
Qk—-1Rk+1) 2k-1 2k+1
b) En déduire que :
i D1 N EDE 1 D"
=— =X
k_1(2k— DRk+1) 2 k_12k+ 1 2 2n+1
¢) En déduire que :
-1
VneNn =25, =4 nz CDY )y D
=4 X — X
mERIESm £ 2k+1 2n+ 1
11 reste donc a trouver :
1
LN EDE
W Li2k+1 4
k=0
Nous allons démontrer cela dans la partie C.
Partie C : Etude de la limite
Dans toute cette partie on pose :
n-1 k
* =D 2k+1
vn € N ,Vx € R, B,(x) = Zk—-l—lx et f,(x) = arctan(x) — P41 (x)
k=0
1) Déterminer P; (x) et P, (x).
2) Montrer que la fonction f,, est impaire.
3) a) Démontrer que :
1-— qn+1
VgER q#1, k=
q q q 1—gq
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b) Démontrer que f;, est dérivable sur R et :
0_1)n+1 2n+2
Vx € R,fT{(X) = T

2n+1

¢) En déduire que :
sin est pair

( 0 < arctan(x) — B,(x) < om
Vx =2 O 4 2n+1
x
T Eis arctan(x) — B,(x) < 0 sin est impair

¢) En déduire que :
2n+1

vx € RY, |arct B
x |arctan(x) — B,(x)| < T 1

| |2n+1

d) En déduire que :

Vx € R, |arctan(x) — B,(x)| < 1

llm Z - 1)k

4) Démontrer que :
n
1 1
=mr—2

n;ln;(—nk“ (Zk)+ & = _

2

e) En déduire que :
T




